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MECHANIKA BUDOWLI 7

TWIERDZENIA O WZAJEMNOSCIACH

TWIERDZENIE BETTIEGO (o wzajemnosci prac)

Niech na dowolny uktad ramowy statycznie wyznaczalny lub niewyznaczalny, ale o
niepodatnych podporach i przy braku napr¢zen termicznych, dziata uktad sit i
momentéw skupionych. Obciazenia te rozdzieli¢ mozna, w sposob dowolny, na dwie
grupy, z ktorych jedna nazwiemy uktadem sit P; a druga uktadem sit Py (przez ,,sity”
rozumie¢ nalezy zardwno sity uogolnione).

Sytuacja pierwsza A: Najpierw przykladamy sitg P;, a nastgpnie sitg Py.
b

Obkasnienia:

Punkti - zestaw punktow poddany obserwacjom,

P; - uktad sit (moment, sita skupiona itd.) dziatajacych na punkt i,

Ay - przemieszczenie punktu j wywotane przyczyna w pkt n,

Ay - przemieszczenie punktu j wywotane jednostkowa przyczyna w pkt n,
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Najpierw przyktadamy grupg sit P; a nastgpnie do tego stanu wprowadzamy grupg sit Py.
Praca sit zewnetrznych w sytuacji A:

1
2
| 0 o ft ©.1)

Sytuacja druga B: Najpierw przykltadamy site Py, a nastegpnie silg P;
2

Sity przyktadamy podobnie jak w poprzednim wypadku z ta réznica, ze najpierw
przyktadamy grupg sit Py, a nastgpnie do tego stanu wprowadzamy grupg sit P;. Praca sit
zewngtrznych od sytuacji B:

s Cf .

- g kkE %PAM +PAk E (6.2)

linia A=linia B
Zgodnie z zasada superpozycji oraz faktem, ze warto$¢ pracy nie zalezy od historii

(kolejnosci dziatania przyczyn) obciazen mozna zapisaé:

2 T (6.3)
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Twierdzenie:

Jezeli na ustroj sprezysty dzialaja dwa niezalezne uktady obciazen, spetniajace
rownania rownowagi to: uklad sit P; wykonuje na przemieszczeniach
wywolanych uktadem sit P, taka sama pracg jak sity Py na przemieszczeniach
spowodowanych uktadem sit P;.

TWIERDZENIE MAXWELLA (0 wzajemnosci przemieszczen)
Rozpatrzmy dowolny uktad statycznie wyznaczalny lub niewyznaczalny. Zatézmy
obciazenia:

Pierwszy typ obcigzenia: Niech na uktad dziala sita jednostkowa P,=1, skierowana w
kierunku przesunigcia dy;. Drugi typ obciazenia: Na uktad dziata sita jednostkowa
Pi=1, skierowana w kierunku przesunigcia d;y.

Zalézmy, ze podpory nie osiadaja, a temperatura nie zmienia sig, tak ze mamy do
czynienia wylacznie z napr¢zeniami wywotanymi obcigzeniem zewngtrznym. Migdzy
przesunigciami 8y i dy; zachodzi szczegbdlny zwiazek.

Przyktad 1:

Mk =1

I

\\Jﬁik

Do danej belki przyktadamy jednostkowe obciazenia; w punkcie ,,i”” jednostkowa site
P;=1 a w punkcie , k” jednostkowy moment M,=1. korzystajac z wyzej przedstawionego
twierdzenia Bettiego mozna zapisac zaleznos$c¢:

PA, =M,$ (6.4)

Warto zauwazyc¢, ze kat obrotu na ktérym pracuje moment to nic innego jak Ay;.
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Przyjmujac, ze uktady sit obciazajacych sg jednostkowe, przemieszczenia zapisujemy
nastepujaco:

Ay = 5ik
. _ (6.5)
¢ - Ak[ 5k1
Wykorzystujac powyzsze zatozenia otrzymamy:
PA, =M, A
i—ik k= ki ( 6. 6)
6ik = 5kl

Przyktad 2:

Do kratownicy przytozono sit¢ jednostkowa w puncie 1, ktora wywotata
przemieszczenie w punkcie 2. Nastegpnie do tej samej kratownicy przytozono site
jednostkowa w puncie 2, ktéra wywotata przemieszczenie punktu 1. Zgodnie z
powyzszym twierdzeniem przemieszczenia punktu 1 12 sa sobie réwne.

Twierdzenie:

Przemieszczenie uogodlnione dix odpowiadajace i-tej sile uogodlnionej i
wywolane dziataniem jednostkowej sity uogélnionej Py=1 jest rowne
przemieszczeniu Jy; odpowiadajacemu k-tej sile uogolnionej 1
wywolanemu dzialaniem jednostkowej sity uogolnionej P;.
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TWIERDZENIE RAYLEIGHA (o wzajemnosci reakcji)

Ciato odksztatcalne przedstawione na rysunku:

Rki

Zaktadamy ogélny przypadek konstrukcji statycznie niewyznaczalnej. Przypusémy
wymuszenie kinematyczne u; po kierunku podpory ,,i” (rys 1). Nastgpnie zatozymy
wymuszenie kinematyczne u, po kierunku podpory k (rys 2). Przemieszczenia podpor
przyjmijmy za jednostkowe. Zgodnie z twierdzeniem Bettiego mozna zapisac pracg
pierwszego uktadu :

R,y +RPO+R"O+R,0=R, 0+R"0+R"0O+R, W, (6.7)

Przemieszczenia mozna przyjaé jako jednostowe:

ui = 11
6.8
u, =1, ©:8)
Podstawiajac przyjete przemieszczenia do wzoru (6.7) otrzymamy:
R, 0, =R; O,
(6.9)
T = T
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Zgodnie z przyjgta konwencja reakcje od jednostkowych przemieszczen zapisujemy
matq litera podobnie jak przemieszczenia od jednostkowych reakcji.

Twierdzenie:

Reakcja uogodlniona rix odpowiadajaca i-temu przemieszczeniu
uog6lnionemu a wywotana jednostkowym przemieszczeniem u=1 k-tego
wigzu, rowna jest uogolnionej reakcji ry; odpowiadajacej u-temu
przemieszczeniu uogdlnionemu w wywotanej jednostkowym
przemieszczeniem u; i-tego wigzu.

TWIERDZENIE O WZAJEMNOSCI PRZEMIESZCZEN REAKCJI

Niech na dowolny uktad ramowy statycznie wyznaczalny lub niewyznaczalny, przy
braku naprezen termicznych, dziata najpierw uktad sit P;. Zapiszemy pracg tego uktadu
jako Ly,'. Nastgpnie zat6zmy podatnoé¢ jednej podpor np. kata obrotu i zapiszmy jego
prace jako L%

-

ki \/Bi

Lz(l) =V O+ H 0+ M, D, +Vy, [0+ H, [0+F D, (6.10)

%

/\
HKk ﬁk\\\~//2ik///fmw;ﬁ#%
Tka TVBk
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L=y, O+H,0+M, D+V, D+H, 0 (6.11)

Zgodnie z zasada superpozycji oraz faktem, ze warto$¢ pracy nie zalezy od kolejnosci
dziatan przyczyn praca jednego uktadu i drugiego sa sobie rowne:

a0y g
LZ - LZ

k (6.11)
Mki mkk +1)1' |lik :O

Przyjmujemy, ze sita i przemieszczenie sa jednostkowe:

P =1
A =1 (6.12)
Wykorzystujac zaleznosci (6.11) i (6.12) otrzymujemy:
M, O, +1. A, =0
m, =-0, (6.13)

Twierdzenie:

Jezeli na ustroj spr¢zysty w punkcie 1 dziata uklad sit Pi=1 wywotluje w
punkcie k reacje i niezaleznie od tego jesli uogdlnione przemieszczenie
Ay podpory k-tej towarzyszy pojawienie si¢ w punkcie 1 przemieszczenia
ik to rzut reakcji ry; na kierunek przemieszczenia A jest rowny rzutowi
przemieszczenia A na kierunek uogoélnionej sity P; z przeciwnym
znakiem.
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