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15. €

15. ZADANIA - POWTORKA

Zadanie 1

W ramie przedstawionej na rys 15.1 obliczy¢ kat obrotu przekroju w punkcie K oraz obrot cigciwy RS. W
obliczeniach mozna pomina¢ wptyw sit normalnych i tnacych.
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Rys. 15.1. Schemat ukiadu — rama statycznie wyznaczalna

Aby wyznaczy¢ wykres momentdéw dla obciazenia zewngtrznego nalezy okresli¢ wartosci reakcji.
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Wykres momentdéw od obciazenia zewngtrznego na stupie pochyltym ma ksztatt paraboliczny.

Ekstremum momentu jest w punkcie, gdzie sita tnaca jest rowna zero. Uktadamy rownanie tnacej:

8 kNm

1y

AN

T(x)

H, = 6 kN
—

%XH,L
R, = 22 kN

T(x)=22 -cosx—6 -sinx—8 x-cos &
a nastgpnie okreslamy wspotrzedna ekstremum
T(x)=0 << x=175[m]

warto$¢ momentu w tym punkcie wynosi

M (x=1,75)=12,25 | kNm|

a) Obrot przekroju w punkcie K

Aby znalez¢ kat obrotu przekroju obcigzamy ram¢ momentem wirtualnymM = 1 [-] w punkcie K
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pele)

Reakcje wirtualne maja warto$¢:

peNe)

Znajac reakcje tworzymy wykres momentu zginajacego wywolanego dziataniem momentu wirtualnego w
punkcie K:
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4
Obrdt przekroju obliczymy z rownania pracy wirtualne;j:
M-M o 1 kNm-1 1
1= +> R-R-— -m+kN -— =]=
Py f o ds Z 3 [ N m+kN TN rad} (15.1)

korzystajac z metody Wereszczagina-Mohra:

i 20 1\ 2815 1 1\ 1 271 12
EJp,=+25.02. 2242800 Hs LI L)\ L5622 020y
=7 33)38’2(3)2’(3333)
2
2 33733737 8 237273 2 33
i 271 11\ 1 11 21\ 1 2( 1 i i
FIESPRY S [=AE ST S WIS B N P S Lo6i L2 L0435 (-L)s
2 (3336)2 (3336)2 3(6) 9 (12)
10 5 10 25 15 7 4 2
EJQu=——— o — T g4 === -2 +2-2
PETTTETI 373 3
167
K 12FEJ

b) Obroét cigeiwy RS

Obciazamy uktad wirtualnymi sitami skierowanymi prostopadle do cieciwy RS o wartoSciach jeden przez
odleglos¢ pomigdzy punktami R 1 S.
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Najpierw wyznaczamy reakcje:
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H.=5
B
A T— 1 l i
R, =— 1] M=
AT g RB—9 B 6
a potem wykres momentdéw gnacych:
2
75 2
75
|
|
I 1
75
0 x=1,5m
Zgodnie z zasada pracy wirtualne;j:
. M-M = 1 kNm-1 L
I-@= [ =—"—ds+> R-R-~ -m+kN-—- =I=rad
Prs f £l © ) k [kNmz " m kNm’ " }
Obrot cigeiwy RS (korzystajac z metody Wereszczagina-Mohra) wynosi:
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Zadanie 2
Znalez¢ wykres momentow M " dla belki (rys. 15.2), ktdrej podpory doznaja przemieszczenia.
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Rys. 15.2. Schemat zadanej belki

Belka jest jeden raz statycznie niewyznaczalna. Przyjmujemy nastepujacy uktad podstawowy:

® = 0,006 rad
A= 0,05 m "\7/
l ! l%
EJ EJ /
X
V. & & [m]
4,0 5,0

Rys. 15.3. Uktad podstawowy

Roéwnanie kanoniczne ma postac:

0, X, +A,,=0

Tworzymy wykresy momentow od:

« stanuX; =1/
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NN
e

4,0 5,0

M, [m]

Rys. 15.4. Stan od sily X, = 1 oraz wykres momentow M,

Korzystajac ze wzoru:

I stosujac metode numerycznego catkowania Wereszczagina Mohra otrzymujemy:

e
EJ

1 2
Lqq ) 4+4-45
voef5)

_101,33
EJ

0,=

Natomiast ze wzoru:
Am:_z R,-'A,-—z M-,
obliczamy

A, ,=—11-0.05+4-0,006|=—0,074

Podstawiajac powyzsze wyniki do rdwnania kanonicznego mozemy obliczy¢ X,

Ay 0,074 5
X, =—=2= 2800007303 EJ
TS, 101,33 [m’]
EJ

Znajac juz warto$¢ X; mozemy narysowaé wykres momentow w stanie niewyznaczalnym
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® = 0,006 rad
A=0,05m

-

0,002921 EJ
L0,0007303 EJ
21

# & [m]
4,0 5,0
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Rys. 15.5. Schemat belki i wykres momentow w stanie niewyznaczalnym

Przy sprawdzeniu kinematycznym poshuzymy si¢ wzorem:

_ MM _
1 ~5j:fT-dx—Z R4, (15.3)

Przyjmujemy nowy uklad podstawowy obciazony sita wirtualna (rys. 15.6) i dla niego tworzymy wykres
momentow:

I

=

4,0 50

Rys. 15.6. Nowy ukiad podstawowy i wykres momentow "
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f-(sz]—J —2—-4 g %0,00291 EJ+1-5-0,002921 EJ |~(1-0,006 +0,25 -0,05 )

I -@=0,0000003 rad~0

Okazato sig, ze rzeczywiscie uzyskalisSmy warto$¢ bliska zeru co daje nam gwarancje poprawnosci
rozwiazania.

Zadanie 3

Wyznaczy¢ reakcje oraz wykresy momentow zginajacych i sit poprzecznych w belce obciazonej sita P i
doznajacej obrotu w podporze C o kat @ (mozna skorzysta¢ z zasady superpozycji skutkow). Na podstawie
uzyskanych wynikow wykaza¢ prawdziwo$¢ twierdzenia o wzajemnosci przemieszczen i reakcji.

</

P
7z l A l B EJ = const. C|
| l | 7
[m] £ 3 # 3 # 6 #

Rys. 15.7. Belka statycznie niewyznaczalna

Aby rozwiaza¢ zadanie metoda sit przyjeto nastepujacy uktad podstawowy:

P %
ﬁl? X

Rys. 15.8. Uklad podstawowy

N

Roéwnania kanoniczne dla belki dwukrotnie statycznie niewyznaczalnej przyjmuje postac:

0, X, +6,, X, +A,=0
0, X, +6,"X,+A,,=0

gdzie Ax=Ap+A4,,.
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Aby obliczy¢ wspolczynniki rownania kanonicznego d;; i 4;s tworzymy wykres momentow M; od stanu
X; = 1. Wykres momentéw M: od stanu X> = I jest na calej belce réwny zeru, a zatem wspolczynniki
réwnania kanonicznego d.; , d;2, Axs sa rowne zeru (poniewaz nie uwzgledniamy wptywu sit normalnych i
tnacych). Rownanie drugie bgdzie tozsamosciowo réwne zeru (nie mozna z niego wyliczy¢ niewiadomej Xz),
zatem pominiemy je w dalszych rachunkach. Rozwiazanie tego zadania sprowadzi si¢ do rozwiazania uktadu:

0, X, tA,s=0

1( | ﬁ; )W

1,0 1,0

Rys. 15.9. Wykres momentu zginajqcego - stan X, = 1

Wspodtczynnik J;; jest rowny:

M, M, ] 12
_ ds= 112 -1)==2 154
=] I EJ( | EJ (15.4)

Korzystamy z zasady superpozycji skutkow, dlatego najpierw rozpatrzymy uktad, na ktory dziata tylko sita P.
Nastepnie zajmiemy si¢ uktadem, ktory doznaje wylacznie obrotu podpory C o kat @. Pozwoli to nam
wykaza¢ prawdziwos¢ twierdzenia o wzajemnoS$ci przemieszczen i reakcji.

W pierwszym etapie rozwiazemy zadanie przedstawione na rys. 15.10. Wyznaczymy reakcje i wykres
momentow zginajacych od obciazenia P.

g I
p

Rys. 15.10. Belka statycznie niewyznaczalna obciqzona sitq P

N

W analogiczny sposob jak poprzednio (rys. 15.8) przyjmujemy uktad podstawowy:

Dobra D., Jambrozek S., Komosa M., Mikotajczak E., Przybylska P., Sysak A., Wdowska A. AlmaMater



Czesé 1 15. ZADANIA - POWTORKA 11

N

lp X(P)

/7l7 )

Rys. 15.11. Uklad podstawowy — belka podlega tylko dzialaniu obciqzenia w postaci sity P

Réwnanie kanoniczne w tym przypadku, cho¢ identyczne w zapisie ma inny sens fizyczny niz poprzednio.
Wielkosci X; 1 4,p zaleza tylko od obciazenia sita P.

8, X, (P)+4,,=0 (15.5)

. 12 . e e . . S
Wspdtczynnik 6, =57 zostat obliczony wczesniej (nie zalezy on od rodzaju obciazenia zewngtrznego).

Tworzymy wykres momentéw Mp od obciazenia zewngtrznego, w tym przypadku od sity P:

7 — 7

M = 3P
TR=P
3 *

6
[m] £ # #
M, [kNm]
3P 3P
Rys. 15.12. Wykres momentu zginajqcego - stan od obciqzenia sitq P
Na podstawie wykreséw M; i Mp obliczamy wspotczynnik A;p :
M, M, 1 1 27 P
=[P ge=—L |3pP-3.] +=-3P-3.1|=2L. )
=] =g =g 2 2 EJ (156)

Podstawiajac obliczone powyzej przemieszczenia do réwnania kanonicznego otrzymujemy warto$¢
nadliczbowej X;(P) w przyjetym uktadzie podstawowym:
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12 27 P
x4+ Ly X, (P)=—1125P 5.
EJ 1T 2 RS - 1(P) (15.7)

Na podstawie uzyskanych wynikdéw rysujemy wykres momentdow zginajacych i sit poprzecznych w uktadzie
statycznie niewyznaczalnym:

Y M,=0 M, 3P+1125P=0 = M ,=1875P (15.8)
M,=1,875P lp
( |
I
1,125P
TR=P
3 3 6
[m] £ # # #
1,125P
M_® [kNm]
1,875P
T [kN]
P © P

Rys. 15.13. Wykres momentu zginajqcego i sity poprzecznej w uktadzie statycznie niewyznaczalnym
od obciqgzenia silq P

Drugim etapem jest wyznaczenie reakcji i wykresow sit wewngtrznych od obrotu podpory C o kat @
(rys. 15.14).

%/

| + 7

Rys. 15.14. Belka statycznie niewyznaczalna poddana obrotowi w punkcie C
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Przyjecie tego samego uktadu podstawowego pozwala na wykorzystanie wczesniej obliczonego wspotczynnika
5]].

</

T !

Rys. 15.15. Uklad podstawowy — podpora C ulega obrotowi o kqt @

AN

Roéwnanie kanoniczne w tym przypadku zapiszemy nastepujaco:

5, X,(D)+A,,=0 (15.9)

Ze wzoru (15.4) 6, Zé—j .

Obliczamy 4,, jako prace reakcji na rzeczywistych przemieszczeniach:
A== RS, (15.10)
Wykorzystujac reakcje z rys. 15.9 otrzymujemy:
Ap=—(—1-@)=0 (15.11)
Podstawiajac wyliczone wspolczynniki do rownania kanonicznego wyznaczamy X,(®):

12

=X, +P=0 .
EJ ! (15.12)
EJ
P)=—"
X, (®) 5 (15.13)

Obciazajac uktad podstawowy tylko wyznaczona sita nadliczbowa X;(®) tworzymy wykres momentow i sit
poprzecznych (od obrotu podpory C):

Dobra D., Jambrozek S., Komosa M., Mikotajczak E., Przybylska P., Sysak A., Wdowska A. AlmaMater



Cresé 1 15. ZADANIA - POWTORKA 14
/
|
| ;
EJ EJ
12 12
EJ
M. kN EJ
o [KNm] 12 0]
(n)
T, [kN]

Rys. 15.16. Wykres momentu zginajqcego i sit poprzecznych od @

Korzystajac z zasady superpozycji skutkow tworzymy wykresy momentow zginajacych i sit poprzecznych
laczac wcezesniej uzyskane funkcje (rys. 15.13 irys. 15.16):

ZMB:()

EJ

M, —3P+1,125 P+ﬁ~€b=0

- EJ
M, =1,875P- ==
A 12 ®

= M=1875P- ¢

5 (15.14)

&

¢

(n)
M., ™ [kNm]

)

EJ
+==
1,125P 12(13

EJ
+ B9
1,125P 12CD

(n) [kN]

EJ
1,875P- ==
12 ®

TP+ [}

P

©

-P

Rys. 15.17. Wykres momentu zginajqcego i sity poprzecznej w uktadzie statycznie
niewyznaczalnym od obciqzenia sitq P i od obrotu przekroju C

Przypomnijmy twierdzenie o wzajemnosci przemieszczen i reakcji.
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Jezeli na ustrdj sprezysty w punkcie i dziala sita uogoélniona Pi=] wywolujaca w podporze k reakcjg ru i
niezaleznie od tego, jesli uogdlnionemu przemieszczeniu jednostkowemu podpory k towarzyszy pojawienie si¢
w punkcie i — tym przemieszczenia dx, to rzut reakcji 7 na kierunek przemieszczenia podpory k jest rowny
rzutowi przemieszczenia di na kierunek uogoélnionej sily (z przeciwnym znakiem).

=6, (15.15)

Najpierw wyznaczamy reakcje w uktadzie statycznie niewyznaczalnym obciazonym sita P (rys. 15.18).

O >
- ’

Rys. 15.18. Reakcje w uktadzie niewyznaczalnym od sity P

Jednostkowa sita P wywotuje w podporze C moment Mc=1,125.
Obliczamy przemieszczenie punktu i znajdujacego si¢ pod sita P od jednostkowego obrotu podpory C.

Rys. 15.19. Przemieszczenie punktu i od obrotu podpory C o kqt ®

Korzystajac z twierdzenia redukcyjnego mnozymy wykresy M Wi M=M, (rys. 15.12 i rys. 15.16)

3.3 .(_@)4_ 1 .33 (_@) =—1125¢ (15.16)

12

Dla @=1 &,(®)=—1,125

Na podstawie powyzszych wynikow mozna wykaza¢ prawdziwos¢ twierdzenia o wzajemnosci reakcji i
przemieszczen:
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MC(P):—ch(QS)

1,125 -P=—(—1,125 -®) (15.17)

Dla =11 P=1I:

1,125=1,125

Zadanie 4

Obliczy¢ pionowe przemieszczenie punktu 4 belki przedstawionej na rys. 15.20.

q =10 kN/m

ATTTTTITTY

A
3,0 5,0

Rys. 15.20. Schemat belki statycznie niewyznaczalnej

Belka jest jeden raz statycznie niewyznaczalna. Przyjmujemy nast¢pujacy uktad podstawowy:

g =10 kN/m

/HHHH@‘

‘II
8,0
Rys. 15.21. Uklad podstawowy
Roéwnanie kanoniczne ma postac:
6, X, +6,,=0
Tworzymy wykresy momentdw od :

« stanu X; =1
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/
/ 0
% <E
1 t X =1
01 = ¥ [m
M, [-]

1

Rys. 15.22. Stan od sily X, = 1 oraz wykres momentow zginajqcych

« stanu P

g =10 kN/m
Av v v v v 4 v s
Y E 0
320 kNm
T'SOKN 8.0
4 , ¥ [m]
320

M., [kNm] ‘

Rys.15.23. Stan od sity P oraz wykres momentow zginajqcych

Korzystajac ze wzoru:

M. M
6ik:f 4 ds
\ EJ
Otrzymujemy:
1 8
§ =——(1-8-1)=""-
11 EJ( ) EJ
2
o= ~Los20 81 + 2108 g g |2 89333
EJ\ 2 3 8 EJ

Podstawiajac powyzsze wyniki do rdéwnania kanonicznego mozemy obliczy¢ X,

853,33
s
x,=-2r__ B =106,67 [kNm)|
s 8
11 i
EJ
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Znajac juz warto$¢ X; mozemy narysowacé wykres momentow w stanie niewyznaczalnym:

g =10 kN/m
106,67 KNm
Av &+ 4 4 4 4 ¥ ¥
v % 0
/
213,33 kNm
T'SOKN
Y m
4 8.0 & [m]
213,33
M_™ [KNm]
106,67

Rys. 15.24. Schemat belki i wykres momentow w stanie niewyznaczalnym

Do sprawdzenia kinematycznego postluzymy si¢ wzorem

; -ds (15.18)

~ MP(”)-M“”
1 ~5:f —
S

Przyjmujemy nowy uktad podstawowy obciazony sita wirtualng (rys. 15.25) i dla niego tworzymy wykres
momentéw 3"

ol

o
x>
S
3

_ 8,0
M [ -]

1

Rys. 15.25. Nowy ukiad podstawowy i wykres momentow

2
I_-(pzj— —]—~8 213,33 -1 +I—~8 106,67 -1 +2—~10 8
EJ\ 2 2 3

81 |=0
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Okazalo sie, ze rzeczywiscie uzyskali$my zero to oznacza, ze wykres Mp™ jest poprawny.

Aby obliczy¢ przemieszczenie w punkcie A postuzymy sig¢ twierdzeniem redukcyjnym (15.18). Przyktadamy w
tym punkcie pionowo sit¢ wirtualna i wyznaczamy dla niej wykres momentéw (rys. 15.26), w uktadzie
statycznie wyznaczalnym.

t 3,0 5,0
1 & & [m]
M©

3 3

Rys. 15.26. Belka obcigzona pionowq sitq 1 oraz wykres momentéw od tej sily

Dla ufatwienia przypominamy wykres My

213,33

18,33

M, [kNm]

106,67
Rys. 15.27. Wykres momentéw Mp™

Szukane przemieszczenie ma warto$¢:

2
Tov=tALs3(Lo333 420833 |+ 2105 3.0 5 1 1g33.5.34
EJ| 2 3 3 38 27 2
2
AN 0667 5.3+ 209 5.5 |203373 i
EJ| 2 3

Zadanie 5

Dla tuku w ksztatcie ¢wiartki okregu (EJ=const) wyznaczy¢ przemieszczenie pionowe podpory 4 wywotane
dziataniem silty P (rys. 15.28).
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l P=8 kN
7
A

Rys. 15.28. Luk kolowy statycznie niewyznaczalny

Uktad jest jednokrotnie statycznie niewyznaczalny, zatem przyjmujemy uklad podstawowy zwalniajac jeden
wigz (rys. 15.29).

Rys. 15.29. Uktad podstawowy

Uktad podstawowy bedzie zgodny z rzeczywistym, jesli obrét podpory B bedzie zerowy. Warunek ten wyraza
réwnanie kanoniczne:

5, X,+A,,=0 (15.19)

Obliczenia przeprowadzimy dla wspolrzednych biegunowych:
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=
X

Rys. 15.30. Zwiqzki pomiedzy wspotrzednymi biegunowymi i kartezjanskimi
Przy tak przyjetym uktadzie obowiazuja zaleznos$ci:
ds

é=tgd(p = ds=r-tgd @
r

de

dla matych katow

ds=r-d @ (15.20)
X=r-sin@ (15.21)

Tworzymy wykres momentow M; w uktadzie podstawowym od stanu X;=1:

1(%

Rys. 15.31. Wykres momentu zginajgcego w uktadzie podstawowym - stan X =1
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Nastepnie tworzymy wykres Mp w ukladzie podstawowym od obciazenia zewngtrznego:

T R,=8kN
Rys. 15.32. Wykres momentu zginajqcego w uktadzie podstawowym — stan od obciqzenia
zewnetrznego
Roéwnanie momentu Mp(x) w przekroju o wspotrzednej x:
18
7
M
P
(x)
X
'l
M ,(x)=16 —8x
a po podstawieniu wspotrzednych biegunowych
M ,(x)=16—8rsinp (15.22)

Obliczamy wspolczynniki rownania kanonicznego:
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M, M 1 2 r T T 15.23
5 ==L Lgi=—|rdp=—r—=—_ (15.23)
& f £ “ J{”p J 2 EJ
M, M 1% . I m . I
A,PZ{ IEJ P~ds=E‘!(]6—8rstn(p)-1rd(pzﬁ~ ]6-r2——8 rzofsm(pd(p =E—J(16 m—32) (15.24)
Podstawiajac otrzymane warto$ci do réwnania (15.19) otrzymujemy:
T 16m—32
X = 15.2
X1=£—]6 ~—5814 (15.26)
T

Na podstawie uzyskanych wynikow wyznaczamy wykres momentéow zginajacych w ukladzie statycznie
niewyznaczalnym My":
l 8 kN
/

m,

R, =8kN
M, =16-5814=10,182 kNm

X = -5,814 kNm

TRB

Rys. 15.33. Uklad podstawowy — rzeczywiste reakcje podporowe

Moment rzeczywisty w uktadzie statycznie niewyznaczalnym opisuje zalezno$¢:
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MY'=M ,(x)+ X, M, (x)

MY'=16-8 -x+(£—16 )~1
T
(15.27)
M(If)zﬁ—é’x
T

M(If)=£—8rsin(p
e
/,

10,186

5,814

77

Rys. 15.34. Wykres momentu zginajqcego w uktadzie statycznie niewyznaczalnym

Aby wyznaczy¢ przemieszczenie podpory 4 przyktadamy w tym punkcie (w uktadzie podstawowym) pionowa
site wirtualna i wyznaczamy dla niej wykres momentow (rys. 15.35):

|3

e

Rys. 15.35. Uktad podstawowy obciqzony sitq wirtualnq - reakcje
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Zalezno$¢ opisujaca moment zginajacy w uktadzie podstawowym od jednostkowej sity wirtualnej przytozonej

w punkcie 4 ma postaé:

(15.28)

Rys. 15.36. Wykres momentu zginajacego w ukladzie podstawowym — stan od obciqzenia

wirtualnego

Przemieszczenie pionowe punktu 4 obliczamy po podstawieniu (15.27) i (15.28) do wzoru:

catke z wyrazenia (15.30)

Q%N‘:l

(——— rsing@—16 rsin@+8r’sin° @ |d @

S 0|

(£—8rsin(p)~(2 —rsin(p dp=
T

obliczymy wykonujac nastepujace podstawienia

(s
sin(p=|—c0s<p|3=—(0—1)=1
0

D 0|
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Czesé 1
3 ™
) @ 1 . R 1
I KD S 15.33
_ofsm P ‘2 S Sin2® é y ( )

Ostatecznie otrzymujemy

S B By
EJ ™

5l_i(ﬁ.1_£.2.] —16-2-1 +8-22-E

CEJ\m 2w 4
(15.34)

_9522

3
7 [kNm’ ]

5

Dla przyktadu w tuku wykonanym z 1100 (J;= 171 ¢cm®, E = 205 GPa) przemieszczenie pionowe podpory A
wynosi:

L 9522

- —0,0272
1735055 [m]

Zadanie 6

Wyznaczy¢ lini¢ wptywu reakcji podporowej My(x) dla belki z (rys. 15.37), dla ktorej EJ — const., oraz

k=—EJ .
2

M, (x)

6,0
Rys. 15.37. Schemat zadanej belki

Belka jest jeden raz statycznie niewyznaczalna. Przyjmujemy nast¢pujacy uktad podstawowy

6,0
Rys. 15.38. Uktad podstawowy
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Réwnanie kanoniczne ma postaé:

5, X,+6,,=0
Tworzymy wykresy momentow dla:
« stanu X; =/
/
> Px=s
)a 174
m
’ 6,0 v ml
M, \/‘
6-x
6

Rys. 15.39. Stan od sity X; = I oraz wykres momentow

27

- stanu P (pamictajac, ze obciazenie w postaci momentu porusza si¢ po belce (w zaleznosci odx))

X
d 6,0 ¥ ml
M, 1
'Iy ﬂl' ﬂl'
X 6-Xx

Rys. 15.40. Stan od sily P oraz wykres momentow

Korzystajac ze wzoru

Otrzymujemy:
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8,,= 1 (1—6 ~6~2—-6 )+ 11 _74

EJ\2 3 ;_EJ EJ
1 [6+6—x x(12—-x) 1 x’
=L (270 7X )= L e
Orr EJ( 2 )) 281 B\

0;p 2 EJ _12x—x
5, EJ] 74 148

Znajac juz warto$§¢ X; mozemy napisa¢ rownanie linii wplywu momentu M, dla belki w stanie
niewyznaczalnym obciazajac znanymi sitami uktad podstawowy (rys. 15.41).

6,0

Rys. 15.41. Schemat belki w stanie niewyznaczalnym

Roéwnanie przyjmie postac :

.xZ —12x_] __3 (x* —12x)

M (x)=—6
ax) 148 74

.y (15.36)

Do narysowania wykresu potrzebne beda nam wartosci My dla poszczegélnych potozen obciazenia.
Podstawiajac wartosci x do rownania (15.36) otrzymujemy:

x=0 - M =—1
x=2 - M =—0,189
x=4 - M =0,297
x=6 - M ,=0,459

Wykres linii wptywu M,(x) wyglada nastgpujaco:
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w M, (x) 0,090

0:2970,410" ) 459

Rys. 15.42. Wykres linii wplywu M, (x)

Zadanie 7
Obliczy¢ linig wplywowa ugigcia belki w punkcie K.

Rys. 15.43. Belka statycznie niewyznaczalna

Belke dzielimy na trzy przedziaty dlatego, ze ksztatt wykresu momentu rzeczywistego zalezy od polozenia sity
P=1 (rys. 15.45, rys. 15.46, rys.15.47)

Natomiast moment wirtualny od sity jedynkowej jest niezmienny.

Wykres momentu od sity wirtualnej przytozonej w miejscu szukanego przemieszczenia jest funkcja liniowa.
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g 3 * 3 * 2 & [ml
v K
7%7 /\
1,5

Rys. 15.44. Wykres momentu od sity wirtualnej przytozonej w punkcie K
Wykresy momentow od sity P przytozonej w poszczegdlnych przedziatach przedstawiaja ponizsze rysunki:

« dla x, €(0,3)

4 3 * 3 * 2 & [l
M 7S
X, (6 —x,)
6
J V4 )4
T x 6 - Xx A [m]

Rys. 15.45. Wykres momentow od sity P przylozonej w przedziale x,€(0,3)

« dla x,€36)  x,€03)

# 3 * 3 #* g [m]
M74>72 A
X, (6 —X,)
6
P 6 ¥ ¥ [m]
- X%, X,

Rys. 15.46. Wykres momentow od sily P przytozonej w przedziale x,€(0,3)
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o dla x;€(02)

X
3
M3
%%7 A\
» Yy p ¥ m
/ 6 Tx,72-x" [m]

Rys. 15.47. Wykres momentow od sity P przylozonej w przedziale x;€(0,2)

Ugigcie belki w poszczegolnych przedziatach oblicza¢ bgdziemy na podstawie wzoru:

v(x)= [ L dx (15.37)
Funkcja przemieszczenia bedzie rézna dla kolejnych przedziatow:

o dla x €(0,3)

A — &

X, (6 —x,)

6

¥ s v

A X, A 6-x, & [m]
M K

1,5
p: 3 L 3 . 5 Y [m]

Rys. 15.48. Zestawienie wykresow M , oraz M

Obliczenie wartosci b oraz ¢
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b 3 )
= = b:—
x1(6 _XI) 6—x1 2
6
X = c_x_l
373 >
2
Przy wykorzystaniu wzoru (15.37) otrzymujemy:
ETov ()=l Sy 2200 70) L3y (2 50678
FT2 2 73 6 27 )3 -
1 (3 2 x, ] x,(6-x)\ 1 3 2 x,
+— = N EE 3 _
2(2)(3 x,)(32 3 6 2D 33

36 36 24 4-18

_6xf—xj+x§(l8 —9x,+xf)+xf(3—x,)+x,(18—9x,+xf) x,(3—x,)+3x,

J

3 2 2
x,(6 —x x(3—x,)(6—x x, (3 —x 3x,(3 —x,)(6—x 3x
— 1( 1)+ 1( ])( 1)+ ]( 1)+ ]( 1)( 1) ]:

36 24

6xf—xj+18xf—9xi+xj +3xf—xj+18x1—9xf+xi 3x —xf=3 X,

36 24

4
:18x5—3xj+18x1—6xf+6x,—x5:3(6 xf—xj)+2(9x,—3xf)+6x1—xf
36 24 4 36 24 4
_6x5—xf+9x1—x5+18x1—3x5_27x1—xf_x,(27—xf)
Bl 12 1212
« dla x2€<0,3>
Viw Pz
X, (6 —X,)
6
)’ 74 74 m
4 6-x, 5 [m]
— K
M
797 AN
1,5
Ily dl' Ily A
3 3 2

Rys. 15.49. Zestawienie wykresow M , oraz M

Wykresy momentow, a co za tym idzie rozwiazania dla czesci pierwszej 1 drugiej sa symetryczne (rys. 15.48
rys. 15.49). Wykorzystujac wzor wyprowadzony dla czgsci pierwszej podstawiamy w miejsce x; wartos¢
( 6 — X1)

[m]
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(6 —x,)[27 =(6—x,)"] (6 —x,)[27 —(36 —12 x, +x])]

EJ' = = =
vi(x,) 12 12
_(6-x)(-9+12x, —xf):—54 +72 x,—6 x7+9 x,—12 xf+x§:
12 12
:xj—18xf+81 x,—54
12

o dla x;€(02)

Vi 6 # 34"2_ 3«" [m]
M K
VA AN
1,5
A 3 & 3 A 2 & [m]

Rys. 15.50. Zestawienie wykresow M ; oraz M

Obliczenie wartosci d:

Zestawienie wynikow:

x,(27—x;
dla  x,€(03) EJ-vk(xI)Z%
x,—18x]+81 x,—54

dla x, €<3,6> EJ.Vk(xI): 12

dla x,€(02) EJ-vk(x3)=—9x73
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Otrzymane funkcje sa prawdziwe tylko w obrebie przedziatu, ktérego dotycza. Funkcje w poszczegolnych
przedziatach nie sg identyczne (dwie pierwsze to funkcje trzeciego stopnia, trzecia jest funkcja liniowa).

Lini¢ wptywowa ugigcia belki w punkcie K wyglada jak na ponizszym rysunku:

——————————————— [
-4,50

NM
2,1 2,17

7
3,83 150 3.83

Rys. 15.51. Linia wplywowa ugiecia belki w punkcie K

« Sprawdzenie wartosci ugigcia dla x=3

Warto$¢ normowa (znana z tablic) dla uktadu jak na rys. 15.52:

N|—
N|—

Rys. 15.52. Schemat belki wolnopodpartej obciqzonej sitq P w Srodku rozpigtosci

Wynosi:
_rr
48 EJ
Dla naszego przypadku (P=1, [=6):
P’ _1-6
. E = — =
s

co pokrywa si¢ z wartoscia przez nas otrzymana.

3(27 =39

EJv,(x,=3)= I

=45
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Zadanie 8

a) Wyznaczy¢ warto$ci cigzarow sprezystych dla punktow 0 i 2 belki przy podziale na cztery elementy
(EJ=const.) (rys. 15.53).

b) Poda¢ schemat belki zastgpczej spelniajacej warunki brzegowe zadanego uktadu.
12 kN/m

Av v v v v v v v vy

[m] ‘w 74 7.4 74 ' 4

3 7 3 £ 3 7 3 7

Rys. 15.53. Zadana belka

ad a) Obliczenie warto$ci cigzarow sprezystych

Wartosci cigzarow sprezystych okresla si¢ na podstawie wzoru:

Lt 15.38
7y (15.38)

Do wyznaczenia cigzaréw sprezystych potrzebne beda nam wykresy momentow od zadanego obciazenia
oraz od sil wirtualnych. Obciazenie wirtualne dla danego punktu musi by¢ przylozone w postaci par sit
zastgpujacych jednostkowe momenty.

Najpierw tworzymy wykres od obciazenia zewngtrznego (rys. 15.54).

432 KNm 12 kN/m

</¢¢¢¢L¢¢¢¢¢

T108 kN 36 kN
[m] # 3 # 3 —A 3 # 3 A
432
162 M, [kNm]
[
54

Rys. 15.54. Wykres momentow od zadanego obciqzenia

Nastepnie wykres momentow od obciazenia wirtualnego dla poszczegdlnych punktow (rys. 15.55, rys. 15.56).
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—
N
N @

w

1 ‘ MO [_]

Rys. 15.55. Wykres momentow od obciqzenia wirtualnego dla punktu 0

Rys. 15.56. Wykres momentow od obciqzenia wirtualnego dla punktu 2

36

Nalezy zauwazy¢, ze obcigzenie wirtualne w postaci samorownowazacych si¢ momentow daje przewaznie
wykres w okolicy rozpatrywanego punktu. Jednak dla punktu 2 uzyskali§my wykres na calej dtugosci belki

Podstawiajac warto$ci z powyzszych wykresow do wzoru (15.38), otrzymujemy

Woz.r MPMO !

2,1 2 12%
L3322 L3462 L4 2125 5 1
343 3 32 }

. 124_11 +13]62 12_;,_22 +
2 22 2 3 32

2
L.3.762. 522222 3 L2 L. 3.54.2._ - 2123 .3 11 )
2 32 3 8 22 \2 32 3 8 22

ad b) Schemat zastgpczy dla belki z rys. 15.53 wyglada nastepujaco:
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NN

Rys. 15.57. Schemat belki zastepczej

Zadanie 9

Udowodni¢, ze w przypadku posredniego obciazenia, funkcje linii wplywu wywotane dziataniem
ruchomej sity skupionej sa odcinkami liniowe.

Rozpatrzmy belke wolnopodparta obciazona w sposob posredni. Na belce glownej spoczywa pomost

ztozony z jednoprzgstowych belek, ulozonych na podporach, przekazujacych obciazenie od poruszajacej si¢
sity P=I na belke dolna.

» m ¥ n L
4 7 L
¥ a 1» b o C lp d lp € lp
/ # # # # 7

Rys. 15.58. Schemat belki obciqzonej posrednio

Zauwazmy, ze gdy dowolna sita bedzie przytozona w punktach 4, B, C, D, E lub F'to cata warto$¢ obciazenia
zostanie przekazana bezposrednio na belke glowna. Dla takich potozen sity rzedne linii wptywu dowolnej
wielkosci statycznej beda takie same jak w przypadku obciazenia bezposredniego belki4'F”. Na rys. 15.59 dla
przyktadu pokazano lini¢ wplywu momentu zginajacego w przekroju a-a od sity jedynkowej poruszajacej si¢
po belce A'F'. Rzedne wykresu w punktach A', B', C', D', E' i F' sa identyczne w przypadku obciazenia
bezposredniego z wartoSciami otrzymanymi dla obciazenia posredniego.

< P=1

1 a
A o ("¢ o & ¢

o AN
» a 1o b 1 C lo d lp e g
4 7 7 # # |
lw M,
(8) M ®)
M, vel| M .

~

Rys. 15.59. Linia wplywu momentu w przekroju a-o od poruszajqcej sie sity jedynkowej
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Gdy sita P = [ znajdzie si¢ w obrebie pojedynczego przgsta, np. przgsta BC to obciazenie od sity P bedzie
przekazane na belke¢ glowna przez podpory BB'i1 CC' — belka glowna bedzie obciazona tylko reakcjami R, Re.
Wartosci tych reakcji zalezne beda od potozenia sity P na danym przesle, czyli od odcigtej r.

Rys. 15.60. Sila P dzialajqca w obrebie przesta BC

Wartosci sit reakcji w podporach przegsta BC wywotanych poruszajaca sig sita P po przesle BC i jednocze$nie
wartos$ci sit dziatajacych na belkg gtdéwna 4'F”’ zapiszemy w nastepujacy sposob:

RB=1—£ R.= (15.39)

Pozostate przesta pomostu nie sa obciazone i nie beda przekazywaé zadnych sit na belke glowna (czyli gdy
sita znajduje si¢ na przgsle BC reakcje Ry = Rp = Rg = Rr = 0). W zwiazku z powyzszym mozna przyjac
schemat z rys 15.61.

R | o
A

v m ¥ n L
4 4 7
)y a lp b Ly (] 73 d lp e lp
4 # # o # #

Rys. 15.61. Sita P zatrzymana myslowo na jednym z przeset

Wyznaczmy teraz lini¢ wplywu momentu zginajacego w przekrojua - a odlegltego o m od podpory 4’1 0 n od
podpory F' przy zatozeniu, ze sita P = [ stoi doktadnie w punkcie B (r = 0).

B ) c D SAN
£ “ T
R m 'JI, n
A a b L, ¢ d L, e Ry
# # # #

Rys. 15.62. Sita P przytozona dokiadnie w punkcie B
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Zgodnie z rownaniem statyKki:

DM, =0 (15.40)
M =R m=Ry(m—a)]-M, (15.40)

czyli:
M =R, m—R,(m—a) (15.41)

warto$¢ reakcji Ry (gdy sita P = [ stoi w punkcie B) wyliczamy z sumy momentéow wszystkich sit
dziatajacych na belke A'F’' wzgledem punktu F".

> M, =R, (m+n)—Ry(b+c+d+e) (15.42)

Belka pozostanie w stanie rownowagi gdy:

> M,.=0 (15.43)
czyli:
R :RB(b—i-c—i-d—i-e) (15.44)
4 (m+n) '

Podstawiajac do rownania (15.41) otrzymujemy wartos¢ momentu w przekroju o — a dla przypadku, gdy sita
P przylozona jest w punkcie B.

R (b+c+d+e)
M="——"m—R,(m—a) (15.45)
(m+n)

Poniewaz zatozylismy, ze P = I to dla sytuacji Rz = P = I, czyli:

(3)_ (b+c+d+e)

MB=
« (m+n)

m—(m—a) (15.46)

Rozpatrzmy teraz sytuacj¢ gdy sita P = [ stanie w punkcie C (r = b)

N e F.
Jores

Rys. 15.63. Sila P przylozona dokladnie w punkcie C

Obliczajac moment wzgledem przekroju a-a otrzymujemy:
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M'E=R . m (15.47)

©

Przy czym reakcja R4 gdy sita P stoi w punkcie C wynosi:

_(c+d+e)
= ) Re (15.48)
Podstawiajac (15.48) do wzoru (15.47) otrzymujemy réwnanie ogolne:
M= w mR
“ (m+n) ¢
a dla rozwazanego przypadku dla P = / mamy Rc= P = ] i dale;j:
(€_ (C +d+ e)
N (15.49)
Obliczmy teraz M, dla dowolnego potozenia sity P na przgsle BC.
=1L =L
R,=1- 5 R. b
a l
A' l ( F'
B ) C D' SAN
f a T
m V n
R, 1 R,
a y b , ¢ L, d 4, e
4 4 # #
Rys. 15.64. Sita P potozona w dowolnym punkcie przesta BC
Korzystamy z rownania (15.41):
M =R, m—R,(m—a) (15.50)
Aby obliczy¢ R, ukladamy sume momentdw wszystkich sit wzgledem punktu F.
Ry(b+c+d+e)+ R (c+d+
Po przeksztalceniu otrzymujemy: R, =—- (bt eJtRle ¢)
(m+n)
Podstawiamy do réwnania (15.50):
Ry(b+c+d+e) R, (c+d+e)
M = m+ m—Ry(m—a) (15.51)

* (m+n) (m+n)
a po uszeregowaniu i wylaczeniu Rz z pierwszego i ostatniego wyrazu rownania otrzymujemy

(b+c+d+e)
(m+n)

M.=R, (ct+d+e)
(m+n)

(24

m—(m—a)

o

Zauwazmy, ze wyrazenia w nawiasach kwadratowych to odpowiednio warto$¢ momentu w przekroju a-o dla
polozenia sity P w punkcie B (15.46) oraz wartos¢ momentu dla polozenia sity P = I w punkcie C (15.49),
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czyli:

Podstawmy zgodnie z rownaniem (15.39)

_ r (B) , ¥ 5 r(0)
M(a)—(I—Z)MerZM

PO wymnozeniu:

B _ T as(B) o)
M =M =3 M+ Mg
1 po wylaczeniu r przed nawias:
MO P
_ () (o) (B)
M(a)_r( b - b +M()
MO y® )
Zauwazmy, 7e T“ , b“ , M to konkretne liczby, a r jest zmienng. Otrzymali$my wigc rdwnanie linii

prostej, stad mozna przyjac, ze linia wplywowa momentu w przekroju a - a przy obciazeniu posrednim jest
linia prosta.

Whniosek:

W celu uzyskania linii wplywowej dowolnej wielkosci statycznej przy obciazeniu posrednim, wystarczy
sporzadzi¢ lini¢ wplywowa danej wielkosci jak dla belki gléwnej (obciazenia przekazywanego bezposrednio),
znalez¢ wartos$ci wielkosci statycznej w weztach (czyli w miejscach oparcia podpér belek pomostu) i potaczy¢
otrzymane punkty odcinkami linii prostych. Metoda ta jest pokazana na rys. 15.65.

IwM

obcigzenie posrednie — — — obcigzenie bezposrednie

Rys. 15.65. Przebieg linii wplywy momentu zginajqcego w przekroju o-o dla obciqzenia posredniego
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Zadanie 10

Dla tuku w ksztalcie potokregu (EJ = const), obciazonego poruszajacym si¢ jednostkowym momentem
skupionym, obliczy¢ i narysowac¢ lini¢ wptywu momentu zginajacego w przekrojuo. - a (rys. 15.66).

Rys. 15.66. Luk w ksztalcie polokregu statycznie niewyznaczalny

Luk jest jednokrotnie statycznie niewyznaczalny, zatem przyjmujemy uktad podstawowy zwalniajac
jeden wigz (rys. 15.67).

T X=10
Rys. 15.67. Ukiad podstawowy

Uktad podstawowy uzupelnia rownanie kanoniczne:
8, X +A,,=0 (15.52)
z ktérego mozna wyznaczy¢ warto$¢ nadliczbowe;j sity:

AIP
611

Obliczenia przeprowadzimy dla wspolrzednych biegunowych. W celu ulatwienia obliczen funkcje
momentu zginajacego na dlugosci tuku uzaleznimy od zmiennej x', ktdra wyrazimy przez zmienna
biegunowa, kat ¢ (rys. 15.68). Podczas calkowania x, ktére okresla potozenie momentu skupionego M =1,
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bedzie traktowane jako warto$¢ stata, a zmienng catkowania bedzie x .

Rys. 15.68. Zwiqzki pomiedzy wspotrzednymi biegunowymi i kartezjanskimi

fomm
PE\T

x’:R+Rsin(p=R(1+sin(p)
ds=Rd @

Aby obliczy¢ wspotczynniki rownania kanonicznego 6,, i 4;, tworzymy wykres momentow od stanu
X ;=1 (rys. 15.69).

—X

2k

2R
beern t

Rys. 15.69. Wykres momentu zginajqcego - stan X;=1
oraz okre§lamy posta¢ funkcji momentu zginajacego:
M, (x")=1-x"=R(1+sinp)
W przekroju o - a warto$¢ momentu zginajacego w stanie X ;=7 rdwna jest promieniowi okregu.
MY ™'=M,(x'=R)=R

Dalej tworzymy wykres momentdw od obciazenia zewngtrznego, w tym przypadku od ruchomego
momentu skupionego M =1 (rys. 15.70) oraz okreslamy postaé funkcji momentu M ,(x’) .
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—x
M=1

]
1\
v
\
§
R \ 1

Rys. 15.70. Wykres momentu zginajqcego — stan “P” (od obciqzenia ruchomym momentem jednostkowym)

Funkcja momentu przyjmuje r6zng posta¢ w zaleznosci od badanego przedziatu:

« dla x'E(O,x), (pE<—%,B>

« dla x'E(x,ZR), (p€<3,%>

M, (x")=1

Znajac postacie wszystkich funkcji w poszczegdlnych przedziatach mozemy obliczy¢ sktadniki

réwnania kanonicznego:

s 1 R :
6,,=£ gJ ’dszE—J£R2(]+sin(p) Rd(pzﬁ j;dcp+2fnsin<pd(p+fnsin2(pd<p =
2 2 2 2
R’ T 1 z : R’ 1 R’
:E m— 200s(p|22—3(:0s<psin(pj +— : E 7T+ETF:|=ETFE
MM ;" 2
A=[ = Ld :E—Jf R(1+sino) ()Rd(p—i——fR (1+sing)-1Rd p=
s _n
2
E e :
R’ T > R |
=— d —| =—B- =—|——B+
7 { jﬁlm(p Q= 7|2 B coquB EJ[2 B cosB]

Korzystajac ze wzoru (15.52) wyznaczamy warto$¢ nadliczbowej sity X ; . Poniewaz przemieszczenia
6, 1 A,p sa funkcjami zmiennej x (B we wspotrzednych biegunowych), to rowniez sita X ; jest funkcja

zalezna od potozenia jednostkowego momentu. Czyli linia wptywu jest funkcja:

[%—ﬁ+cosﬁ}

iﬂR
2

LwX ,=—
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Zgodnie z zasada superpozycji warto$¢ momentu w uktadzie niewyznaczalnym wynosi:

LwM"=LwM+LwX M}

Najpierw wyznaczamy lini¢ wptywu momentu w ukladzie statycznie wyznaczalnym. Warto$§¢ momentu
zginajacego w przekroju a-a zalezy od potozenia wedrujacego momentu M =1 (rys. 15.71) i wynosi:

. dla xe(0,R), Be<—%,0>

- dla x€(R,2R), Be<0,%>

0<x<R R<x<2R
dla dla
-%<B<0 0<[3<%
X
L M
M=1
M =1 M_=0
r—R » y R
1
M (x) =IwM©

Rys. 15.71. Linia wplywu M,(x) w ukladzie statycznie wyznaczalnym

Teraz mozemy zapisa¢ réwnanie linii wptywu momentu zginajacego w przekroju a-a dla poszczegdlnych

Dobra D., Jambrozek S., Komosa M., Mikotajczak E., Przybylska P., Sysak A., Wdowska A. AlmaMater



Czesé 1 15. ZADANIA - POWTORKA 46

przedziatow w uktadzie niewyznaczalnym:

T
. dla B€<—?,0>

™
2[——B+cos[3]
LwM = ]— 2 _2m+2 B—2 cosB (15.53)
3 3
s
. [= 0,_
dla B < 2>
2| 5~ B+cosp
——B+cos
L= 2 _—m+2B-2 cosp (15.54)
* 3 3w

Do narysowania wykresu potrzebne bgda nam wartosci M ((x") dla charakterystycznych potozen

momentu jednostkowego. Podstawiajac wartosci ff do rownan (15.53) 1 (15.54) otrzymujemy:

T 1
dl S M ==
¢ b=—7 =3

dla ﬁ:—g ~  M_=035
dla B=0" - M =045
dla B=0" -  M_=-055
dla 3=§ - M,=—032
dla B=% - M,=0

Wykres linii wptywu M E:)( B) w uktadzie statycznie niewyznaczalnym przedstawiono na rys. 15.72

0,55

lw M, (B)

Rys. 15.72. Wykres linii wplywu momentu zginajqcego w przekroju a-a od jednostkowego momentu
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