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16. ZADANIA - POWTORKA

Zadanie 1

Wykorzystujac metode przemieszczen znalez¢ wykres momentow zginajacych dla ramy z rys. 16.1.
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Rys. 16.1. Rama statycznie niewyznaczalna

Do rozwiazania zadania metoda przemieszczen przyjmujemy uktad podstawowy z zablokowanymi
przemieszczeniami weztow

EJ = const.

p 4 P
L4 E

Rys. 16.2. Uktad podstawowy

oraz zwigzany z nim uktad rownan kanonicznych
v z4rpz s zetr, =0
Poy 2y 2yt 2yt =0 (16.1)

V2,412, bz 1, ,=0

Do wyznaczenia wspotczynnikow i 1 7;p potrzebne nam bgda wykresy momentdéw w stanach jednostkowych:
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Rys. 16.3. Wykres momentow w ukiadzie podstawowym wywolany obrotem z = 1
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Rys. 16.4. Wykres momentow w ukladzie podstawowym wywotany obrotem z = 1

W stanie z; = [ trzeba najpierw znalez¢ katy obrotu cigciw pretow . W tym celu tworzymy tancuch
kinematyczny.
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Rys. 16.5. Kqty obrotu cieciw pretow wywolane jednostkowym przesuwem z = 1

Z réwnan lancucha wyznaczamy wartosci katow obrotu cigciw pretow:
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b
32— Yy 2=1 W32=5

1
42— —(jl42'5=1 (11422—3

1
012— @y, 0—y,,'3=1 Vp==3

01231 @, 4+@,4+9,,:0=0  y,=
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Korzystajac z wyznaczonych katow obrotu cigciw pretow obliczamy warto$ci przywezlowych momentow
zginajacych, powstatych od jednostkowego przesuwu po kierunku z;

z3) (z5) 2 1 1
Mi” __MZO —ZEJ|:—3§:|——EEJ
(z5) (z)_2 1 2
M]j _—ng _—EEJ' —3(—3) _—EEJ
(z,) (z)_2 1 3
M23 _—sz —3EJ|:—33:|——EEJ

M) =MF =3B

1 nanosimy je na wykres:
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=2 EJ
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Rys. 16.6. Wykres momentow w uktadzie podstawowym wywolany przesuwem z; = 1

Na podstawie powyzszych wykresow, z rownowagi wezlow ramy, mozemy wyznaczy¢ reakcje po kierunkach

zmiennych z; i z»:

r”ZEJ—i-%EJ:?EJ (16.2)
4 4 18
=—FEJ+—EJ+2EJ=—EJ .
"'y 3 3 3 (16.3)
2
”12:”21:EEJ (16.4)
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:—EJ——EJ———EJ :
5 10 (16.5)
2 6 3 43

=2 EJ+——EJ-2E/=—22FJ :
57072570 2 50 (16:6)

Korzystajac z réwnania pracy wirtualnej, wyznaczamy warto$ci pozostatych wspotczynnikéw macierzy
sztywnosci (reakcje po kierunku z;3):

ey 1 NI (2, 2 1 1.(6 1
T+~ EJ =S EJ |\ S+ ZEJ+ZEJ |- |+| -2 E ——E = BT+ E =0
el sege i e e e G e e )

549
2 EJ -
ry=3ss (16.7)

- [1 1 (4 2 1
T+|ZEJ+EJ | S+ ZEJ+2ET )| -5 )=0
o (ZJ J)3(5J5J)( )
1

=——FJ 16.
=7 (16.8)

r32-7+(%EJ +§EJ)-(—1)+(£EJ+1EJ)-(—§)+(2EJ +EJ)~%=0

5 5

Fy=——2EJ (16.9)

Rys. 16.7. Wykres momentow w ukladzie podstawowym od obciqzenia zewnetrznego

Z réwnowagi weztow [ i 2 otrzymamy wartos$ci wspotczynnikow:

25

V]P:—E q (1610)
25

rp=54 (16.11)

Z réwnan tancucha kinematycznego wyznaczamy wielko$ci przemieszczen pod sita P i sita W — wypadkowa z
obciazenia ciagltego. Wykorzystujemy wartosci katow w wyznaczone dla z; = 1.
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Rys. 16.8. Przemieszczenia pod sitami skupionymi wywolane jednostkowym przesuwem z; = 1
012— @, 0—y,3=—6, — 5,=—1
01wl Yo 4+, 2,0=6,cosot — 6W=§
Z rownania pracy wirtualnej wyznaczamy warto§¢ wspotczynnika rsp:
- 25 25 1
A+H|—==g+==q||—=|+P6p+ql-6,=0
Tsp ( 12q ]24)( 3) PTq w
2
rgP:P—?iq (16.12)

Po wyznaczeniu warto$ci wszystkich wspotczynnikdéw wstawiamy je do uktadu réwnan kanonicznych (16.1).

2 1 25
-EJ~21+§-EJ-22—E- J-z3—E-q=0

18 43 25
'EJ'ZI-F?' J-22—5—0- J~23+E-q=0
1 43 549

——FE] z,—EJ z+—— EJ -z, +| P—=—=-g|=0
10 7 BT Sg T g5 ( q)

Przyjmijmy, ze dzialajaca sita skupiona P=35KkN i obciazenie ciaglte ¢ =8 kN/m* i dalsze obliczenia

wykonamy na warto$ciach liczbowych obciazenia. Uktad réwnan kanonicznych po podzieleniu przez EJ,
przyjmie wowczas postac:

16,667
EJ
16,667
- (16.13)
28,333
EJ

1,8-z,40,4-z,-0,1-z,=

0,4-2,+3,6-z,—0,86-z,=

—0,1-2,—0,86-2,42,196-z,=

Po rozwiazaniu uktadu réwnan (16.13) otrzymamy:
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EJ z,=10,5796
EJ z,=—2,8770 (16.14)
EJ z,=12,2573

Teraz, korzystajac z wzoroéw transformacyjnych, mozemy wyznaczy¢ rzeczywiste wartosci przyweztowych
momentow zginajacych.

M,,,=§ 2-0+10,5796—3~§12,2573]=—0,839 kNm
2 1
M = 0+2:10,5796 = 3:2+12,2573 |= 4,451 kNm

[2 10,5796 +(—2,8770)-3- ( é) 12 2573}—% 8=—4,451 kNm

kh|l\)

[ 0,5796 +2-( 2,8770)—3(—%)-12,2573

25
+22.8223.500 kN
12 "

Mo=3 [2( 2,8770)+0— 3?122573}——24,140 kNm

2

My=5 2-0+(—2,8770)—3~§12,2573}=—21,263 kNm

M24=£-[2-(—2,8770)+0—3~(—i)-12,2573}=0,640 kNm
5 5

2

M,== 2~0+(—2,8770)—3-(—1)-12,2573}=1,791 kNm
5 5

Rzeczywisty wykres momentow bedzie wygladal nastepujaco:

1,791 44< (4)

0,839 4,451

g@ (1) 23,500

0,640

@ 24,140

21,263 (3)

Rys. 16.9. Wykres momentow zginajqcych w ukladzie statycznie niewyznaczalnym
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Zadanie 2

Wyznaczy¢ warto$ci wspolczynnikow 7 1 77 dla ramy obcigzonej réwnomiernie rozlozona temperaturg #,
(rys. 16.10).

t, 4
(0) (3)
STTTT

pa 3 va 5 & 3 & [m]

Rys. 16.10. Rama obciqzona termicznie

Poniewaz podpora slizgowa w wezle 3 nie jest pod katem prostym do osi prgta, nie mozemy
wykorzysta¢é wzoréw transformacyjnych dla prgta z podpora $lizgowa. Rama wymaga dodatkowego
zablokowania przesuwu w tym wezle.

Do wyznaczenia wspotczynnikow 7 macierzy sztywnosci, oraz wspotczynnikow r,r wywotanych dziataniem
temperatury f, przyjmujemy uktad podstawowy — ramg z zablokowanymi przemieszczeniami (rys. 16.11).

t, 4
Z
(o) : 3
JST777
# 3 # 6 # 3 T4 [m]

Rys. 16.11. Ukiad podstawowy

W celu wyznaczenia wspolczynnikow 7y tworzymy wykresy momentéw w poszczegdlnych stanach
jednostkowych. Najpierw wywolany obrotemz; = I:

4 z,=1
?EJ -1 "
11

My ~_ )

Rys. 16.12. Stan z; = 1
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Do wyznaczenia wspolczynnikow zwiazanych z przesuwami postuza nam tancuchy kinematyczne zapisane
oddzielnie dla z; 1 z;. W uktadzie z zablokowanym przesuwem z; dokonujemy przemieszczeniaz, = 1.

Rys. 16.13. Kqty obrotu cieciw pretow wywotane jednostkowym przesuwem z, = 1
Z réwnan tancucha wyznaczamy wartosci katow obrotu cigciw pretow:
01— Wy 4=0 Wy, =0

Zauwazmy, ze jezeli wezel / ma unieruchomiony przesuw poziomy, rdwnanie tancucha w poziomie mozemy
rozpocza¢ od tego wezta:

1
123 - Wi 0=,y d=1 (’UZJZ_Z

Natomiast przemieszczenie pionowe w wezle / jest nieznane, dlatego:

1
01231 Wy 3+ W 6+y,53=0 (l’1z:§

Nastepnie mozemy obliczy¢ warto$ci momentéw przywezlowych podstawiajac otrzymane wielkosci do
wzordw transformacyjnych:

M= (L= Ly
6 8] 16
()3 1\|_ 3

MG ==EJ|~|-=||===EJ
25 ( 4)} 20

() _ gz _qplz) g rlz)
Myy=M, =M ,;=M, =0

Obliczone warto$ci nanosimy na wykres (rys.16.14). W ten sposdb otrzymalismy wykres w ukladzie
podstawowym od pierwszego przesuwu (z; = I).
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1
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Rys. 16.14. Stan z, =

I
~

Analogicznie tworzymy tancuch kinematyczny od przesuwuzs; = I (przesuw z: jest zablokowany).

z,=1 >,

Rys. 16.15. Kqty obrotu cieciw pretow wywolane jednostkowym przesuwem z; = 1

Z réwnan lancucha wyznaczamy wartosci katow obrotu cigciw pretow:
1
01— Wo4=1 (pg,zz

Tym razem unieruchomiony jest wezet 3.

0123 — Yo d+y,, 0—y,-4=0 WY,=

A~ RN~

01231 @, 3+@,, 6+tyY,-3=0  y,=—

Nastepnie mozemy obliczy¢ warto$ci momentow przyweztowych od jednostkowego przesuwu:

2 13
M =M =2 Ey(-3)S=—=EJ
01 10 5 ( )4 10

1 1\| 1
M'==EJ|—|-=||=<EJ
72 ( 4) 8

3 1\_ 3
M'=ZEJ|—=|=—=-EJ
25 (4) 20

M5=M};'=0

Obliczone warto$ci tworza wykres momentow zginajacych w staniez; = /.
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Rys. 16.16. Stan z; = 1

Teraz wyznaczamy warto$ci wspotczynnikow r:

reakcje zwigzane z obrotem z; wyznaczamy z rownowagi wezta

4.1 13
=2 EJ+ZEJ=""FEJ .
ry=sEl+5 EJ =7 (16.15)
1
Fam—e B (16.16)
1 3 7
—~E/-2EJ]=—L_E :
ry=g Bl =5 Bl == E] (16.17)

reakcje zwigzane z przesuwem z; obliczamy z rownania pracy wirtualnej wykorzystujac katy w z
rysunku 16.15:

- 3 3 1 1 1 3 1
T+ —=Es | Lilpr|-L)-ZEriop
"33 (10 10 )48 (4) 20774
7
ro=sy B (16.18)

reakcje zwiazane z przesuwem z; uzyskujemy takze z réwnania pracy wirtualnej, ale po podstawieniu
katow y zwigzanych z tym kierunkiem (rys. 16.13):

r3,~1+(§EJ+%EJ % éEJ~(—§)=0
r3,=—4—70EJ (16.19)
7yl 11_6 J (_§)+2i0 J 520
rﬂ:—%w (16.20)
r21-7+(§EJ+%EJ)-0+§EJ§=0
rz,z—%EJ (16.21)

Dobra D., Dziakiewicz E.., Jambrozek S., Komosa M., Mikolajczak E., Przybylska P., Sysak A., Wdowska A. AlmaMater



Czes§é 2 16. ZADANIA - POWTORKA 11

1 1
}"22 ]6 EJ§+2—0EJ(—Z):0
2
r”:ggoEJ (16.22)

r23~7+(—%EJ—%EJ)-O+§EJ~§—2—30EJ-(—§)=O

1
rzjz—%o EJ (16.23)

W dalszej kolejnosci wyznaczamy wspotczynniki rir, ktore sa reakcjami powstajacymi w ukladzie
podstawowym, ogrzanym réwnomiernie temperaturg # (rys. 16.17). W tym celu nalezy stworzy¢ wykres
momentoéw w konstrukcji odksztalconej na skutek dziatania temperatury.

S
® _,A

Rys. 16.17. Stan T (rownomierne ogrzanie temperaturq ty)

W celu wyznaczenia katéw obrotéw cigciw pretow, wywotanych dziataniem temperatury 7y, tworzymy tancuch
kinematyczny, uwzgledniajacy wydhuzenia pretow na wskutek rownomiernego ogrzania konstrukcji:

01— @i 4+ -1,3=0  ¢\)=—075a,1,

23— 0+¢\ )0+, t, 64+ t,3=0  ¢Ul=225«1,

01230 @3-t 4+ @) 6+ 1,0+ @3 t,4=0  @l)=—075x,1,
Dysponujac katami L[/E-,? mozemy wyznaczy¢ wartosci momentow zginajacych:

M((,’;’)=M(,’(3')=£ EJ.[_g-(—(), 75 atto)]=0,9 EJ ot

5
M‘I’;)=§EJ'[_(_0: 75 atto)]=0,375 EJ .t

M22”)=§EJ-(—2,25att0):—1,125E.m,to

a nastepnie narysowac ich wykres. Jest to wykres momentow w ukladzie podstawowym od temperatury #,
(rys. 16.18).
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0,9EJa,t,

0,375 EJ a, t,

oy,

0,9EJat
e 1125EJ a t,

Rys. 16.18. Wykres momentow od rownomiernego ogrzania w uktadzie podstawowym

Teraz mozemy wyznaczy¢ reakcje powstate przy rownomiernym ogrzaniu ramy w uktadzie podstawowym:

« zréwnowagi wezta
r,=(0,9+0,375)EJ «,t,=1,275 EJ « 1, (16.24)

- z réwnania pracy wirtualnej reakcje po kierunku przesuwu 2 i 3, biorac odpowiednie grupy katow
(rys. 16.13 irys. 16.15):

ror 1+(0.9 EJ o 1,409 EJ o,t,)-0+0,375 Ech,t,,é—lJﬁ EJ “tfo‘(—é):()

r”:_éi EJ ot (16.25)
- 1 1 1
rop I+(0,9 EJ ot )+ 0,9 EJ o t,)-~+0,375 EJ &, t,| == |~ 1,125 EJ ot,1,,==0
4 4 4
3
}"3T=—% JD(tto (1626)

Warto$ci (16.15) do (16.26) sa poszukiwanymi w zadaniu wielko$ciami. Aby wyznaczy¢ wykres momentow
w uktadzie rzeczywistym (niewyznaczalnym) nalezaloby rozwiaza¢ uklad réwnan kanonicznych.

Zadanie 3

Dla belki o zadanych parametrach (rys. 16.19) wyznaczy¢ warto$ci wspolczynnikowri i 7ip.

s 3 P 3 » 3 , [m]
£ 4 # 4

Rys. 16.19. Belka statycznie niewyznaczalna o zmiennej sztywnosci
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Przyjmujemy uktad podstawowy metody przemieszczen. Polaczenie réznych sztywno$ci traktujemy jako
dodatkowy wezet wewngtrzny, ktorego swobode przemieszczen musimy zablokowaé. Uklad jest zatem
trzykrotnie geometrycznie niewyznaczalny.

Rys. 16.20. Ukiad podstawowy

W pierwszej kolejnosci wyznaczymy wspotczynniki macierzy sztywnosci 7. Obliczamy wykresy momentow
w poszczegodlnych stanach jednostkowych:

Rys. 16.21. Stan z; = 1 Rys. 16.22. Stan z; = 1

Do narysowania wykresu momentow zwiazanych z przesuwem, podobnie jak w poprzednich przyktadach,
postuzymy si¢ tancuchem kinematycznym (rys. 16.23).

(© 3)

L, 3 °, 3 ", 3 ., m
4] 7

Rys. 16.23. Kqty obrotu cieciw pretow wywolane jednostkowym przesuwem z; = 1

Z réwnan ancucha obliczamy wartos$ci katow obrotu cigciw pretow:

01l Yo 3=1 Yy =

w |~
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1
0121 Yo 3t+w,,-3=0 "”2:_}

32 =y, 3=0  y,=0

i na ich podstawie wyznaczamy wartosci przywezlowych momentow zginajacych powstatych od
jednostkowego przesuwu:

MP=m =2 (-3L)=—2 s
3 3 3
(z)_aglz)_2 I\|_4
M;=Mj —§'2EJ~ —3-(—;) —gEJ
(z3) (z5)
My =M =0

Na koniec rysujemy wykres momentow wywolanych jednostkowym przesuwemz; = I:

Rys. 16.24. Stan z; = 1

Z powyzszych wykresow, zapisujac réwnania rownowagi w weztach, mozemy wyznaczy¢é wartoSci
wspolczynnikow:

4. .8 . 12
F,lngJ'F}EJ:?EJ (1627)
r22=§EJ+§EJ=%EJ (16.28)

4
’”12:”21:§EJ (16.29)
2. 2
r”:?EJ—EEJ:EEJ (16.30)
r23:§EJ (16.31)

Pozostate wspotczynniki wyznaczymy wykorzystujac rownanie pracy wirtualne;:

r33-7+(—§EJ—§EJ)-§+(§EJ+§EJ)-(—§)=0
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’”33:§EJ (16.32)

rol+ Zere e\ LS et er){-1=0
3 3 3 \3 3 3
2

ru=SEJ (16.33)

3 3 3 3

r32=§EJ (16.34)

r32~7+(§EJ+§ EJ)~(—1)+(§ EI+2 EJ)~0=0

Wspodtczynniki 7;p znajdziemy tworzac wykres momentdw od obciazenia zewngtrznego w ukladzie
podstawowym:

Rys. 16.25. Stan P

Z rownowagi weztow [ 1 2 otrzymamy warto$ci wspolczynnikow 7;p i 72p:

r =0 (16.35)
3
r==34 (16.36)

Aby wyznaczy¢ ostatni ze wspolczynnikow, potrzebna nam bedzie warto$¢ przemieszczenia pod sila
wypadkowa z obciazenia ciaglego W = g - [ (w $rodku rozpigtosci przgsta 2-3). Wykorzystamy w tym celu
réwnanie tancucha kinematycznego, zapisanego od wezta 2 do punktu przylozenia wypadkowe;:

QWL @, 15=6, 8,=0
Warto$¢ wspotczynnika r;» wyznaczamy z roéwnania pracy wirtualne;:
= 3 3
T+|-2g+2q|-0+34-0=0
Tsp ( p q p q ) q

ryp=0 (16.37)
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Zadanie 4

Korzystajac z mozliwych uproszczen rozwigza¢ ramg z rys. 16.26.

LLLL” EJ = const. 7
3
P P
— — .
4
ra

Rys. 16.26. Rama statycznie niewyznaczalna

Schemat jest antysymetryczny. Dla poroéwnania, rozwiazujac zadana ram¢ bez zastosowania uproszczen
SKN = 4, natomiast wykorzystujac antysymetri¢ SKN takiego uktadu redukuje si¢ o jeden stopien i wynosi
SKN = 3. Przyjmijmy zatem uktad podstawowy metody przemieszczen (rys. 16.27) ograniczony do potowy
ramy i zastosujmy antysymetri¢ rozwiazania. Prety na osi symetrii maja sztywnos$¢ zmniejszona o potowe.

LLLLS >

Rys. 16.27. Ukiad podstawowy

Zwiazany z uktadem podstawowym, uktad rownan kanonicznych ogranicza si¢ do trzech rownan:
vzt r gzt ztr, =0
Foy 21 H 2yt r 24, p=0 (16.38)

V324152, r52,4 1, ,=0

W celu wyznaczenia wspotczynnikdw 7y tworzymy wykresy momentdéw w poszczegodlnych stanach
jednostkowych:
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11
A e wLEJ wr%
2 p 2
¢ r31

%EJ 9

Rys. 16.28. Stan z; = 1 Rys. 16.29. Stan z; = 1

Aby wyznaczy¢ warto$ci wspotczynnikow zwiazanych z przesuwem po kierunku trzecim, tworzymy tancuch
kinematyczny.

Narzucajac jednostkowy przesuw po kierunku trzecim, zapisujemy réwnania tancucha kinematycznego.

1
012— @y 4+, 0=—1  @,=—=

4
3
0123V @y, 3+, 4+y,;:0=0 V=76
1
0123— @, 4+, 0—y,;-4=0 Lpzjz—z

1
0124 — Yo 4ty 0+y,, 3=0 (pM:}

Dysponujac katami obrotu cigciw pretow, wyznaczamy wartosci przyweztowych momentéw zginajacych

o)

M‘,;f’zM(;’:fEJ-(— 3 )z—iEJ

(z)_ prlz)_ 2
M, =M, _gEJ'

16 32
(zy) zy 2 EJ 1 1
it 257‘(‘33):‘5”
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i rysujemy wykres momentéw wywotanych jednostkowym przesuwemz; =

Rys. 16.30. Stan z; = 1

18

Na podstawie wykresow jednostkowych (rys. 16.28, rys. 16.29, rys. 16.30) mozemy wyznaczy¢é wartosci

wspolczynnikow 7

- zrownowagi w wezlach

r”=§EJ+EJ=%EJ

r22:§5J+EJ+§EJ:% EJ

~Lpy

Tp=ry >

=B -2y =3 Ey
1077 3277160

ro=—aEJ L Ej+ 3 pr=—2 g
T 3 T 32 48

« zroéwnania pracy wirtualnej

Tt e - -G - | o (-G S )

10 10 4 32 32 16 3 3 3 32

., 5773 EJ

11520
= [2 4 1 1 3
I”31'1+ EEJ"FEEJ) —— |+ EJ+EEJ)(E)—0
3

=—_FJ

17760

Dobra D., Dziakiewicz L., Jambrozek S., Komosa M., Mikolajczak E., Przybylska P., Sysak A., Wdowska A.
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TN e THNE TR

=——FJ 16.46
T3z 48 ( )

W dalszej kolejnosci wyznaczamy sktadniki wektora wyrazow wolnych, zalezne od obcigzenia zewngtrznego,
w naszym przypadku od sity skupionej P.

rZP

B
e

Rys. 16.31. Stan P

Wprost z wykresu (rys. 16.31) odczytujemy:

7 p=0 (16.47)
ryp=0 (16.48)

Nastepnie z tancucha kinematycznego wyznaczamy wielko$¢ przemieszczenia po kierunku dziatania sity P:
01— @, 4=56, &,=—I
Z rownania pracy wirtualnej wyznaczamy warto§¢ wspotczynnika r:sp:

Fipl+P-5,=0
r,,=P (16.49)

Po wyznaczeniu wspotczynnikéw ri 1 rp, wstawiamy je do uktadu réwnan kanonicznych i wyznaczamy
warto$ci rzeczywistych przemieszczen:

9 1 3
;'EJ‘ZI-FE‘ J'Z2+W'EJ‘Z3+0:0

1 49 25
E'EJ'ZI+Z'EJ'ZZ—E'EJ'Z3+0:0 (1650)

3 25 5773
= EJz -2 EJz +
STy B 520

‘EJ-z,+P=0

Zaktadajac, ze rama wykonana jest ze stalowych ksztattownikow 1220, ktorych sztywno$¢ wynosi
EJ= 6426 kKNn’, natomiast dziatajaca sita skupiona P =50 kN, mozemy wyznaczy¢ warto$ci szukanych
przemieszczen.
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20
11566,8-z,+3213-2,+120,4875-2,=0
3213-z,+13119,75-2,—3346,875-z,=0 (16.51)
120,4875-z,—3346,875-z,+3220,25-z,=—50
Po rozwiazaniu powyzszego uktadu roéwnan otrzymujemy:
2,=0,001909[rad |
z,=—0,006051|rad | (16.52)

z,=—0,021887 [m]

Znajac wartoSci przemieszczen weztdw, wykorzystujac wzory transformacyjne, mozemy wyznaczy¢
rzeczywiste wartosci przyweztowych momentow zginajacych.

M0,=§EJ- 2-0+0,001909—3-(—%)}}37,29 kNm
M10=§EJ- 0+2-0,001909—3-(—%)}—3&38 kNm

MH:%EJ-[2~0,001909+(—0,006051)—3-%(—0,021887)]=32,38 kNm

M,=2EJ. 0,001909+ 2-(—0,006051)—3- 3 (—0,021887)|=6,81 kNm
g 16

M.=3E (—0,006051)— _=0,021387 =—2777 kNm
B4 02 4
M ,=0
M,,= ~[2o(—0,006051)+0—3~w]=20,96 kNm

~[(—0,006051)+2-0—3~M]:33,92 kNm

Jako, ze rozwiazujac ramg skorzystaliSmy z uproszczenia, rozwigzaliSmy potowg ramy, catkowity
wykres momentéw bgdzie antysymetryczny wzgledem osi symetrii uktadu (rys. 16.32).

67,80 <~~~

32,38

o1 UE] -
54
32,38
/ XW [kNm]
o /7777 37,29

Rys. 16.32. Wykres momentow zginajqcych w uktadzie niewyznaczalnym
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Zadanie 5

Dla belek o zadanej geometrii i obciazeniu (rys. 16.33 a) i b)) wyznaczy¢ linie wplywu kata obrotu przekroju
przy podporze srodkowe;.

/‘
a) \ M EJ = const.
7§>7 N\
X /77A77 STTT7
=
4 4
’rll ’IJ/ ,Iw [m]
b) lP EJ = const.
A = 2
X ST STTTT
4 4
4|/ 'IJ/ ’lv [m]

Rys. 16.33. Belki obciqzone poruszajqcymi sie a) momentem, b) silq

a) Wyznaczymy lini¢ wptywu kata obrotu przy podporze I od poruszajacego si¢ momentu skupionego.
Przyjmujemy uktad podstawowy:

7 ' 7 X ﬂ%7 ST777
F—=
4|/ 4 ’IJ/ 4 ’[JI [m]

Rys. 16.34. Ukiad podstawowy

oraz warunki zapewniajace zgodnos$¢ statyczna z uktadem poczatkowym. Poniewaz belka ta jest jednokrotnie
kinematycznie niewyznaczalna (SKN =1), bedzie to tylko jedno réwnanie:

’"1:’”11'21(36)""’113()5):0 (16.53)

Do wyznaczenia wspotczynnika r;; potrzebny nam bedzie wykres momentoéw w staniez; = /:

SEJ
Q T e
AW

4
Rys. 16.35. Stanz, = 1
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Zapisujac rownanie rownowagi momentéw w wezle I otrzymamy warto$¢ 7

r”=%EJ+%EJ=%EJ (16.54)

Do wyznaczenia wspolczynnika r;4(x) potrzebny nam bedzie wykres momentéw od obciazenia zewngtrznego.
Poniewaz tutaj obciazeniem zewngtrznym jest poruszajacy si¢ moment, stan P rozdzielimy na dwa przypadki:

. xe((), 4) - moment M porusza si¢ po przesle 0-1:

o Ty o

77 P
=
pa 4 2 4 # [m]

Rys. 16.36. Stan P ( x€(0,4))

Aby znalez¢ wykres momentow na przesle 0-/ wykorzystamy metode sit. Za niewiadoma X; przyjmiemy
pionowa reakcje w podporze 0.

X(x
x>4

DIRCIORLE
v

)
§% [m]

Zauwazmy, ze reakcja r;p(x) jest w tym przypadku momentem w utwierdzeniu w we¢zle /, zatem wyznaczymy
ja zapisujac rownanie sumy momentow wzgledem wezta /:

DM, rp(x)=—M—X,(x)4 (16.55)
Niewiadoma X;(x) wyznaczymy z réwnania:
8, X ,(x)+6,,(x)=0 (16.56)

Do obliczenia wspotczynnikdw d,; 1 d:(x) postuza nam wykresy w poszczegdlnych stanach:

, X f <‘ M

M, M,(x)
T M
X1(X) X 4 b X 4, 4-X 4
4 7 7
Rys. 16.37. Stan X; = 1 Rys. 16.38. Stan P
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Korzystajac z twierdzenia Wereszczagina-Mohra mozemy napisac:

MM, [ (1 2\ 64 I
| L = Lgg Ly | = )
n=l = EJ(Z 3 ) 3 EJ (16.57)
M, M ,(x) 1 [1 1 1 11
- — " 7 e — .M+_. . — .M _ . — .M. —f+—. —
8, p(x) f 7 dx 7 2x(4 x) 24(4 x) 7 (4—x) 24 5
(16.58)
1 x’
EJ 2
a nastgpnie obliczy¢ niewiadoma X;(x):
2
5 ELJM.(7_8)
X ()= 20 N2 3 (o g6) (16.59)
P RV FT
3 EJ

Podstawiajac warto$¢ nadliczbowej reakcji X;(x) do rownania (16.55) mozemy wyznaczy¢ warto$¢ r;4(x):

r“,(x):—4-1;—8~M~(x2—16)—M=%-(1—i-x2) (16.60)

Otrzymane wspotczynniki (16.54 1 16.60) podstawiamy do réwnania kanonicznego (16.53) 1 wyznaczymy
linig wptywu kata obrotu przy podporze / od momentu zginajacego znajdujacego si¢ na przesle 0-1.

M 3
<x)=_7(1_ﬁ'x )

2, (x) =112 3 (16.61)
T
2y
2
PO uproszczeniu:
M 3 M 2
! M)=z,(x)=—2—| 2 x*—1]|= (3-x°—16 .
W, (M)=z, (x) 3,EJ(16x ) oy 3% 1) (16.62)

- x€(4,8) - moment M porusza si¢ po przesle /-2:

rex) an

o » <o
AR L A
4,, 4 ’JI, 4 ’TJ, [m]

Rys. 16.40. Stan P ( x€(4,8))

Podobnie jak poprzednio, do dalszych obliczen wykorzystamy metodg sit i twierdzenie Wereszczagina-Mohra,
Z ta rOznica, ze teraz utwierdzenie jest na lewym koncu preta, a przegub na prawym:
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iy i e
g| e

@ T X1(x)

L4 y [m]
7 g

Reakcja r;#(x) jest momentem w utwierdzeniu w wezle /, zatem wyznaczymy ja zapisujac rOwnanie sumy
momentow wzgledem wezta /:

DM rp(x)=—M+X,(x)4 (16.63)

Niewiadoma X;(x) wyznaczymy z rownania (16.56). Do obliczenia wspotczynnikdw d;; 1 d,4(x) postuza nam
wykresy w poszczegdlnych stanach:

a) X 4-x b)
g ™~
M \ M
M, M,(X)
Tx1(x>
4 4-x *ﬁxr

Rys. 16.41. Stana) X, = 1, b) P

Korzystajac z twierdzenia Wereszczagina-Mohra mozemy obliczy¢ wspotczynniki

M, M, 1 (1 2 64 1
S, = dx=—m- =442 4|=—L.— ]
=l = EJ(Z 3 ) 3 EJ (16.64)
M, M ,(x) I 1 1 1 M
o = dx=—-|—-xM|=4+=(4— = [x'=8
)= —— | M| S Sl || T -84 (16.65)
a nastepnie wyznaczy¢ niewiadoma X;(x):
1 M( 2
LM gy
5, p(x) £ 2\ 3 2
X = = =—— M- (8x— 16.
/) 5, 64 1 128 (8x-x) (16.66)
3 EJ

Podstawiajac warto$¢ nadliczbowej reakcji X;(x) do réwnania (16.63) mozemy wyznaczy¢ warto$¢ r;p(x):

r,P(x)=%-M-(8x—x2)—M=M-(%~x—33—2-x2—]) (16.67)

Znajac wspotczynniki rownania kanonicznego (16.53) wyznaczamy lini¢ wptywu kata obrotu przy podporze /
od momentu zginajacego znajdujacego si¢ na przesle /-2.
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M.(i.x_i.xz_,)
4773
ZI(x):—rlp(x)z— (16.68)
Fu 3k
2

i dalej

(3-x7=24-x+32) (16.69)

2M (3 5 3 M
M= =2 = —=x+1]|=
ZW(pj,g( ) Z; (x) 3.EJ (32 X 4 * ) 48-EJ

Na podstawie réwnan (16.62) i (16.69) mozemy narysowac lini¢ wptywu kata obrotu przekroju przy podporze
srodkowej. Zauwazmy, ze ze wzgledu na antysymetri¢ obciazenia (moment M dziata na obu przestach z
ré6znymi znakami) i antysymetri¢ wyniku (kat @), w efekcie otrzymujemy wynik symetryczny, widoczny na
wykresie.

32
mnoznik M

Rys. 16.42. Linia wphywu LW ¢, (M)

b) Ten przyktad rozni si¢ od poprzedniego jedynie rodzajem obciazenia, a jak wiemy uktad podstawowy i
macierz sztywnosci nie zaleza od obciazenia, dlatego tutaj postuzymy si¢ tym samym uktadem podstawowym i
macierza sztywnosci. Rozny bedzie jedynie stan P i jemu przyjrzymy si¢ doktadnie;j.

Podobnie jak poprzednio podzielimy belke na dwie czgsci i rozpatrzymy je osobno:

. xe(O, 4 ) - sita porusza sig po przesle 0-1:

(%)
o P oap e
A7 s P

| ——

4|/ 4 ’IJ/ 4 ,[v [m]

Rys. 16.43. Stan P ( x€(0,4))

Aby znalez¢ wykres momentow na przgsle 0-1 wykorzystamy metodg sit. Za niewiadoma X;(x) przyjmiemy
pionowa reakcje w podporze 0.

©) lp @mrw(x)
v

4 g ]
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Reakcja rix(x) jest w tym przypadku rowniez momentem w utwierdzeniu w wezle /, zatem wyznaczymy ja
zapisujac rownanie sumy momentow wzgledem wezta /:

DM rp(x)=P(4—x)— X (x)4 (16.70)

Niewiadoma X;(x) wyznaczymy z réwnania kanonicznego (16.56). Do obliczenia wspotczynnikow d;; 1 d;4(x)
postuza nam wykresy w poszczego6lnych stanach:

X p p l LP(4 - X)
M
T 1 h Mo (x)
X
X1(X) 4 ’Iy X ‘rll 4_X 'Iy
Rys. 16.44. Stan X, = 1 Rys. 16.45. Stan P

Korzystajac z twierdzenia Wereszczagina-Mohra mozemy napisac:

M, M, 1 (1, 2 \ 64 1
= dx=——|24.4.2.4)|="2. .
T T EJ(Z 3 ) 3 EJ (16.71)
M, M ,(x) 1| 1 2 1 P x’
5 = — - - [y — .P. — J=4+=- _ . __+24. _64 .
=] = 2(4 x)-P(4—x) FRasd [ x (16.72)
a nastepnie obliczy¢ niewiadoma X;(x) z rbwnania (16.56).
3
5,.(x) TE _x7+24'x_64] Pl
X = =L X o4t64 (16.73)
W=, o4 1 64 [2 !
3 EJ
Znajac warto$¢ nadliczbowej reakcji X;(x) mozemy wyznaczy¢ wartos¢ r;p(x) z rownania (16.70):
P |x 1 [x
=p(d—x)—q-—— X _24. —pPla—x—— X _24. 16.74
r,p(x)=P(4—x) 464[2 24x+64] P|4—x ]6(2 24x+64) ( )

Lini¢ wptywu kata obrotu przy podporze / od sity skupionej znajdujacej si¢ na przesle 0-/ wyznaczamy z
wzoru (16.53).

3
w T 4—x—11—6~(x7—24~x+64)
zl(x)=—’”’: Yo : (16.75)
11 =
SEI
P P
Mo (P)=z, (x):m'(ﬁ'x ) ):48.EJ' ¥-163) (1676)
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. x€(4, 8) - sita porusza sie po przesle /-2:

N
4 B . B

V2 4 )4 4 »
1 gl 4|

[m]

Rys. 16.46. Stan P (x€(4,8) )

Podobnie jak poprzednio, do dalszych obliczen wykorzystamy metodg sit i twierdzenie Wereszczagina-Mohra,
Z ta r0zZnica, ze teraz utwierdzenie jest na lewym koncu preta, a przegub na prawym:

Wy e @
] 2>
W TXP‘)

X
| E—
ya 4 _y [m]
1 4]

Reakcja 7p(x) jest w tym przypadku momentem w utwierdzeniu w wezle /, zatem wyznaczymy ja zapisujac
réwnanie sumy momentow wzgledem wezta /:

DM, o p(x)==Px+X,(x)4 (16.77)

Niewiadoma X;(x) wyznaczymy z réwnania (16.56), ktorego wspotczynniki d;; 1 J:p(x) obliczymy na
podstawie wykresow momentéw w poszczegdlnych stanach:

Y S Pox P
M1
T ¢ M,(x)
7
4 4-X X (x) —
Rys. 16.47. Stan X; = 1 Rys. 16.48. Stan P
Korzystajac z twierdzenia Wereszczagina-Mohra mozemy napisac:
MM, T[] 2 \ 64 1
5=/ o dv=— (2 145 4)_ ERoT (16.78)
M, M (x) 1| 1 2 1 P |x
5 p(x)= [ L dx=—| —ZxP-x| S 4+ (4—x) | |m | = =6 .
=] TR TA S Rk ERAS A aatd) | mrwral (16.79)

a nastepnie obliczy¢ niewiadoma X;(x) z réwnania kanonicznego (16.56).
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P x3 2
s.(x) 3E/| 29| p X
X (x)=— L= =—|6x’—-= 16.80
=, 64 1 64[x 2] (150
3 EJ

Znajac warto$¢ nadliczbowej reakcji X;(x) mozemy wyznaczy¢ warto$¢ rp(x) z rownania (16.77):

P x’ 3 x’
r[P(x):_P'X+4'a'|:6X2—7:|=P'|:§'x2—3—2—x:| (1681)

Lini¢ wptywu kata obrotu przy podporze / od sity skupionej znajdujacej si¢ na przesle /-2 wyznaczamy z
wzoru (16.53).

.[z. X ]
8 32
z;(X)=—r’:(x)=— (16.82)
Z 2 EJ
I dalej
3
we, ,(P)=z, (x)Z;_—E{D]- %—%wz—i-x]: 48_EJ~[x3—]2-x2+32-x] (16.83)

Na podstawie rownan (16.76) i (16.83) mozemy narysowac lini¢ wptywu kata obrotu przekroju przy podporze
srodkowej. Tym razem, ze wzgledu na symetryczne obciazenie i antysymetryczny wynik (kat ¢), otrzymamy
ostatecznie wykres antysymetryczny.

L. P
m mnoznik BE)
/;5;; W
5

7 8

Rys. 16.49. Linia wplywu LW ¢,(P)
Zadanie 6

Wyznaczy¢ warto$ci momentéw przyweztowych My 1 My dla belki sprezyscie podpartej wywolanych obrotem
podpory w wezle i (rys. 16.50).

% EJ QI(%E

4 iy
/ 7

Rys. 16.50. Belka statycznie niewyznaczalna sprezyscie podparta
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Zadanie rozwiazemy korzystajac z zasady superpozycji.

My=M,"+M,"(¢,".®,') (16.84)
M=M,"+M," (®,", ®,') (16.85)

Momenty Mi' 1 My' wyznaczone sa dla belki o podporach niepodatnych i wynosza:
M, '==—@, (16.86)
M,'===(-¢,] (16.87)

Wyznaczajac wartosci dodatkowych momentéw spowodowanych obecnoscia podpor sprezystych, nalezy
uwzgledni¢ katy obrotu ¢;" 1 g1’ podpor podatnych

M, =2 o, 0] (16.38)
Mk,"zE—;]~(—(p[’+(pk’) (16.89)

ktore sa zalezne od warto§ci momentow weztowych i sztywnos$ci podpor X; :

o= (16.90)

Qp,'=——" (16.91)

2

Po zsumowaniu (16.86) i (16.88) oraz (16.87) 1 (16.89), zgodnie z zasada superpozycji, otrzymamy:

M=Er o+ 5o, 0| (1692)
=) B va, (1693)

Zeby wyznaczy¢ zalezno$¢ pomiedzy My i My dodajemy do siebie rownania (16.92) i (16.93)

Mik+Mki:%.(pi+%.((pi "=, ’)+%'(_(pi)+%.(_(pi "+, ’):0
My=-M, (16.94)

Powr6émy teraz do zaleznosci na My (16.92), gdzie za ¢ 1 ¢’ wstawiamy (16.90) 1 (16.91)

v, =By B

R (16.95)

_Mik+Mki
XI XZ
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Nastegpnie dokonujemy podstawienia

X, 1
K,'=—
EJ
X,
KZV_L
EJ

ktore prowadzi do nastgpujacej postaci wzoru na M

v B My My

w= P K ?2

Po przeksztatceniach oraz podstawieniu zaleznosci (16.94)

M, M,
M:k+ ’k__k’zﬂ.(pi
K, K, I

1 2

K, K, 1"

K, K,+K,+K,\ EJ
M\——F—— |7
K, K, !
otrzymujemy ogolny wzor
M, =E Ko K,

ik

I P K K,+K,+K,
Na podstawie (16.94) mozemy zapisac
K, K
Al/ciz_‘ltlzkz_ﬂ (Pi — 7
I 7K, K,+K,+K,

Jezeli przyjmiemy zalozenia, ze

dostajemy szczegdlne, prostsze postacie wzorow (16.96) 1 (16.97)

v Bl K
k] K42
EJ K

] K+2

KT
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Zadanie 7

31

Wyznaczy¢ warto$¢ sily krytycznej P = P, oraz wzory transformacyjne dla belki obciazonej sitami

sciskajacymi (rys. 16.51).

©

EJ
P j-‘NH P
X i /7;:7
g |
V4 )4
4 7

Rys. 16.51. Belka statycznie niewyznaczalna

Dla wyznaczenia sily krytycznej zapiszmy najpierw warunki brzegowe obejmujace przemieszczenia i sity

(warunki kinematyczne i statyczne).

w(x=0)=0
w(x=1)=0
e(x=0)=p,’
M (x=1)=0

(16.98)

Warunki te sa zerowe poza warunkiem na kat obrotu podpory i (¢:'), jest rozny od zera z uwagi na podatnosSci

podpory

, ik

P; __X

(16.99)

Przypomnijmy postacie znanych juz rownan (9.5), (9.6) i (9.7), spelniajacych rownanie rozniczkowe

w(x)=C,+C,x+C,sinAx+C;cosAx

(p(x)=dv:i—(x)=C,+/\-C2-cos2\x—/\-C3~sin/\x
x
d’w 2 . 2
M (x)=—3 EJ=EJ[\-Csindx+A’-CycosAx
x

Na podstawie zalezno$ci (16.102) mozemy wyznaczy¢ warto$¢ przywezlowego momentu My,

M =M (x=0)=EJ|[\’-C,sinX 0+A’-C ;-cos A0

M, =M (x=0)=EJ\-C,
ktoéra nastepnie podstawiamy do (16.99)

EJA°-C,
X

!

P,'=
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Teraz mozemy utworzy¢ uktad rownan opisujacy warunki brzegowe

CytC,0+C,sinA0+CycosA0=0 = C,+C;=0
Cy+C, I1+C,sinAl+CycosA =0

EJX-C EJ X
C1+2\-C2-cosz\0—/\-C3-sin)\0=—Tj = C,+A-C,+

.C,=0

EJ[/\Z-CQ-sin)\I+A2-C3-cosz\l]=0

Zauwazmy, ze jest to uklad rownan jednorodnych. Zatem nietrywialne rozwiazanie wystgpuje jedynie, gdy
wyznacznik tego ukladu jest rowny zeru. Zanim jednak zapiszemy ten wyznacznik, dla uproszenia obliczen
zmniejszymy liczbg niewiadomych do dwdch. Z pierwszego rownania otrzymujemy zalezno$¢:

1 wprowadzamy ja do pozostalych trzech réwnan

—C;+C, [+C,sinAl+CycosAl=0

EJA-C,
C+A-Cit———=0

C,sinAl+CjcosAl=0
Przeksztalcajac ostatnie rownania otrzymujemy
C,=—C,1gAl
co po podstawieniu do pozostatych dwoch rownan

C,ytgAl+C, - 1+C,sinAl—=C,tgAl-cosAl=0
EJN

C,+A-C,—C,igAl 0

doprowadzito do uktadu

C, 1+C,(sinAl—sinAl+tgAl)=0

C,+C,

EJ A’
A—tgAl X )=0

Rozwigzanie uzyskamy po przyréwnaniu wyznacznika do zera

/ tgAl

det|\W|=det EJA’|=0
| | 1 A—tg?\l‘;

Po rozwinigciu dostaliSmy rownanie, w ktorym jedyna niewiadoma jest 4
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2

EJA
(/\-tg?\l )l—tg/\ZZO

X
Jak pamigtamy, wzor opisujacy wspolczynnik 4 ma postaé
A=y
EJ
Na jego podstawie mozemy wyznaczy¢ sit¢ krytyczna:

P, =N=A"EJ

33

(16.104)

(16.105)

Warto$¢ A nalezatoby wyznaczyé z rownania (16.104). Niestety uzyskanie analitycznej postaci rozwiazania
tego rdwnania jest niemozliwe, poniewaz rownanie to jest przestepne. Przyblizone rozwiazanie otrzymamy

stosujac metody numeryczne.

Przejdzmy teraz do wyznaczenia wzordw transformacyjnych dla tej belki. Nalezy rozwiaza¢ uktad
niejednorodnych réownan. Zadanie polega na znalezieniu relacji pomigdzy wezlowymi przemieszczeniami, a
sitami przyweztowymi. Wyznacza si¢ je z warunkow brzegowych. W tym przypadku trzy z czterech

warunkow sa niezerowe:

!

(x=0)=@,+@,
M (x=1)=0

(16.106)

Analogicznie do poprzedniego przypadku w warunku na kat obrotu podpory i nalezy uwzglednié¢ jeszcze

dodatkowy obrdét podpory ¢/, ktory wynika z jej podatnego zamocowania.

P; __X

Tak jak poprzednio wyznaczyliSmy warto$¢ My i ¢/

M, =M (x=0)=EJA\-C,

EJA-C,

(pl‘_ X

Tworzymy uktad réwnan,

C,+C,-0+C,sinA0+CycosA0=v,
CytC, I+C,sinAl+C-cosAl=v,

EJ
CI—I—P\-CZ-cosz\0—A~C3-sinz\0+T=(p[

EJ|A*-C,sinAl+A°-CcosAl|=0
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C,+C;=v,

C,y+C 1+C,sinAl+CcosAl=v,
EJA°-C,

C1+A.C2:(’Di_T

C,sinAl+C;-cosAl=0

z ktorego dalej wyznacza si¢ wartosci statych Co, C;, C,, Cs. Znajac te wartoSci mozna znalezé wzory
transformacyjne:

M, =EJA-C, (16.108)

M,=0 (16.109)

Iy=Ty=-N-C, (16.110)
Zadanie 8

Obliczy¢ czestos¢ kotowa drgan wlasnych w dla ramy z rys. 16.52:

Rys. 16.52. Zadana rama

Metoda pierwsza — rozwigzanie z uzyciem wspoélczynnikow podatnoscidi

W zagadnieniu obliczania czgstosci drgan wiasnych, uktadow dyskretnych o wielu stopniach swobody,
w ktoérym korzystamy ze wspotczynnikow podatnosci, postugujemy si¢ nastepujacym rownaniem:

w,(t)=2 (=m,(1))5"; (16.111)

gdzie:
- wi(?) to przemieszczenie punktu i,
— iloczyn m W ,(t) jest sila bezwladnosci dziatajaca po kierunku,

- 0'; oznacza przemieszczenie po kierunku i wywotane jednostkowa sitg po kierunku ;.

Analizowany uktad ma jeden stopien swobody dynamicznej ¢ = 1,7 = 1).
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2m

b

Rozwiazanie réwnania rozniczkowego (16.111) przewidujemy w postaci funkcji w,(f)=Asinwt
ktérej druga pochodna wynosi: W,(t)=—A4w’ sinwt . Zatem rownanie (16.111) przyjmie postaé:

Asin(wt)=—[~(2m+m) 4w’ sin(w?)]5",, (16.112)

1
el P —— 16.113
© \ (2m+m)-s',, ( )

Wida¢ zatem, ze aby wyznaczy¢ czgsto$¢ drgan wilasnych przy zadanych masach, musimy znalez¢
przemieszczenie po kierunku dziatania sity bezwtadnos$ci od jednostkowego obciazenia.

j {P=1
' E

611|

Po przeksztalceniach otrzymujemy:

W tym celu rozwiazmy rame metoda sil przyjmujac uktad podstawowy jak na rys.16.53.

——

/

X,
<—> X3
X

Rys. 16.53. Uktad podstawowy

Warunki kinematycznej zgodnos$ci uktadu podstawowego metody sit z rzeczywista konstrukcja zapewni uktad
rownan kanonicznych:

S X 48, X 48, X+ A, =0
5,y X, 48, X, 40,7 X,+A,,=0 (16.114)
8y X 48, X 46, X +A,,=0

ktorego wspotczynniki obliczymy na podstawie wykresow jednostkowych.

Dobra D., Dziakiewicz E.., Jambrozek S., Komosa M., Mikolajczak E., Przybylska P., Sysak A., Wdowska A. AlmaMater



Czes§é 2 16. ZADANIA - POWTORKA

Wykres momentéw od dzialania sity X; = I:

1 4
1// 4 TX1
8 4

Rys. 16.54. Stan X; = 1

Wykres momentow od dziatania sity X> = I:

3 3
3
XZ
Rys. 16.55. Stan X> = 1
Wykres momentow od dziatania sity X3 = I:
1
1
I > %s

1
Rys. 16.56. Stan X5 = 1

Wspdtczynniki uktadu réwnan kanonicznych metody sit sa nastgpujace:

5”:i 1-4-4-£-4+4-3-4+i-(2-4-4+2~8~8+2~4-8) _0656 I
EJ|2 3 6 3 EJ
1 1 1 1 1
§ . =—|—-2.3.34—4.3| 2-84+24||=—90-—
" EJ| 2 (2 2 )] EJ
1|1 1 1 1
0="s|5441+1-3-4+1-4:| = 8+—4||=44—
BOET|2 (2 2 )} EJ

522= 1 [1.3.3.£.3+3.4.3:|:45.L

EJ|27 73 7

1|1 33 1

8, =——|23-3:(=1)+3-4-(—1) |=—Z=—

; EJ[Z (—1)=3-4- >] 3L
! 1
633=E—J[1-4-1+1-3-1+1-4.1]=11.E
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Stan P:

j: P=1
\

/

Rys. 16.57. Stan P

Wyrazy wolne uktadu roéwnan wynosza:

_ L
1P EJ

_1.4.4.

2 .1
Z.8+=4
2

3 3

3 EJ

}:_@.4

1|1 1
S,p=——| 5443 |=24—
" EJ[2 ]

53P:L _1.4.4.] =—8~L
EJ| 2 E.

37

Po wyznaczeniu wspotczynnikéw uktadu rownan kanonicznych wyznaczamy warto$ci nadliczbowych reakcji.

Po rozwiazaniu uktadu rownan

%~X,—90-X2+44'X3—%:0
33
—90-X 445X ;=55 X +24=0

44~X,—;—3~X2+I]-X3—8=0

otrzymamy:
X,=05
X,=0,0
14
X,;=—127273=—
’ 11

(16.115)

Wykres momentow zginajacych w zadanej ramie niewyznaczalnej od obciazenia P = [ jest nastgpujacy:

14
11

8
?' ™ 11

Rys. 16.58. Wykres momentow od obciqzenia jednostkowego
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W celu wyznaczenia wspoOfczynnika J;, (czyli przemieszczenia w kierunku pionowym od sity
jedynkowej dziatajacej w kierunku pionowym), dokonujemy catkowania funkcji ciaglych obrazujacych
przebieg momentéw od stanu P = [ w ukladzie statycznie wyznaczalnym (wykres na rys. 16.57) i przebieg
momentow od obciazenia P = [ w ukladzie statycznie niewyznaczalnym (wykres na rys. 16.58). Calkowanie
dokonujemy wykorzystujac twierdzenie Wereszczagina — Mohra.

o
5=
11 EJ

_1 160
EJ 33

b5ogg 214 18
311 311

Podstawiajac otrzymana warto$¢ do rownania (16.113) otrzymujemy warto$¢ czegstosci kolowej drgan

wlasnych:
33-EJ 11-EJ EJ
= = = | — 16.116
“ \/160-3m \/160-m 0,262, (16.116)

Metoda druga — rozwigzanie z uzyciem wspoélczynnikow sztywnosciri

Czestosci drgan wlasnych mozna obliczy¢ takze za pomoca wspotczynnikdw sztywnosci. Rozwiazanie
obiema metodami zestawiono celowo, by pokazaé, ze w niektorych zadaniach czgsto$ci drgan ukladow
statycznie niewyznaczalnych tatwiej jest rozwiazaé stosujac wspotczynniki sztywnosci.

Rozwiazanie zadania sformutowanego przez sztywno$¢ rozpoczynamy od przyjecia uktadu podstawowego
metody przemieszczen:

Yo,

@ @ EJ = constans
w(N2 ¢
s B

Y,

Rys. 16.59. Ukiad podstawowy metody przemieszczen

Uktad rownan kanonicznych metody przemieszczen jest nastgpujacy:
P @tr@oytrust R =0

For®yHray @y trous+ R,y =0 (16.117)
Py @ rrsy @otrus+ Ry =0

W celu wyznaczenia wspotczynnikow 7; nalezy znalezé wartosci momentdéw w poszczegoélnych stanach
jednostkowych.
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EJ
47 4

“0,5EJ 3

- stanl, ¢, =1

Rys. 16.60. Stan ¢; = 1

Na podstawie wykresu momentéw od stanu pierwszego mozemy z roéwnowagi wezldw wyznaczy¢
wspotczynniki 7;; 1 121, ktore wynosza:

r11 2
" Q% . F ?, EJ
Lege (>

3

Rys. 16.61. Wyznaczenie wspolczynnikow z rownowagi weztowl i 2

- stan 2, g2 =1

0,5EJ

Rys. 16.62. Stan ¢, = 1

Na podstawie wykresu momentow od stanu drugiego z réwnowagi weztdw mozemy wyznaczy¢
wspotezynniki 7> 1 722, ktdre wynosza:

" ( 4N SE
r 3
22
2 ( “ EJ
Rys. 16.63. Wyznaczenie wspoiczynnikow z rownowagi weztowl i 2

7 =2—EJ 75 =%EJ
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— stan 3, u; = 1.

Katy obrotu cigciw pretow wyznaczone zostaly z tancucha kinematycznego 1 maja nastgpujace wartosci:

1 1
W01=7 W, =0 ‘sz':_?
3 EJ;I :
8
3
3 —EJ
—gEJ 8
iEJ
g " VYu =1

Rys. 16.64. Stan us = 1

Na podstawie wykresu momentéw od stanu trzeciego z rownowagi wezldw mozemy wyznaczy¢
wspotczynniki 7,3 = 735 1 723 = 13, ktdére wynosza:

Rys. 16.65. Wyznaczenie wspoiczynnikow z rownowagi weztowl i 2

73 =—%EJ r23=%EJ

Wspotczynnik 733 wyznaczymy z rownania pracy wirtualne;:

Pl +2 ~(—§EJ)-§+2 %EJ-(—é)zo
3
==EJ
UET 3

Pozostaty do wyznaczenia wyrazy wolne uktadu réwnan kanonicznych metody przemieszczen.

=

7 -2mu,
U
Ry

Rys. 16.66. Stan P
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Nalezy jednak zauwazy¢, ze jak ma to miejsce w naszym zadaniu, masa jest skupiona doktadnie w punkcie.
Nie ma zatem sit bezwtadnosci od ruchu obrotowego (Jy = 0), a co za tym idzie:

R, p=®, uJ,=0
Ryp=@,pu-J y=0

Niezerowa natomiast pozostaje wartos¢ trzeciej reakcji:
R, p=(2m+m)u,
Podstawmy zatem uzyskane wspotczynniki do uktadu réwnan:

7 2 3

;EJ'¢1+3— J'(Pz—g— J~u3=0

2 7 3

3—EJ'(P,+3—EJ'(P2+8—EJ'M3:0 (16118)
3 3 3 .

—S—EJ'(p1+8—EJ'(PZ+8—EJ‘M3+3WZM3 =0

Jezeli dodamy do siebie dwa pierwsze réwnania z powyzszego uktadu rownan, to otrzymamy, ze
®, =, (16.119)
Jesli podstawimy to rownanie do drugiego rownania uktadu, otrzymamy zalezno$¢ migdzy ¢ a us:

9

P, =—5us (16.120)
Podstawiajac (16.119 i 16.120) do rownania trzeciego uktadu otrzymamy:
3 9 3 9 3 .
—gEJ(%)LQ—gEJ%u{Fg J-u3+3mu3=() (16.121)

Przyjmujac, ze u;=Asinwt oraz i =—Aw’ sinwt otrzymujemy:
yjmuyj 3 ymujemy

66

—320EJ-Asin(wt)—3m~A-w2sin(wt)——0
33 2 .
2 EJ—m- =
(16() m-w )Asm(wt) 0

Odrzucajac rozwigzanie trywialne (4 = 0 lub w = 0) mamy

33 2
—FEJ-3m-w’ =
760 J—3m-w =0

11 -EJ [EJ
- =0,262 1| == 16.122
“=\760 -m m ( )

Jak wida¢ taka sama warto§¢ czgstosci drgan wiasnych uzyskano mniejszym naktadem pracy
wykorzystujac wspotczynniki sztywnosci.
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Zadanie 9

Dla belki o ciagtym rozkladzie masy obliczy¢ czgstos¢ kotowa drgan wlasnychw oraz wzory transformacyjne
M, My, Ty, Th.

@ EJ ®F

| 7

I
Vs
Rys. 16.67. Belka o ciqglym rozkladzie masy

Przeanalizujmy najpierw drgania wtasne belki. W uktadzie przedstawionym na rys. 16.67 katy obrotu podpor,
sita poprzeczna przy podporze i oraz przemieszczenie pionowe podpory & powinny by¢ rowne zero:

T(x=0)=0 W' (x=0)=0

@(x=0)=0 wW'(x=0)=0

W(x=0)=0 —  |W(x=1)=0 (16.123)
@ (x=1)=0 W (x=1)=0

Przyjmujac funkcj¢ rozwiazujaca w postaci wielomianu obliczamy pochodne po x:

W (x)=A-sinax+B-cos x x+C-sinhax+D-coshax (16.124)
W'(x)=a-A-cos xx—-B-sinax+o-C-cosh o x+aoD-sinh o x (16.125)
W"(x)=—E£J=—(x2-A-sino<x—o<2-B~coscxx+(x2~C~sinh0(x+(x2-D~c0sh(xx (16.126)
w "'(x)z—%z—(xj-A-coso(x—i—cx3-B-sin0(x+o(3~C~cosho<x+(x3-D-sinh0(x (16.127)

Na tej podstawie rozpisujemy warunki brzegowe (16.123), otrzymujac uktad réwnan jednorodnych

—o’ A-cos 0+ -B-sinc 0+’ -C-coshax 0+ - D-sinh x 0=0
o A-cosx0—o-B-sinax0+x-C-coshox0+o-D-sinhx 0=0
A-sinxl+B-cosol+C-sinhotl+D-coshaxl=0

o A-cosxl—o-B-sinaxl+o-C-coshaxl+o-D-sinhol=0

—A+C=0

A+C=0
A-sinoxl+B-cosxl+C-sinhocl+D-coshxl=0
A-cosol—B-sinxl+C-coshexl+ D-sinhx[=0

Z pierwszych dwoch rownan wprost wynika, ze

Rozwiazanie dwdch pozostatych réwnan jednorodnych
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B-cosol+D-coshxl=0
—B-sinx!+D-sinhxl=0

jest niezerowe (nietrywialne) gdy wyznacznik macierzy wspotczynnikow jest rowny zero:

W:cosal-i-cosh(xl
7] —sinol+sinh ol (16.128)
det|W|=0 (16.129)
cosalsinhol+sinxl coshol=0 . ! I
cosxl coshol
tghal+tgal=0 (16.130)

Z powyzszego rownania (16.130) powinniSmy wyliczy¢ nieskonczenie wiele pierwiastkow o (funkcje
trygonometryczne sa okresowe). W funkcji rozwiazujacej (16.124) wspotczynnika zalezy od rozktadu masy u

o=’ (16.131)

Po przeksztatceniu mozemy wyznaczy¢ warto$¢ w

w=o<21/£ (16.132)
u

Przejdzmy teraz do wyznaczenia wzordéw transformacyjnych. Tak jak poprzednio zapisujemy warunki
brzegowe (16.133). Jednak tym razem poszukujemy wartosci sit przyweztowych w zalezno$ci od weztowych
przemieszczen. Wobec tego przemieszczenia weztowe musza by¢ okreslone:

T(x=0)=0 W' (x=0)=0
P (x=0)=0, W' (x=0)=ep,
Wi(x=Il)=v, = Wi(x=Il)=v, (16.133)
e(x=l)=p, w'(x=I)=p,

—o’ A-cosax+o’ B-sinax+o’-C-coshax+o’-D-sinh e x=0
x-A-cosx0—o-B-sinx0+o-C-coshx0+«-D-sinhx0=q,
A-sinaxl+B-cosx!+C-sinhxl+D-coshal=v,
x-A-cosaxl—oB-sinaxl+a-C-coshaxl+a-D-sinhxl=q,

Po podstawieniu (16.124), (16.125) i (16.127) otrzymujemy:

—A+C=0
A+C=q,
A-sinxl+B-cosaxl+C-sinhal+D-coshal=v,
A-cosxl—B-sinxl+C-coshxl+D-sinhaxl=¢,
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Po wyznaczeniu statych 4, B, C i D mozemy zapisa¢ wzory na sity wewngtrzne wykorzystujace zaleznos$ci
roézniczkowe (16.126) 1 (16.127):

M=—EJW"'
T:—aMz—EJW’”
ox
czyli:
M=—EJ(—(xz-A-sin(xx—aZ-B-cosax-i-az-C-sinh(xx+(x2-D-cosh(xx) (16.134)
T=—EJ(—0(3-A-coso(x+0(3-B-Sin0(x+o(3-C-cosh0(x+o(3~D-sinh(xx) (16.135)

Otrzymujemy komplet wzoréw transformacyjnych

M =M (x=0)=EJ «’(B—D) (16.136)

M, =M (x=1)=EJ 0(2(A~Sin(xl+B~c0so<l—C-sinhcxl—D~coshcxl) (16.137)

T,=T(x=0)=EJ &’(4-C)=0 (16.138)

T,d:T(xZI):EJ0(3(A-cosal—B-sinal—C-coshal—D~Sinho<l) (16.139)
Zadanie 10

Wyznaczy¢ czegstos¢ kotowa drgan wlasnych @ dla ramy o ciagtym rozktadzie masy (rys. 16.68).

@ EJ E
@

EJ 4
©
ST777 4
£ A [m]

Rys. 16.68. Zadana rama

Do rozwiagzania tego problemu postuzymy si¢ wzorami transformacyjnymi dotyczacymi drgan pretdw o
ciaglym rozktadzie masy. Wzory transformacyjne wiaza sily przyweztowe z przemieszczeniami.

W danym zadaniu nalezy uwzgledni¢ zarowno drgania poprzeczne jak i podluzne obu pretow. Punktem
wiazacym oba prety jest wezet 1, ktorego rownowaga musi zosta¢ zachowana:

Rys. 16.69. Rownowaga wezia 1
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Dla wezta nr I musi zachodzi¢:

2M=0
>Y=0 (16.140)
2X=0

Po rozpisaniu:
M, ,+M,=0
—N,y=T,=0 (16.141)

—T,,+N,,=0

Kolejne wartosci sit wewnetrznych okreslaja wzory transformacyjne:

+ dla drgan poprzecznych:

M, % c(A)-(pl—i-s(}\)-(p,,—r(/\)-%—i-t()\)~%} (16.142)
M,Z—E;—J c'()x')~(p,+s'()\’)~(p2—r’(7\’)~§+t’(x\’)~%] (16.143)
TI,,=—%[;(A)wl+r(;\).<p0—n(;\)-%+mm)§] (16.144)
T,Z——% t'(A')-<p1+r'(w)-<p2—n'(A')~%+m'(z\')-§] (16.145)

« dla drgan podtuznych:
Nm_%[a(n)'”{)_b(n)'bh] (16.146)
N12=E7A[—b’(n)~u,+a'(n)-uz] (16.147)

Po uwzglednieniu warunkéw brzegowych (podpory 0 i 2 nie przemieszczaja sig), czyli przyjeciu, ze:
®o=w=1up= @>=v:=u;= 0, zukladu (16.141) otrzymujemy:

EJ v EJ| ., ., an Y
- c(A)@,+t(A) 71 e (A")p,+t'(A )-71}:0
EA EJ|. .., iy .Y
—4—b(r))'u1+g t'(A )~(p]+m (A )4—1:|=0 (16.148)
EJ EA .,
F_f(/\) @, +m(A) —1]—4—5 (n')u,=0

gdzie:
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2

N=A—al=aed = HO (16.149)
EJ
cosh A sinA—sinh A cos A
c'(A)=c(a)= (16.150)

1 —coshAcos A

(A7) =t (a)=a? —SimASinhA (16.151)
1 —coshAcosA

N sinh A cos A+cosh A sinA

’ )\I — A ]
m'(A7)=m(a) 1 —coshAcos A (16.152)
n'=n=I- “‘*’2:4. po’ (16.153)
EA EA
b'(n")=b(n)=ncot(n) (16.154)

Nalezy zauwazy¢, ze warto$ci wspolczynnikow ¢, ¢, m, b sa takie same dla obu pretow, poniewaz prety
te maja taka sama dlugosc¢, przekroj i sztywnosc.

Po przeksztalceniach otrzymujemy uktad réwnan jednorodnych.
c(A)@,+0,25 -t(A)-v,=0

4-b(n)u,+1(A)@,+0,25 -m(A)v,=0 (16.155)
—4 b(n)u,+t(A)-@,+0,25 -m(A)v,=0

Warunkiem otrzymania rozwiazania tego uktadu rownan jest zerowanie si¢ wyznacznika nastgpujace]
macierzy:

A) (16.156)

Przyréwnanie wyznacznika macierzy A do zera prowadzi do uzyskania réwnania zaleznego od czgstosci drgan
wlasnych w (gdyz wielkosci A oraz i sa funkcjami w). Zatem rozwiazanie rownania det A = () doprowadzi do
uzyskania warto$ci szukanych czgstosci drgan wiasnych.

Z uwagi na rozbudowana posta¢ wspotczynnikow b, ¢, m, t obliczenia najlepiej przeprowadzi¢ w sposob
numeryczny.

Dobra D., Dziakiewicz E.., Jambrozek S., Komosa M., Mikolajczak E., Przybylska P., Sysak A., Wdowska A. AlmaMater



