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9. ROWNANIA ROZNICZKOWE CZASTKOWE

Wstep.
Rownania zawierajace pochodna nieznanej funkcji dwoch lub wigcej zmiennych nazywa sig

czastkowym rownaniem rézniczkowym. Na przyktad:

2 2
a—;+2xya—2+u=1
ox oy
3 2
82u +xa—;+8u=5y
ox“oy Oy
9.1
2P 3
0“u ou
—— | +6 =X
o2 Oxdy?
0%u ou
Ty tau =X
ox y

Ze wzgledu na szerokie zastosowanie w mechanice konstrukcji, nasze rozwazania ogranicza si¢ do
rownan rézniczkowych czastkowych liniowych drugiego rzedu (rzad okre$la maksymalna pochodna jaka
wystgpuje w rownaniu) z dwiema zmiennymi. Dla takich rownan mozna zapisa¢ posta¢ kanoniczng jako:

2 2 2
LA B Ly (9.2)
8)/2

o oxdy
RRC liniowe drugiego rzedu mozna sklasyfikowac jako:

W ik
yenaczn RRC Przyktad

B* -44C
Roéwnanie Laplace’a
(rownanie opisuje stan ustalony,
<0 Eliptyczne brak zmiennej czasowej)
WT+WT_O
axZ 8_)72
Zagadnienie propagacji
rozktad funkcji w czasie 1 przestrzeni
=0 Paraboliczne (rownanie przewodnictwa cieplnego)
or , o°T

o ox?
Rownania falowe
rozktad funkcji w czasie i przestrzeni

>0 Hiperboliczne (rozwiazania oscylacyjne np. drgania struny)
o°’T 1 o*T

ot ¢ o’
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9.1 Réwnania rézniczkowe czastkowe eliptyczne.

ciepto
, Zapora wodna
7
<
/ E przeptywu
‘ ipotencjalne
zimno
nieprzepuszczalna
2) b) ¢)

Rys.9.1 Przyktady RRC eliptycznych.
a) rozklad temperatur na podgrzewanej plycie,
b)stan ustalony przepltywu wody pod tamq c) rozklad pola elektrycznego w okolicy izolatora.

Roéwnanie Laplace’a jest typowym przyktadem réwnania rézniczkowego czastkowego eliptycznego:

o*T 0°T
ox° 0Oy

Gdy prawa strona nie jest rdwna zeru, to mamy rownanie rrc Poissona.

o*'T o0°T
8x72+y_f(x’y) ©.4)

Korzystajac z metody roznic skonczonych rownanie réozniczkowe Laplace’a mozna sprowadzi¢ do
algebraicznego uktadu réwnan. Pochodne czastkowe zastepujemy odpowiednimi réoznicami skonczonymi:

o°T _ 7;+1,j _2Ti,j +T,

i-1,j

o’ AX 9.5)
o°T _ L,-2T,+T,,
oy’ A°
Roéwnania (9.5) podstawiamy do rownanie (9.3) co w rezultacie daje:
Ti+1,_/ _27;,_; +Ti—l,j n Ti,_/+1 _2Ti,j + 7;,_;—1 -0 (9.6)
Ax’ Ay
Dla siatki kwadratowej (rys9.2) rownanie (9.6) przyjmuje postac:
Tyt T+ 0 +T,;,—4T; =0 9.7)
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0, n+1

ij+1

Sa
= g A
/ l,J \
-
i-1,j i+1,
\
i j-1

0,0 —
m+1,0 X

Rys.9.2 Siatka metody roznic skonczonych.
Aby znalez¢ rozwigzanie zadania musimy zdefiniowac warunki brzegowe tzw. warunki brzegowe Dirichleta.

Przyklad 9.1:

W zadaniu okreslone sa warunki brzegowe. Nalezy obliczy¢ temperatury w okreslonych miejscach ptyty.

100° C

3 /{1,3 23 3,}\
2

- 1,2\\ 2.2 3,2\\ 50° C

I
11|18 21 3.1

J

Rys.9.3 Phytka podgrzewana roznymi temperaturami z roznych stron.

Obliczenia wykonujemy korzystajac ze wzoru (9.7).Dla punktu (i,j) = (1,1) mamy:
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Ly +T,+T,+T,,-4T, =0
(9.8 a)
Do réwnania (9.8 a) podstawiamy warunki brzegowe i otrzymujemy:
T,,+75+0+7,-47,=0
T, +T,, —4T1, =75 (9.8b)

Podobna procedurg nalezy przeprowadzi¢ dla pozostatych punktéw, a nastgpnie rozwiaza¢ powstaty uktad
réwnan. Ostatecznie otrzymujemy rozwigzanie:

T,,=78,58718 T,,=76.06402 T, =69,71050
T, =6321152 T,, =56,11238 T, , =52,33999
T,, =43,00061 T,, =33,29755 T, =33,88506

Znajac rozktad temperatury, mozemy réwniez obliczy¢ pochodne temperatury wzgledemx i y obrazujace
tak zwany strumien ciepta. Zalezno$¢ t¢ opisuja rownania Fouriera:

Q_ 7—;+1 _T;—l =—k

o 2ac o (9.9)
gziz}*—l _7}_1 :—k}q

ay 2Ay yy

Gradient temperatury w punkcie obliczamy ze wzoru:

ar ctgﬁ =0

9. (9.10)

4, =9, +4q,

Rozpatrzmy teraz przypadek, gdy warunki brzegowe wyrazone sa przez pochodne temperatury, czyli
strumienie ciepta. Sa to tzw. Warunki brzegowe Neumann 'a.

Rys.9.4.Warunki brzegowe Neumann'a (dla i=0)
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Roéwnanie réznicowe zapisane dla punktu (0,j) ma postac:

T, +T, T+ Ty, — 4T, =0 (9.11)

Nalezy zwroci¢ uwage na punkt (-1,j), ktory mimo ze lezy poza obszarem jest rtOwniez wymagany w
rownaniu. Wydawac¢ by si¢ moglo, ze punkt ten bgdzie stanowil problem, ale tu wilasnie przychodzi z
pomoca warunek brzegowy w postaci pochodnej. Nalezy okresli¢ pierwsza pochodna po zmiennej X w
punkcie (0,)):

or _1,-T,,
oT '
T, =T, -2Av

ox

Teraz majac zalezno$¢ (9.12) mozemy podstawic ja do wzoru (9.11):

oT
2T, _2Axa + Ty + T4, — 4T, ;=0 (9.13)
Warunki brzegowe dla nieregularnych ksztaltow.
Rozpatrzmy obraz nieregularnego brzegu jak na Rys.9.5.
L 4 @ L ®
L 4 —@ L 4
¢ ® ¢ ®
“,BZA)
aly | e
<¢ —e ® ®
\\ 1B 1Ay

i Y
ij
Rys.9.5. Obraz nieregularnego brzegu.

Korzystajac z roznicy centralnej w tyl otrzymujemy:

5l _ Tz] _Ti—l,j
ox i-li o, Ax

al _ Ti+1,j _Tz‘,j
X )i - o, Ax

Obliczajac druga pochodna wyrazenia (9.14) wzglgdem zmiennej x, mamy:

(9.14)
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%)
ﬂ_ﬁ 5l _ X ;i1 ox i-Li
a? oxlox) o Ax+o,Ax
2
T;+1,j _Ti,j _ Tz] _TH,]‘
o a,Ax o, Ax
= aAcaAr T ©9.15)
2
_ 2 | By, -1 _—(T,._L_/. _Ti,./) _
Ax’ o, +a,) oo +a,)
_ 2 TH,j _Ti,j n Ti+1,j_Ti,j
Ax? o, (0, +a,) o, +a,)
Wyrazenie na pochodna wzgledem zmiennej y wyglada analogicznie:
2 T . .-T . T.. . —-T .
6 7;: 22 i-1,j i,j + i+1,j ij (916)
ay Ay B1(61+B2) B2(B1+B2)

oT

Ox
Rozpatrzmy ponownie obszar o nieregularnym ksztalcie i zapiszmy rozwiazanie w punkcie 3:

OKkreslenie przy nieregularnych ksztaltach:

WV

- ax -

Rys. 9.6. Brzeg zakrzywiony.
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78 76

Rys. 9.7. Liniowa zaleznos¢ miedzy Ty, T, , T
Zaktadamy, ze T,,T;,T, i T;, T, , Ty zmieniaja si¢ liniowo.Pochodna w punkcie 3 ma postac:

or
onl,
r_or

L, on

s

on

5 (9.17)
L17 .

3

L, +T,

3

Ax
cosn = (9.18)

Z proporcji mozna zapisac (rys. 9.7.):

i:Ts_Ts t Lag
L Ay Ax
(T, -T;)- Ax-tgn

= 9.19
x A 9.19)

Ax-tgn
Ay

L =T, +(T, -T,)

Podstawiajac do wzoru (9.17) wzory (9.18) i (9.19) otrzymujemy:
p_or
on

_or
on

Ax +T8 +(Té _Tg)AX-th]
cosn Ay

Ax +T6Ax~tgn T, 1_Ax-tgn
, cosn Ay Ay

3

(9.20)
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9.2. Réwnania rézniczkowe czastkowe paraboliczne.

RRC paraboliczne umozliwiajg znalezienie rozkladu zmiennej w funkcji czasu. Przyktadem moze
by¢ rownanie opisujace przewodnictwo cieplne w postaci:

o0°T 0T o°’T oT
ke —+k, —+k,—=— (9.21)
Ox oy 0z ot

A

ciepfo —® zimno

ciepto

ouwiz

X
a) b)
Rys. 9.8 Zastosowanie RRC parabolicznego.

a)obraz dlugiego preta izolowanego podgrzewanego z jednej strony,
b) Rozwiqzanie zagadnienia stanow podgrzewanego preta w roznych chwilach w czasie.

Przy zatozeniu, ze ciato jest izotropowek, =k, = k_ oraz przeptyw ciepta nastepuje tylko po jednym
kierunku, réwnanie przewodnictwa cieplnego ma postac:

2
or =k or gdzie k — to stata przewodzenia (9.22)
Ot Ox?
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‘A
0, n+1

AU I I R R R B

N

T~

i-1,] i+1,j

i j-1

0,0
1 2 3 m>

Rys.9.9. Dyskretyzacja przestrzenna (m) i czasowa (1)

Metody typu ,,explicit” (jawne).

Réwnania przewodnictwa ciepta wymagaja aproksymacji drugiej pochodnej przestrzeni i pierwszej
pochodnej czasu. Réwnania te sa reprezentowane podobnie jak rownania Laplace’a metoda roznic
skonczonych centralnych:

T T, -2T' +T/
axg — i+l szz i1 (923)

Aby okresli¢ przestrzen czasowa wykorzystujemy schemat réznicowy w przod:

I+1 i
o _TL -I (9.24)
ot At
Podstawiamy rownania (9.23) i (9.25) do wzoru (9.22) i otrzymujemy:
! 1 i 141 il
k 7;+1 2772 + Tz‘—l — ]: 7: (925)
Ax At
Po przeksztatceniach otrzymujemy rownanie dla wszystkich punktéw wewnetrznych:
kAt
I =T (!, - 21! + 7)) L gdzie A= ) (9.26)

Wida¢, ze do wyznaczenie rozwigzania w danym kroku wykorzystujemy wartos¢ obliczona w kroku
poprzednim.
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[+1
(1 (1
NP/ AN
i-1 i i+1

Rys. 9.10. Komorka obliczeniowa

Przyklad 9.2:

Wykorzystanie metody ,,explicit” do obliczenia rozktadu temperatury dla dlugiego izolowanego preta (patrz
rys. 9.11.):

ciepto
zimno

Rys. 9.11. Pret dany w zadaniu

Dane:

Dhugos¢ =10cm

Ax =2cm

At =0,ls

dla t=0

0= 71" -100°C T 1 [ T
T(10)=T " =50°C o 1 2 3 4 5
k=835,0cm* /s y I=10 cm ’

A= 0’83522(0’1) =0,020875 Rys. 9.;2 Podziat preta na jea’nakowe/I odcinki

TO =70 =7O =7© =g
Wykorzystujac zalezno$¢ (9.26) mozemy zapisa¢ dla ¢ =0,1s x = < 2,4,6,8> :

T' =0+0,020875[0—2(2,0875) +100]= 2,0875
T} =0+0,0020875[0 —2(0) + 0] =0
T, =0+0,020875[0—2(0) +0]=0
T, =0+0,020875[50 —2(0) + 0]=1,0438
Dla t=0,2s x= <2,4,6,8> wyglada to nastepujaco:
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T2 =2,0875 +0,020875[0 — 2(2,0875) +100] = 2,0875
T2 =0+0,020875[0 — 2(0)+ 2,0875] = 0,043577

T2 =0+0,020875[1,0438 — 2(0)+ 0]=0,021788

T2 =1,0438 + 0,020875[50 — 2(1,0438) + 0] = 2,0439

Dla kolejnych ¢ obliczenia wykonujemy analogicznie.
Na Rys.9.13 przedstawiono graficznie rozwiazanie rownania dla chwil ¢ =3,6,9,12

TA Ax=2

At=0,1 [s]
=12  k=0,835

I | ! I I >
2 4 6 8 10 X
Rys. 9.13. Rozklad temperatury dla roznych chwil czasu.
Problem zbiezno$ci i stabilnoS$ci to:

Metoda catkowania jest zbiezna gdy, dla:

Ax =0

9.27
At =0 ( )

otrzymujemy rozwiazanie doktadne. Metoda jest stabilna gdy btedy nie narastaja podczas catkowania
problemu. Stabilno$¢ mozna uzyska¢ narzucajac ograniczenia na krok czasowy. Mozna wykaza¢, ze gdy:

1
L A2 (9.28)
At<—-
2k
Metda calkowania "explicit" jest stabilna.
1 . . .
Gdy A < 5 btedy nie narastaja, ale moga oscylowac
1 . .
gdy A < 1 nie ma oscylacji (9.29)

1
agdy A= P otrzymujemy minimalny btad metody

Brak stabilnoéci w przyktadzie obrazuje ponizszy wykres, ktory sporzadzono A = 0,735,
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T\ t=6 A t=12 A t=18
100] 100\\\»//,\\\-_-/// 100
1 /> —_— —_—
X X
A\ t=24 T t=30
100—\\/\/ ”
t t ¢ t —_ } . t I f——
X X

Rys. 9.14. Brak stabilnosci przy zbyt duzym 4
Metody typu ,,implicit” (niejawne)

Z powyzszych rozwazan wynika, ze metoda ,,explicit” moze prowadzi¢ do duzych bledow przy
nieograniczonym kroku catkowania. Konieczne sa wigc restrykcyjne ograniczenia, aby zachowac stabilnos¢.
Metody ,,implicit” sa pozbawione tego mankamentu kosztem bardziej skomplikowanych algorytmow.
Fundamentalna r6znica pomigdzy metodami ,,explicit” a ,,implicit” jest pokazana na rys.9.15.:

1 ) AN
i N N2
(1 dAY
N N /
Fo +1 -1 i i

Rys 9.15. Roznica omawianych metod Po lewej "explicit”, po prawej "implicit".

W przypadku metody ,,implicit” pochodng okresla si¢ w czasie /+1 :

o°T
ox’

Tl+1 _ 2 . Tl+l + T-Hl
— i+l Axiz i—1 (930)

Aby okresli¢ przestrzen czasowa wykorzystujemy schemat réznicowy w przod:

5T B 7’;14—1 _];1

- = 9.31
ox At ( )

Wykorzystujac podstawowy wzor na rownanie paraboliczne (9.20) otrzymamy:
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Ax At
Roéwnanie to mozna uprosci¢ do postaci:
AL T T =T gdrie h= ©.33)
Ax)
Dla uktadéw, gdy dane sa temperatury okreslone na brzegach, mamy:
Ty = fot™™) (9.34)
gdzie f,, (+"") jest funkcja okre$lajaca jak temperatury na brzegach zmieniaja sie w czasie.
Dla pierwszego punktu wewnetrznego i = 1 mamy :
A+20)T" AT =T + 0 £y (") ©-33)
a dla ostatniego punktu wewngtrznego i = m mamy rownanie:
“ATH 20T =T - £, ) (9.36)

Ciag dalszy przyktadu 9.2.

Rownanie dla A =0,020875 t=0 i=1:

1,04175-T}' —0,020875 - T, = 0 +0,020875 - (100)

Analogicznie dla pozostatych punktow zapisujemy rownania i otrzymujemy uktad réwnan w postaci:

1,04175  —0,020875 0 0 T 2,0875
—-0,020875  1,04175 - 0,020875 0 T, 0
0 0,020875 - 0,020875 —0,020875 \r ) - 0

0 0 —0,020875  1,04175 T, 1,04385

Otrzymujemy rozwigzanie dla chwili t=0:

T =2,0047
T) =0,0406
T, =0,0209
T, =1,0023

Dla kolejnej chwili ¢ = 1 otrzymujemy nowy uktad rownan, ktdy nalezy ponownie rozwiazac.
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Metoda Cranka - Nicolsona

Jest to ulepszenie metody implict, ktore polega na zwigkszeniu doktadno$ci catkowania w czasie.
Metoda ta nie wymaga dodatkowych ograniczen ze wzgledu na czas i przestrzen. Jest to mozliwe dzigki
zastosowaniu metody punktu srodkowego (obliczenie pochodnej centralnej w 2 punktach co daje znacznie
wigksza precyzjeg).

M I\ +1
NI >/
1+1/
) (MNP
N N
i-1 i i+1

Rys. 16. Graficzna interpretacja metody Cranka -Nicolsona

T.l+1 _Tl l+l
gziz = dla e (9.37)
X

Druga pochodna w przestrzeni jest okreslana w punkcie posrednim, co powoduje usrednienie przyblizen w
poczatku (t’ ) 1 koncu (t”l) i w rezultacie daje duzo wigksza doktadnos$é:

aZT 1 T-[ _ 2T1 + Tl T1+1 _2. Tl+1 + T-l+]
5 ~ = i+l 12 i-1 + i+1 12 i-1 (938)
ox~ 2 Ax Ax
Ciag dalszy przyktadu 9.2.:
. : . . o°T .
Analitycznym rozwigzaniem RRC parabolicznego o k ox? est:
X
X o~ 2 . ( nx —n’n’kt
T=T|"+» —(-1)'sin| — |exp| ————
I:l ; nm ( ) ( / j p[ I? ﬂ
Poréwnanie wynikow metod: ,.explicit” , ,,implicit” i Cranka - Nicolsona (przyktad 9.2.)
At A explicit implicit Crank - Nicolson
10 2,0875 208,75 53,01 79,77
5 1,04375 -9,13 58,49 64,79
2 0,4175 67,12 62,22 64,87
1 0,20875 65,91 63,49 64,77
0,5 0,104375 65,33 64,12 64,74
0,5 0,04175 64,97 64,49 64,73

Rozwiazanie dokladne T(x=2,7=10)=64,8018°C
Jak wida¢ metoda C - N jest najdoktadniejsza od samego poczatku, a metoda explicit data

satysfakcjonujacy wynik dopiero wtedy, gdy wspotczynnik A spetnit zatozenia ograniczenia co do wielkos$ci
kroku catkowania.
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9.3. Réwnania rézniczkowe czastkowe hiperboliczne.

Rozpatrzmy réwnanie drgan struny:

. E
gdzie ¢ = ﬁ (9.39)

E —modut Young’a
P - gestos¢ osrodka

¢ - predkosé
T i+1
At
~ /
At
X i-1
At
~
i-1 i i+1
. Ax | Ax |
7 7

7|
Rys. 9.17 Siatka wykorzystana w zadaniu

Wykorzystujac metodg réznic skonczonych mozemy zapisaé:

2 ! ! !
0w _ Wiy =2W + Wi,

o (Ax)z (9.40)
’w_ w=2wl +w ! :
or’ (Ar)’
Podstawiajac rownania (9.40) do wzoru (9.39) otrzymujemy:
> Wi = 2w +w ow T =2wl 4w
) 2 = 2 (941)
(Ax) (ar)
Po przeksztalceniach mamy:
Wi =B 2wl 42— B2l + Bwl i
c-At (9.42)

dzie B =——
gdzie p=——
Rownanie (9.42) jest typu explicit. Mozna wykazaé, ze rozwiazanie to jest stabilne, gdy P <1 oraz jest

najdoktadniejsze dlap =1. Wtedy nasze rGwnanie przyjmuje postac:

I+l _ 1 1 I-1
W =W W — W (9.43)
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