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METODY KOMPUTEROWE 3

Metoda Rungego- Kutty Il rzedu
W metodzie tej wzor na calkowanie rownania rézniczkowego ma postac:

Vin =y Yak, +ayk,)h (3.1)
gdzie:
ky = f(x,») (3.2)
ky = f(x; + pihsy, +q,,kh) (3.3)
Zaleznosci migdzy wspolczynnikami sg postaci:
a, ta, =1
a = l
_ 1
arqn =5

Pokazemy teraz sposob wyznaczania wspotczynnikow a, p i q dla metody RK II rzedu.
Wartosci wspotczynnikdw znajdziemy przez porownanie wyrazow w rozwinigciu

funkcji w szereg Taylora a postacia (3.1-3.3).
Rozwinmy funkcjg f(x,y) w szereg Taylora. Otrzymamy:
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Vin =Vt f(x, )b+
Y (xy) O (xn ) dy

f'(xt’yt)hz 3
o +0(h7)

S'(xL0)

Ox dy  dx
of  of dy h’
=t f(x,y)h (=) —
yll yl f(ly) (ax aydx 2!
Dowolna ciagla funkcje¢ g(x,y) mozemy przedstawi¢ w postaci:
g(x+r,y+s)=g(x,y)+ra—g+sa—g+K (3.5)
Ox Oy

Zatem (3.3) mozemy zapisa¢ w postaci:
0 o)
Gt phy, +q k) = )+ ph Lrg kn oy g
Ox dy
gdzie 0(h?) oznacza wyrazy wyzszego rzedu.

Zgodnie ze wzorem metody RK (3.1) po podstawieniu (3.2) oraz (3.3) otrzymujemy:

5)
Yin = Vi +a1hf(xi,yi)+a2hf(xi,yi)+a2p1h2é-k

0
fayg, i éf(x[,yi>+0(h3)

Po pogrupowaniu odpowiednich wyrazow otrzymamy:

(3.7)

O 0 0 O
Vor =3, oyl + )+ fon L+ aygy L r )+
0o~ ox dy 0 (3.8

+0(h)

Wyrazenie powyzsze musi by¢ rownowazne z rozwinigciem funkcji w szereg Taylora

of  of dx h’
=y + Ly )+ () —
yl+1 yl f(xt yl) (ax ay dy) 2!
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Z tego wynika, ze musi zachodzi¢:

a, ta, =1
1

alpl_E
1

azQu‘E

Podobnie mozemy wyprowadzi¢ znane nam juz wzory dla metod RK:
1. Heuns’a z jednym korektorem: a,=1/2
zgodnie z zalezno$ciami() a;=1/2, p;=q;;=1

1 1
Yin = Vi +(5k1 +5k2)h

kl :f(xjayi)
kz :f(xi +h;yi +k1h)

2. Punktu posredniego (mid-point method) a,=1
zgodnie z zalezno$ciami() a;=0, p;=q;;=1/2
Yist Vi thyh
kl = f(‘xj ° y;)

1 1
k, = +—hyy. +—kh
2 f(xz 2 yl 2 1 )

3. Ralstona’a a,=2/3
zgodnie z zalezno$ciami() a,=1/3, p;=q;,=3/4

1 2
Vit =Y +(§kl +§k2)h

ky = f(x;, ;)
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3 3
kz :f(xi +Zh;yi +Zk1h) (315)

PRZYKLAD

Obliczy¢ wartos$¢ funkcji w punkcie x=0.5 metodg Ralstona’a
Zatozenia: war. pocz. y(0)=1, x nalezy do przedziatu (0,4).

f(x,,3,)==2x" +12x* =20x +8,5

Zgodnie z zalezno$ciami (3.9)
0+ % [0,5=0,375

k, = £(0)=85
k, =-2(0,375)° +12(0,375)> —20(0,375) +8,5 = 2,58203125

Funkcja przyrostowa wynosi:

o= % 3,5+ % [2,58203125 = 4,5546875

ostatecznie otrzymujemy
1(0,5) = 1+4,5546875(0,5) = 3,27734375

btad procentowy wynosi

£ =182%
RK-
X y y' Euler Heun RK-midpoint Ralston
0 1 85 1 1 1 0 1
0,5 3,21875 1,25 5,25 3,4375 3,109375 0,5 3,277344
1 3 -1,5 5,875 5,1875 2,8125 1 3,101563
1,5 2,21875 -1,25 5,125 5,1875 1,984375 1,5 2,347656
2 2 05 4,5 4,9375 1,75 2 2,140625
2,5 2,71875 2,25 4,75 51875 2,484375 2,5 2,855469
3 4 25 5,875 59375 3,8125 3 4,117188
3,5 4,71875 -0,25 7,125 6,4375 4,609375 3,5 4,800781
4 3 -7,5 7 5,1875 3 4 3,03125
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Q =-2x +12x* —=20x +8.5
dx

y= -0,5x* +4x* =10x* +8,5x +1

Metoda Rungego-Kutty
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Metoda R-K rzedu IV

Metoda ta jest najbardziej popularna wsrod metod RK.
Wz6r na catkowanie réwnania r6zniczkowego ma postaé:

1
Vi =i +g(k1 +2k, +2k; +ky)h (3.16)
kl :f(xjayi)
1 1
kz :f(xi +Eh;yi +§k1h) (3.17)
1 1
ky = f(x +5h’yi +Ek2h) (3.18)
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k, = f(x;, +hy, +k;h) (3.19)

1

! i I

I [ T ky

' i

|

1 | :

I h "

I | 1

Xi Xi2 Xis1 x

Rys. 1. Graficzne przedstawienie metody RK IV rzgdu

Metody RK rzedu V (Butcher 1964)

W metodzie RK V rzgdu wzér na calkowanie ma postac:

Von = 9,4 o (T + 32k, +126, + 32K+ Th (3.20)

Im wyzszy rzad metody tym wigksza jej doktadno$¢.
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