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1. Motywacja 

W płytach warstwowych stosowanych w budownictwie najcz��ciej wyst�puj� 

dwie zewn�trzne okładziny o niewielkiej grubo�ci i du�ej wytrzymało�ci na 

rozci�ganie i �ciskanie oraz rdze� o znacznej grubo�ci i małej g�sto�ci. Z uwagi na 

rosn�c� popularno�	 płyt z rdzeniem poliuretanowym, wła�nie ten typ płyty stał si� 

głównym tematem rozprawy. Zgodnie z teori� płyt warstwowych [1, 10] w mi�kkim 

rdzeniu istotn� rol� odgrywaj� tylko napr��enia �cinaj�ce, które maj� praktycznie 

stały rozkład na grubo�ci płyty. W zwi�zku z tym dla wyznaczenia no�no�ci płyty z 

uwagi na rdze� podstawowe znaczenie ma wytrzymało�	 na �cinanie oraz moduł 

Kirchhoffa materiału rdzenia GC. Omawiany typ płyt charakteryzuje si� mał� 

sztywno�ci� na �cinanie. Dlatego moduł Kirchhoffa rdzenia ma istotny wpływ na 

ugi�cia płyt. W literaturze mo�emy spotka	 ró�ne pozycje opisuj�ce struktur� oraz 

parametry fizyczne pianek [4, 6]. Wielu autorów podejmowało badania 

eksperymentalne, aby wyja�ni	 zachowanie si� tych materiałów i sposób ich 

niszczenia [5, 8, 9]. 

Mo�na wyró�ni	 dwa główne cele eksperymentalnych bada� płyt warstwowych. 

Jednym z nich jest szybka i wiarygodna ocena parametrów mechanicznych całej 

płyty potrzebna do monitorowania jako�ci produkcji, atestacji płyt i ustalania zalece� 

projektowych. Drugim celem jest identyfikacja parametrów mechanicznych 

materiałów składowych płyty. Parametry te s� wykorzystywane w modelach 

numerycznych umo�liwiaj�cych wiarygodn� symulacj� komputerow�. W przypadku 

płyt warstwowych wszystkie badania eksperymentalne, równie� te okre�laj�ce 

parametry materiałowe rdzenia, wykonuje si� na próbkach zawieraj�cych wszystkie 

warstwy płyty. W postanowieniach normowych dotycz�cych płyt warstwowych z 

mi�kkim rdzeniem [11] zaleca si� stosowanie metod bazuj�cych na pomiarze ugi�cia 

w testach zginania. Niestety metody te prowadz� do ró�nych wyników identyfikacji 

parametrów materiałowych. Pomimo licznych pozycji literaturowych dotycz�cych 

tej klasy zagadnie� nadal brakuje informacji wyja�niaj�cych te rozbie�no�ci i 

wskazuj�cych metod� poprawnego wyznaczania modułu Kirchhoffa materiału 

rdzenia. Istnieje zatem potrzeba prac nad metodyk� eksperymentalnych bada� płyt, 

gdy� stosowane metody nie daj� wystarczaj�co precyzyjnych wyników.  
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2. Cel i teza pracy 

Celem rozprawy jest krytyczna analiza powszechnie stosowanych metod 

identyfikacji parametrów materiałowych poszczególnych warstw płyty typu 

„sandwich” z cienkimi okładzinami oraz zaproponowanie ulepszonych metod 

eksperymentalnego badania tych płyt. 

Teza pracy jest nast�puj�ca:  

istnieje mo�liwo�� podniesienia dokładno�ci powszechnie stosowanych 

metod badania płyt przy zachowaniu ich prostoty, a tak�e mo�liwo�� 

zastosowania nowych, ulepszonych metod. 

Badania eksperymentalne prowadzono na płytach warstwowych z okładzinami 

gładkimi i liniowanymi oraz mi�kkim rdzeniem z pianki poliuretanowej. Zakłada si�, 

�e podczas eksperymentów zachodz� warunki pozwalaj�ce stosowa	 liniowe zwi�zki 

fizyczne i geometryczne. W celu uzyskania dodatkowych informacji modelowano 

wszystkie rodzaje testów przy wykorzystaniu MES.  

3. Model belki warstwowej o cienkich okładzinach 

W przypadku płyt warstwowych, z uwagi na stosunkowo gruby i podatny rdze�, 

nale�y uwzgl�dnia	 wpływ sił �cinaj�cych na lini� ugi�cia płyty. Przy spełnieniu 

okre�lonych warunków, satysfakcjonuj�ce wyniki uzyskuje si� stosuj�c teori� 

belkow� Timoshenki uogólnion� na przekroje warstwowe. Na tej teorii bazuje 

powszechnie stosowany model belki warstwowej o cienkich okładzinach 

wykorzystywany do wyznaczania przemieszcze�, sił wewn�trznych i napr��e�. 

Przyjmuje si� nast�puj�ce zało�enia: 

- materiały wszystkich warstw s� liniowo-spr��yste, jednorodne i izotropowe, 

- przekrój po odkształceniu pozostaje płaski, ale jego punkty nie pozostaj� na 

normalnej do odkształconej osi podłu�nej, 

- obowi�zuje teoria pierwszego rz�du, 

- okładziny s� cienkie i wzajemnie równoległe, co pozwala na przyj�cie stałych 

napr��e� normalnych na grubo�ci okładziny (rys. 1c), 

- moduł Younga materiału rdzenia EC jest mały w porównaniu do modułu EF 

okładzin (EC /EF = 5 MPa / 210000 MPa ≅ 2,4
10-5  � σxC ≅ 0), dlatego pomija 

si� napr��enia normalne w rdzeniu; w konsekwencji zakłada si�, �e rozkład 

napr��e� �cinaj�cych w rdzeniu jest stały na grubo�ci płyty (rys. 1d), 
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- zwa�ywszy bardzo mał� grubo�	 okładzin w stosunku do grubo�ci rdzenia 

(t / dC = 0,5 / 100 = 1 / 200) pomija si� wpływ ich napr��e� postaciowych 

σxz = σzx na przemieszczenia płyty (rys. 1e); w zwi�zku z tym mo�na przyj�	, 

�e przekroje okładzin pozostaj� po odkształceniu płaskie i prostopadłe do osi 

ka�dej z nich. 

 

Rys.1 Rozkład napr��e� normalnych i stycznych w belkach warstwowych z mi�kkim 
rdzeniem i cienkimi okładzinami 

Dla obci��enia poprzecznego q oraz ró�nicy temperatury �T wywołuj�cej 

krzywizn� pocz�tkow� � otrzymujemy zale�no�ci ró�niczkowe ugi�cia w i 

odkształcenia postaciowego płyty �: 
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gdzie BS jest sztywno�ci� belki na zginanie wynikaj�c� z cech geometrycznych 

przekroju i modułów spr��ysto�ci EF okładzin, GC jest modułem Kirchhoffa 

materiału rdzenia, AC jest polem przekroju rdzenia, natomiast AF1 i AF2 oznaczaj� 

pola przekroju odpowiednio okładziny górnej i dolnej. 

Wzory na napr��enia wyst�puj�ce w przekroju uzyskuje si� po odpowiednim 

podziale sił przekrojowych na okładziny i rdze�: 
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gdzie B jest szeroko�ci� belki, indeks dolny F oznacza, i� rozpatrywany symbol 

dotyczy okładzin, a C odnosi si� do rdzenia (ang. Facing, Core). 
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4. Metody eksperymentalnych bada� płyt warstwowych 

W literaturze opisuje si� wiele ró�nych testów prowadzonych na płytach 

warstwowych z mi�kkim rdzeniem, w tym równie� bada� maj�cych na celu 

wyznaczanie modułu Kirchhoffa materiału rdzenia [2, 3]. Szczegółowy opis 

zalecanych eksperymentów dla rozpatrywanej klasy płyt znajduje si� w normie [11]. 

Moduł GC wyznacza si� metodami po�rednimi, na podstawie testów prowadzonych 

na płytach. Polegaj� one na pomiarze ugi�cia w testach zginania, wykonywanych na 

płytach o ró�nych klasach rozpi�to�ci (płyta krótka, płyta długa). Ugi�cie to analizuje 

si� stosuj�c model obliczeniowy belki warstwowej, pozwalaj�cy na rozdzielenie 

wpływów zginania i �cinania 

.SB www +=  (5) 

Składowe wB i wS maj� �cisłe rozwi�zania analityczne dla danego schematu 

obci��enia oraz podparcia płyty. Przykładowo dla płyty warstwowej rozpatrywanej 

jako belka swobodnie podparta, równomiernie obci��ona składowe ugi�cia opisane 

s� wzorami (6) i (7). 
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Cz��	 ugi�cia przypisywana zginaniu wyznaczana jest analitycznie ze wzoru (6). 

Znaj�c z pomiaru do�wiadczalnego całkowite ugi�cie płyty w wyznaczamy ugi�cie 

od �cinania wS z zale�no�ci (5). Nast�pnie przekształcaj�c wzór (7) mo�emy 

oszacowa	 moduł �cinania GC. Eksperymenty tego typu s� prostsze od bada� z 

zastosowaniem metod bezpo�rednich, prowadzonych na wyci�tych z płyty próbkach 

materiału rdzenia, co stanowi ich główn� zalet�. 

Jedn� z metod bezpo�redniego wyznaczania modułu Kirchhoffa jest test �cinania. 

W pracy zastosowano próbk� podwójn� pokazan� schematycznie na rysunku 2. 

Próbk� obci��ano a� do zniszczenia prowadz�c ci�gły pomiar siły F i 

przemieszczenia �rodkowej blachy stalowej w. Zakładaj�c stały rozkład napr��e� 

�cinaj�cych na wysoko�ci przekroju L oraz liniow� zale�no�	 pomi�dzy sił� a 

przemieszczeniem warto�	 modułu �cinania GC wyznaczono ze wzoru (8) 

.
2wBL
Fd

G C
C =  

(8) 

Wymiary D, B i L pokazano na rysunku 2, natomiast dC jest grubo�ci� rdzenia. 
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1   - sztywna płyta stalowa
      (10 x 240 x 550 mm)

2   - próbka z płyty  warstwowej
      (100 x 240 x 500 mm)

 
Rys.2 Test bezpo�redniego �cinania próbki podwójnej 

W trakcie bada� eksperymentalnych zaobserwowano niewielkie zmiany grubo�ci 

próbki w jej górnej i dolnej strefie. Dlatego stanowisko zostało zmodyfikowane 

poprzez wprowadzenie blokady przemieszcze� poziomych na kraw�dziach próbki 

(w pierwszej kolejno�ci blokada dolnych przemieszcze� poziomych, a nast�pnie 

równie� górnych). 

5. Własna metoda wyznaczania modułu Kirchhoffa GC 

Zaproponowana metoda wyznaczania modułu �cinania materiału rdzenia oparta 

jest na pomiarze k�tów obrotu Bernoullego i Timoshenki przekroju płyty w te�cie 

zginania. K�ty mierzono za pomoc� modułów laserowych ML-33S-635-1 

zamocowanych do płyty w sposób pokazany na rysunku 4. Podczas jednego testu 

uzyskiwano informacje odno�nie zachowania si� badanej płyty oraz warto�ci 

parametru GC otrzymanego z dwóch ró�nych metod: z klasycznego podej�cia 

wykorzystuj�cego pomiar przemieszcze� płyty oraz z własnej metody 

wykorzystuj�cej pomierzone k�ty obrotu przekroju. 

Stosuj�c zało�enia klasycznej teorii układów trójwarstwowych oraz rozpatruj�c 

układ warstwowy jako belk� mo�na przyj�	, �e przekrój po obci��eniu przyjmie 

posta	 płaszczyzny A"B" pokazanej na rysunku 3b. Relacj� geometryczn� pomi�dzy 

mierzonymi k�tami obrotu przekroju opisuje zale�no�	 (9) 

,00 αγγ −=  (9) 

gdzie: γ0 – k�t AA' - obrót okładzin (Bernoulli, wpływ M ), α0 - k�t AA" - obrót 

przekroju (Timoshenko, wpływ M +V ), γ - k�t A"A' - obrót na skutek �cinania 

(wpływ V ). 
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Rys.3 Przekrój poprzeczny płyty: a) przed odkształceniem, b) po odkształceniu 

Dla przyj�tych zało�e�, stosuj�c model belki obci��onej sił� skupion� w �rodku 

rozpi�to�ci, moduł �cinania rdzenia mo�na wyznaczy	 ze wzoru (10) 

.
γC

C Bd
V

G =  (10) 

Siła �cinaj�ca V jest wyznaczana zgodnie z przyj�tym schematem statycznym, dla 

siły obci��aj�cej F, dla której zostały wyznaczone k�ty obrotu γ0 i α0. 

Procedura badania 

Zastosowano trzy moduły laserowe pokazane na rysunku 4a. Dwa z nich 

zamocowane s� do okładzin i mierz� k�ty obrotu okładzin γ01 i γ02 - do oblicze� 

brana warto�	 �rednia γ0 = 0,5(γ01+γ02). Trzeci moduł jest poł�czony z obiema 

okładzinami w sposób przegubowy umo�liwiaj�cy pomiar k�ta obrotu przekroju α0. 
�� ��

 
Rys. 4 Aparatura do pomiaru k�tów obrotu przekroju płyty: a) moduły laserowe 

zamocowane na płycie, b) łata geodezyjna z punktami �wietlnymi 
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Znaj�c odległo�	 łaty pomiarowej od laserów ( L1+L2 - rysunek 5) oraz dokonuj�c 

odczytu przyrostów wskaza� laserów na łacie (rysunek 4b), wyznaczono omawiane 

k�ty. Warto�	 modułu odkształcenia postaciowego GC wyznaczono ze wzoru (10). 

Badania wykonywano w temperaturze i wilgotno�ci odpowiadaj�cym normalnym 

warunkom laboratoryjnym. Schemat stanowiska badawczego przedstawia rysunek 5. 

 
Rys. 5 Schemat stanowiska badawczego 

6. Wyniki bada� 

Analizie poddano płyty o okładzinach gładkich oraz liniowanych z rdzeniem z 

pianki poliuretanowej o g�sto�ci 40kg/m3. Przeprowadzono badania na próbkach o 

pełnej szeroko�ci (B = 1,1m) oraz na próbkach z usuni�tymi poł�czeniami 

brzegowymi (B = 1,0m) w celu dokładnego zbadania wpływu zamków na 

zachowanie si� płyty, a tym samym na warto�ci szacowanych parametrów 

materiałowych.  

6.1. Pomiar grubo�ci okładzin  

U�rednione wyniki podano w tablicy 1. 

Tablica 1 Pomierzone grubo�ci okładzin t1 i t2 

Rodzaj okładziny 
t�rbrutto 

[mm] 

t�r(farba+cynk) 

[mm] 

t�rnetto 

[mm] 

t�r(stal+cynk) 

[mm] 

zewn�trzna t1 0,509 0,095 0,414 0,471 
GŁADKA 

wewn�trzna t2 0,508 0,093 0,415 0,471 

zewn�trzna t1 0,510 0,096 0,414 0,474 
LINIOWANA 

wewn�trzna t2 0,510 0,095 0,415 0,468 
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6.2 Wyniki bada� zast�pczego modułu Younga okładziny 

W metodzie eksperymentalnego wyznaczania modułu �cinania GC na podstawie 

testu zginania płyt długich wykorzystuj�cego pomiar przemieszcze�, dominuj�cy 

wpływ na całkowite ugi�cie płyty ma składowa od zginania wB. Warto�	 ta 

wyznaczana jest analitycznie na podstawie przyj�tego schematu statycznego oraz 

parametrów geometrycznych i materiałowych okładziny (stal + cynk). W zwi�zku z 

powy�szym dokładno�	 pomiaru grubo�ci oraz wyznaczenia zast�pczego modułu 

Younga okładziny ma zasadnicze znaczenie. Zale�no�	 (11) pozwala na teoretyczne 

oszacowanie warto�ci zast�pczego modułu Younga warstwy stal + cynk. 

.
cynkustali

cynkucynkustalistali
F tt

tEtE
E

+
+

=  (11) 

Analizie poddano gładk� okładzin� zewn�trzn� (tstali = 0,414 mm - tablica 1, 

tcynku = 0,057 mm ). Dla zało�onych warto�ci modułów Younga stali (210 GPa) i 

cynku (84 GPa) szacowana warto�	 zast�pczego modułu Younga okładziny 

wyznaczona na podstawie wzoru (11) wyniosła 194,8 GPa. Aby potwierdzi	 te 

rozwa�ania przeprowadzono badania do�wiadczalne tego parametru. Otrzymane z 

bada� �rednie warto�ci zast�pczego modułu Younga (tablica 2) opracowane zgodnie 

z [12] potwierdziły szacowan� teoretycznie warto�	 EF. W zwi�zku z tym w 

dalszych analizach uwzgl�dniono grubo�	 okładziny wraz z warstw� cynku i 

odpowiadaj�cy im zast�pczy moduł Younga. 

Tablica 2 Zast�pczy moduł Younga okładziny EF (stal + cynk) wyznaczony 
eksperymentalnie 

Rodzaj okładziny 
Moduł Younga EF

�r 
[GPa] 

zewn�trzna  t1 194,7 
GŁADKA 

wewn�trzna  t2 195,0 

zewn�trzna  t1 193,0 
LINIOWANA 

wewn�trzna  t2 198,7 
 

6.3. Wyniki eksperymentalnych bada� modułu Kirchhoffa materiału rdzenia 

Dla rozpatrywanej klasy płyt zalecane metody wyznaczania modułu 

odkształcenia postaciowego rdzenia bazuj� na pomiarze ugi�cia w testach zginania. 

Badania eksperymentalne przeprowadzone na płytach o grubo�ci D = 98,5mm 
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(dC = 97,56mm, tstal+cynk = 0,471mm) wykazały, �e rekomendowane metody daj� 

ró�ne wyniki dla próbek wyci�tych z płyt o tym samym materiale rdzenia, co 

pokazuje tablica 3.  

Tablica 3 Moduł �cinania GC z testów normowych 

GC [MPa] 
Testy zginania 
pomiar ugi�� w 

Rodzaj 
okładziny tstal=0,414mm 

Estal=210GPa 

tstal+cynk=0,471mm 

Estal=210GPa 
tstal+cynk=0,471mm 

EF=195GPa 
1 2 3 4 5 

Płyta krótka 
ZgK100-w 

Gładka  
bez zamka 
B = 0,1m 

3,34 3,31 3,33 

Płyta krótka  
ZgKZ-w 4,74 4,69 4,72 

Płyta długa  
ZgDZ-w 

Gładka  
z zamkami 
B = 1,1m 5,32 4,12 4,73 

 

Kolumna 3 przedstawia wyniki modułu �cinania oszacowane zgodnie z 

zaleceniami normowymi tyko dla okładziny zło�onej z warstwy stali i jej modułu 

Younga. Warstwy cynku s� pomijane. Rozbie�no�ci w warto�ciach GC dla płyt z 

zamkami s� rz�du 12%. Kolumna 5 pokazuje wyniki przy prawidłowo przyj�tym 

u�rednionym module EF. W momencie uwzgl�dnienia powłoki cynkowej jako 

warstwy współpracuj�cej i maj�cej wpływ na sztywno�	 gi�tn� płyty BS uzyskano 

dobr� zgodno�	 dla płyt długich i krótkich o pełnej szeroko�ci B (z zamkami). Wyniki 

przedstawione w kolumnach 3÷5 wyra�nie pokazuj�, i� precyzyjne wyznaczenie 

grubo�ci okładziny i jej modułu Younga ma du�e znaczenie w przypadku płyt długich, 

gdzie udział wB w całkowitym ugi�ciu płyty jest du�o wi�kszy ni� cz��	 wywołana 

�cinaniem. W przypadku płyt krótkich otrzymane rozbie�no�ci zwi�zane z 

wyznaczeniem sztywno�ci BS s� pomijalne. Dodatkowo obserwujemy, �e warto�ci 

otrzymane z próbek o pełnej szeroko�ci s� o ponad 40% wy�sze od wyników 

uzyskiwanych z testów na próbkach w�skich (bez zamków). 

W celu wyja�nienia wpływu stosowanej metody badawczej, liniowania okładziny 

oraz zamków na warto�	 szacowanego parametru GC zaplanowano i wykonano szereg 

bada� eksperymentalnych obejmuj�cych zarówno testy normowe, jak i własne metody 

badawcze wykorzystuj�ce testy zginania, �cinania i skr�cania. W tablicy 4 zestawiono 

�rednie warto�ci modułu �cinania GC uzyskane z wszystkich przeprowadzonych 

typów testów.  
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Tablica 4 Wyniki bada� modułu �cinania GC z testów zginania 

GC 
Rodzaj testu Rodzaj 

okładziny [MPa] 

ZgK100-w Gładka 
B 
 0,1m 3,33 

ZgKZ-w 4,72 

ZgDZ-w 4,73 

ZgDZ-γγγγ, 

Gładka 
z zamkami 
B = 1,1m 

4,71 

ZgK-w 3,81 

ZgD-w 3,85 

ZgD-γγγγ 

Gładka 
bez zamków 

B 
 1,0m 

3,77 

ZgK-w 3,79 

ZgD-w 3,88 

Testy zginania 

ZgD-γγγγ 

Liniowana 
bez zamków 

B 
 1,0m 

3,78 

Bezpo�rednie 
�cinanie �cinanie - γγγγ Gładka 

bez zamków 3,01 

Skr�canie Skr�canie-ϕϕϕϕ Gładka 
bez zamków 2,67 

 
Przeprowadzone badania z zastosowaniem ró�nych metod identyfikacji 

parametrów rdzenia wykazały, �e metody te prowadz� do ró�nych warto�ci GC.  

Test zginania na płycie o pełnej szeroko�ci wraz z zamkami daje mo�liwo�	 

obserwacji zachowania si� rzeczywistej konstrukcji. Jednak do identyfikacji 

parametrów materiałowych rdzenia nale�y stosowa	 próbki bez zamków lub 

wprowadzi	 współczynniki koryguj�ce wpływ zamków na sztywno�	 płyty. W testach 

zginania płyt długich na ugi�cie płyty wi�kszy wpływ ma człon od zginania ni� od 

�cinania. W tym przypadku wa�n� rol� odgrywa precyzyjne wyznaczenie grubo�ci 

okładzin oraz ich modułów Younga w celu dokładnego uwzgl�dnienia sztywno�ci 

gi�tnej płyty BS, co wykazano w tablicy 3. Na warto�	 modułu Younga stali a tym 

samym równie� BS mo�e mie	 tak�e wpływ walcowanie stali. Wszelkie odchyłki w 

parametrze BS silnie wpływaj� na ugi�cie a tym samym na wynik identyfikacji 



                                                           Autoreferat 12 

parametru GC. Tej wady pozbawiona jest zaproponowana metoda wyznaczania 

modułu Kirchhoffa na podstawie k�tów obrotu przekroju płyty.  

W płycie o małej rozpi�to�ci prz�sła dominuje �cinanie rdzenia. Ten test jest wi�c 

atrakcyjny dla badania efektów �cinania i modułu GC. W przypadku bada� na 

próbkach o pełnej szeroko�ci B zastanowi	 si� jednak trzeba nad zasadno�ci� 

stosowania teorii belkowej przy stosunku wymiarów płyty L / B 
 1. To zagadnienie 

oraz analiza uzyskanych rozbie�no�ci w warto�ciach modułu Kirchhoffa uzyskanych z 

testu zginania na płytach krótkich (próbki w�skie B = 0,1m, próbki szerokie B = 1m) 

zostan� przeanalizowane za pomoc� stworzonego modelu numerycznego. 

6.4. Analizy numeryczne  

Parametry materiałowe płyty warstwowej wyznaczone na podstawie ró�nych 

eksperymentów wprowadzono do zbudowanych modeli numerycznych symuluj�cych 

wykonane testy identyfikacyjne z uwzgl�dnieniem wymiarów próbek oraz warunków 

podparcia i obci��enia. Symulacje te miały na celu oszacowanie parametrów 

materiałowych płyty za pomoc� modelu 3D. Pozwoliło to na sprawdzenie metod 

identyfikacji modułu �cinania wykorzystuj�cych modele 1D i 2D oraz 

przeanalizowanie przyczyn otrzymanych rozbie�no�ci warto�ci GC.  

Zginanie płyty krótkiej 

Okładziny o grubo�ci t = 0,471mm modelowano jako materiał idealnie spr��ysto-

plastyczny o zast�pczym module Younga 195 GPa, współczynniku Poissona 0,3 i 

granicy plastyczno�ci 280MPa, wykorzystuj�c 4-w�złowe elementy MES S4R z 

kwadratow� funkcj� kształtu i zredukowanym całkowaniem. Rdze� o grubo�ci 

dC = 97,56mm modelowano jako materiał izotropowy, liniowo spr��ysty o module 

Kirchhoffa otrzymanym z bada� eksperymentalnych oraz współczynniku Poissona 

0,05. Zastosowano elementy o�miow�złowe typu C3D8R z liniow� funkcj� kształtu. 

Na styku poszczególnych warstw wprowadzono wi�zy typu TIE, które zapewniaj� 

zgodno�	 przemieszcze� i obrotów. Podpory płyty modelowano jako pasma sztywne 

(tzw. rigid bodies) o szeroko�ci b = 100 mm. Zało�ono, i� podpora lewa ma 

ograniczone wszystkie trzy przesuwy oraz obroty wokół osi 1 i 3 (x i z). Podpora 

prawa ma mo�liwo�	 przesuwu po kierunku osi 1. Rozpatrzono dwa przypadki 

ró�ni�ce si� tylko szeroko�ci� analizowanej płyty. Przykład 1 dotyczy płyty o 

B = 1,0 m (test ZgK-w - płyta bez zamków o okładzinach gładkich). Przykład 2 

analizuje płyt� w�sk� o szeroko�ci B = 0,1 m. Pozostałe parametry geometryczne, 
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materiałowe oraz warunki brzegowe s� identyczne dla obu zada�. Przykład 1 

dokładnie odwzorowuje badanie do�wiadczalne i wyniki numeryczne zostan� 

porównane z eksperymentem. Natomiast przykład 2 ma posłu�y	 do przeanalizowania 

zasadno�ci stosowania modelu belki Timoshenki w eksperymencie zalecanym przez 

norm�. Modelowan� płyt� poddano dwóm równomiernie rozło�onym pasmom 

obci��e� o warto�ci q = 50,05kN/m2 na całej szeroko�ci próbki. Na rysunku 6 

pokazano rozkład przemieszcze� pionowych dla obu analizowanych przypadków.  

a)  

 

b) 

 

Rys.6 Rozkład ugi�cia: a) płyta o B = 1,0 m, b) płyta o B = 0,1 m 

Tablica 5 Warto�ci ugi�cia w �rodku rozpi�to�ci prz�sła – model numeryczny 

WYNIKI 
Szeroko�� próbki D 

[mm] 

L0 

[mm] 

q 

[kN/m2] 

GC 

[MPa] w 
[mm] 

δ 
[%] 

B = 1,0 m 1 4,21 

B = 0,1 m 2 
98,5 888 50,05 3,81 

4,14 
1,69 

Analizuj�c ugi�cia w �rodku rozpi�to�ci prz�sła (miejsce usytuowania czujnika 

pomiaru ugi�	 w trakcie eksperymentu), mo�emy zauwa�y	, �e ró�ni� si� one o 

δ = 1,69%. St�d wnioskujemy, �e w przypadku rozpatrywanych płyt warstwowych z 

rdzeniem z pianki PUR, dla zastosowanego schematu podparcia i obci��enia przyj�ta 

szeroko�	 próbki nie ma du�ego wpływu na globaln� odpowied� badanej konstrukcji. 

Oznacza to, �e równie� szacowane warto�ci modułów �cinania rdzenia GC z testów 

zginania na obu rodzajach próbek powinny dawa	 zbli�one wyniki. Jednak badania 

wykazały, �e warto�	 modułu �cinania z testów na szerokich próbkach jest o 15% 

wy�sza w odniesieniu do testów na próbkach w�skich. Co powoduje tak du�e 

rozbie�no�ci i która z tych metod daje poprawne wyniki? Aby odpowiedzie	 na to 
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pytanie dokonano porównania zachowania si� modelu numerycznego z 

eksperymentem (płyta szeroka). Wyniki tych analiz przedstawiono w tablicy 6. 

Tablica 6 Warto�ci ugi�cia w �rodku rozpi�to�ci prz�sła – porównanie wyników 
modelu numerycznego z eksperymentem 

WYNIKI 
 B 

[m] 

L 

[m] 

q 

[kN/m2] 

GC 

[MPa] w 
[mm] 

δ 
[%] 

Eksperyment 3,81 4,27 

Model numeryczny 

1,0 0,9 50,05 

3,81 4,21 
1,43 

 

W przypadku eksperymentu podana warto�	 ugi�cia w = 4,27mm została 

skorygowana o pomierzone zgniecenie rdzenia na podporze. Symulacje numeryczne 

dla GC = 3,81 MPa daj� ugi�cie w = 4,21mm. Otrzymujemy zatem dobr� zgodno�	 z 

eksperymentem. Przeanalizowano wpływ korekty zwi�zanej z pomiarem zgniecenia 

rdzenia na podporze na warto�	 modułu �cinania dla próbek szerokich. Dla próbki bez 

zamków, z gładkimi okładzinami pomierzona warto�	 ugi�cia w �rodku rozpi�to�ci 

prz�sła dla F=10kN wynosiła w = 4,615 mm (po korekcie w = 4,271mm), a moduł 

�cinania miałby warto�	 GC = 3,51MPa. Widzimy zatem, �e pomini�cie wpływu 

zgniecenia rdzenia na podporze w przypadku płyt krótkich skutkuje zani�eniem 

warto�ci GC o ponad 8%.  

Mo�emy zatem powiedzie	, �e poprawne wyniki modułu �cinania materiału 

rdzenia z testu czteropunktowego zginania płyty krótkiej uzyskamy tylko wówczas, 

gdy badana próbka b�dzie pozbawiona zamków, a przy szacowaniu GC uwzgl�dnimy 

warto�	 zgniecenia rdzenia na podporze. 

Bezpo�rednie �cinanie 

Okładziny, rdze� i sposób poł�czenia warstw modelowano podobnie jak w 

opisanym wy�ej przykładzie. Trzy stalowe blachy o grubo�ci 10 mm modelowano 

wykorzystuj�c 4-w�złowe elementy S4R. Rozpatrzono dwa warianty podparcia. W 

pierwszej kolejno�ci przyj�to, �e próbka ma zablokowan� mo�liwo�	 przesuwu po 

kierunku osi 3 w miejscu dolnej podpory - rysunek 7a. Aby uzyska	 odpowied� 

modelu dla tych samych warunków jak w eksperymencie model obci��ono sił� 

F = 7,14 kN oraz przyj�to moduł �cinania materiału rdzenia GC = 2,93 MPa. Dla tak 

modelowanej próbki wykonano test numeryczny szacuj�c moduł GC w ten sam sposób 
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jak w te�cie do�wiadczalnym. Nast�pnie przeprowadzono test numeryczny dla próbki 

z zablokowanym przesuwem górnym (rysunek 7b) dla danych F = 7,14 kN i 

GC = 2,93 MPa oraz F = 7,24 kN i GC = 3,01 MPa. Otrzymane wyniki przedstawiono 

w tablicy 8. 

 

Rys.7 Schemat bezpo�redniego �cinania na próbce podwójnej 

Tablica 8 Warto�ci przemieszczenia w oraz GC – porównanie wyników modelu 
numerycznego z eksperymentem 

Warto�ci zało�one WYNIKI 
 

F 
[kN] 

GC 
[MPa] 

w 
[mm] 

GC 
[MPa] 

Eksperyment 7,14 - 0,987 2,93 
Blokada dołem  Model 

numeryczny 
7,14 2,93 1,104 2,63 

Eksperyment 7,24 - 0,983 3,01 

7,24 3,01 1,062 2,77 
Blokada dołem 

i gór� Model 
numeryczny 7,14 2,93 1,076 2,70 

Analizuj�c otrzymane wyniki mo�emy zauwa�y	, �e model numeryczny wykazuje 

tak� sam� wra�liwo�	 na przyj�te warunki brzegowe jak próbka do�wiadczalna. 

Wprowadzenie dodatkowej blokady przesuwu gór� zarówno w te�cie do�wiadczalnym 

jak i numerycznym wpłyn�ło na zwi�kszenie szacowanego parametru o � = 2,7%. 

Du�e rozbie�no�ci obserwujemy jednak w otrzymywanych warto�ciach 

przemieszcze�. W analizowanym przypadku model numeryczny daje wy�sze warto�ci 

przemieszcze� w ni� eksperyment, co skutkuje ni�szymi warto�ciami modułu �cinania 

GC. W przypadku modelu z zablokowan� mo�liwo�ci� przesuwu w miejscu podparcia 
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(dołem) ró�nica ta wynosi � = 11,4%. Zablokowanie przesuwu górnego zmniejszyło t� 

ró�nic� do � = 8,7%, ale jej nie wyeliminowało. Na rysunku 8a pokazano rozkład 

napr��e� stycznych �23 w rdzeniu próbki. Natomiast rysunek 8b pokazuje rozkład 

napr��e� normalnych �33.  

a) 

 

b) 

 

Rys.8 Rozkład napr��e� w te�cie bezpo�redniego �cinania z zablokowanym 
przesuwem poprzecznym górnej i dolnej kraw�dzi 

Pami�tamy, �e wzór (8) odnosz�cy si� do omawianego testu został wyprowadzony 

przy zało�eniu, �e w przekroju rdzenia wyst�puj� tylko napr��enia styczne a ich 

rozkład na całej wysoko�ci próbki jest równomierny. Z uwagi na warunki równowagi 

na brzegach próbki wyst�puje jednak zaburzenie tego stanu. Analizuj�c rysunek 8 

widzimy, �e lokalne zaburzenia wyst�puj� w strefach brzegowych, si�gaj�cych około 

4cm z ka�dej strony. Dodatkowo przeprowadzono szereg symulacji maj�cych na celu 

sprawdzenie wpływu rozmiaru siatki MES. W przypadku przemieszcze� i modułu 

�cinania wielko�	 siatki nie ma znaczenia. 

Zatem mo�na powiedzie	, �e metoda bezpo�redniego �cinania na próbce 

podwójnej daje zani�on� warto�	 modułu �cinania GC. Aby wyja�ni	 przyczyny tego 

zjawiska wykorzystano podstawy energetyczne. Przy liniowej zale�no�ci pomi�dzy 

sił� a przemieszczeniem otrzymamy równanie pracy sił zewn�trznych (12) oraz 

całkowit� energi� wła�ciw� (13): 

,
2

)5,0( wF
W =  (12) 

� �+=
V V

dVdVU .
2
1

2
1 σετγ  (13) 
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Przyrównuj�c (13) do pracy sił zewn�trznych i wprowadzaj�c � = G �, � = E � oraz, 

przyjmuj�c, �e rozkład napr��e� stycznych jest stały na wysoko�ci próbki 

otrzymujemy zale�no�	 (14)  

�+=
V

C dV
EFw

G
wBL
Fd

G .
2

2

2σ
 (14) 

W przyj�tym układzie współrz�dnych pokazanym na rysunku 7, � oznacza 

napr��enia �cinaj�ce �32 = �23, natomiast � - napr��enie normalne �33. 

Pierwszy człon równania (14) dokładnie odzwierciedla wzór (8) na moduł �cinania 

w tradycyjnym podej�ciu. Druga cz��	 równania jest warto�ci� dodatni� i jest 

pomijana w konsekwencji upraszczaj�cego zało�ena, i� w przekroju wyst�puj� tylko 

napr��enia styczne. Powoduje to niedoszacowanie GC wyznaczanego na podstawie 

metody bezpo�redniego �cinania próbki podwójnej. Wielko�	 tego niedoszacowania 

zale�y zarówno od parametrów materiałowych rdzenia jak i wymiarów badanej 

próbki. Mo�na zatem wyci�gn�	 wniosek, �e wzór (8) jest zbyt uproszczony i 

powoduje zani�anie warto�ci GC. 

7. Podsumowanie  

W niniejszej pracy przedstawiono metody prowadzenia bada� płyt warstwowych z 

mi�kkim rdzeniem. Szczególn� uwag� po�wi�cono metodom identyfikacji 

parametrów materiałowych tego typu konstrukcji zalecanym przez normy oraz 

znanym z literatury. Zaproponowano własn� metod� wyznaczania modułu �cinania 

materiału rdzenia opart� na pomiarze k�tów obrotu przekroju płyty w te�cie zginania. 

Ma ona t� przewag� nad metodami tradycyjnymi, �e mierzy si� bezpo�rednio k�ty 

obrotu przekroju ko�cowego, które s� zwi�zane ze �cinaniem. Unika si� ewentualnych 

bł�dów, zwi�zanych z wyznaczaniem modułu Younga okładziny oraz sztywno�ci 

okładziny BS. 

Przeprowadzono liczne badania eksperymentalne. W celu uzyskania dodatkowych 

informacji przeprowadzono symulacje komputerowe wszystkich rodzajów testów przy 

wykorzystaniu MES. Pozwoliło to sformułowa	 i przedstawi	 wnioski ko�cowe wraz 

z praktycznymi wskazówkami dotycz�cymi metod eksperymentalnych bada� płyt 

warstwowych z cienkimi okładzinami.  
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8. Wnioski ko�cowe  

Przeprowadzone badania eksperymentalne oraz symulacje komputerowe 

pozwalaj� na sformułowanie nast�puj�cych wniosków: 

1. Identyfikacj� modułu Kirchhoffa GC z testów zginania nale�y wykonywa	 na 

próbkach z obci�tymi poł�czeniami brzegowymi lub zastosowa	 odpowiedni 

współczynnik koryguj�cy. W przypadku analizowanych płyt współczynnik 

ten ma warto�	 K = 0,807. 

2. Przy pomiarze grubo�ci okładziny nale�y uwzgl�dni	 ochronne powłoki 

antykorozyjne oraz wyznaczy	 zast�pczy moduł Younga.  

3. W przypadku testów zginania, szczególnie dla próbek o małej rozpi�to�ci, w 

identyfikacji modułu �cinania rdzenia GC nale�y uwzgl�dni	 zgniecenie 

rdzenia na podporach.  

4. Mikroprofilowanie okładzin nie ma wpływu na mierzone ugi�cia płyty w 

te�cie zginania. W zwi�zku z tym nie zaburza szacowanej warto�ci modułu 

�cinania GC wyznaczanej na podstawie testu zginania płyty. 

5. Zaproponowana metoda identyfikacji GC bazuj�ca na pomiarze k�tów obrotu 

przekroju przy podporze płyty ma podobne zalety prostoty testu jak metoda 

tradycyjna (pomiar w), lecz pozbawiona jest jej wad (wnioski 2 i 3). 

Przy zastosowaniu wskazanych wy�ej zasad przy identyfikacji GC w testach 

zginania na podstawie pomiaru ugi�	 lub k�tów obrotu otrzymuje si� wystarczaj�co 

dokładne wyniki. Nie ma potrzeby stosowania prób skr�cania lub bezpo�redniego 

�cinania, które to testy wi��� si� z du�� trudno�ci� przygotowania próbek.  

Za oryginalne elementy przeprowadzonych bada� mo�na uzna	: 

- wyja�nienie przyczyn rozbie�no�ci wyników identyfikacji modułu Kirchhoffa 

rdzenia GC, uzyskiwanych z ró�nych rodzajów bada�, 

- zaproponowanie własnej metody identyfikacji modułu Kirchhoffa materiału 

rdzenia dla płyt warstwowych bazuj�cej na pomiarze k�tów obrotu Bernoullego 

i Timoshenki przekroju płyty w te�cie zginania ze �cinaniem, 

- oszacowanie wpływu zamków na zachowanie si� płyt warstwowych i 

zaproponowanie współczynnika koryguj�cego K dla modułu �cinania 

wyznaczonego na podstawie testów zginania na płytach o szeroko�ci B, 
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- wykazanie konieczno�ci stosowania zast�pczego modułu Younga okładzin 

(stal + warstwy cynku) i oszacowanie bł�dów w identyfikacji GC oraz w 

analizie statycznej płyt, gdy warstwa cynku jest pomijana. 

Kierunki dalszych bada�:  

- wykonanie bada� dla rdzenia nieci�głego np. wełny mineralnej, 

- opracowanie ogólnej metody uwzgl�dniania wpływu zamków na no�no�	 płyt, 

ugi�cia i wyniki identyfikacji GC z uwzgl�dnieniem ró�nego typu płyt i zamków. 
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