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MECHANIKA BUDOWLI 4

ROWNANIE PRACY WIRTUALNEJ

Rozdzial ten pos§wigcony jest wyprowadzeniu twierdzenia o pracy wirtualnej,
przygotowanej. W dalszej jego czg$ci omowimy praktyczne zastosowanie tego twier-
dzenia.

Stowa kluczowe: praca wirtualna, przemieszczenie wirtualne

1. TWIERDZENIE 1
1.1. Twierdzenie

Jezeli na uktad dziata obciazenie rzeczywiste spetniajace (warunki rowno-
wagi), to obciazenie zewngtrzne wykonuje na przemieszczeniu wirtualnym prace
rowna pracy uogolnionych sit przekrojowych na wirtualnych odksztalceniach
(na wirtualnych przemieszczeniach wewngtrznych).
1.2. Interpretacja

Przyjmujemy dowolny uktad pozostajacy w rownowadze

p()

Rys.1.2.1. Rzeczywisty model uktadu pretowego, obciazony rzeczywistymi sitami
p(x) pod wptywem, ktérych doznaje przemieszczen
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Rys.1.2.2. Ten sam uktad ale z wymuszonym przemieszczeniem wirtualnym ;(x)
(kinematycznie dopuszczalnym)

L,=L,

L_ - praca wszystkich rzeczywistych sit czynnych obciazajacych uktad oraz
biernych pracujacych na przemieszczeniach wirtualnych (wymuszonych
kinematycznie)

L,, - praca wszystkich sit wewngtrznych rzeczywistych na odksztalceniach

wirtualnych (na wirtualnych przemieszczeniach wewngtrznych)

> [ peu(od+ > R, =

U - — — il
= Z gN(x)e(x)dx +JS'M(x))((x)dx +JS'KT(x)y(x)de a2

przy czym:

e = Yoo =M Y=L
e =22 XM= YW= 2

1.3. Wyprowadzenie

Przyjmujemy dowolny pret (Rys.1.3.1.) o dlugosci skonczonej I i koncach
1,k oraz dowolnie obciazony sitami zewnetrznymi p(x):
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i —

i ! k

Rys.1.3.1.

Wyobrazmy sobie nastepnie bardzo maty fragment tego preta o dhugosci dx
(Rys.1.3.2.). Dzialaja na niego sily uogoélnione wewngtrzne przyjmujace
dowolna kombinacj¢ normalnych, tnacych i momentow.

e
M(x) M(x)+dM(x)
M(x) (—6 dy %N(x}+dﬂf{x}
Tix) Tix1+&T(x)
dx
Rys.1.3.2.

Upraszczajac  obliczenia sprowadzamy t¢ sytuacje do nastgpujacych
przypadkow:

1) Zaktadamy, ze dowolne obciazenie preta sila p(x) powoduje powstanie
tylko sit biernych poziomych Q; i Qy, wobec czego na nasz element dx bedzie
dziatata tylko uogoélniona sita normalna (podtuzna, osiowa) N(x) (Rys.1.3.3.):
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pix)
& (—\_/‘ Oy,
i i K
px)
MN(x) -——— —= A+ AN 2
dx
Rys.1.3.3.

Zapisujac rownanie rownowagi dla tego elementu (tzn. w kazdym punkcie tego
preta) otrzymujemy zapis:

ZX =00 N(x)+dN(x)-N(x)+ p(x)dx =0

dN(x)+ p(x)dx =0/ :dx

dN(x)

dx

Nastgpnie wprowadzamy do tego preta pewne wirtualne przemieszczenie
(Rys.1.3.4.), zgodne z dziataniem uogolnionych sit normalnych. Pamigtajmy, ze
musi ono spetni¢ warunek kinematycznej dopuszczalnosci, musi by¢ niezalezne
od wszelkich obciazen zewngtrznych oraz od czasu, male w poréwnaniu z

+p(x)=0 (1.3.1)

wymiarami preta i ciagte. Przyjmiemy jego warto$¢ rowna: O ;(x)

- Suix) -
i . i "
t m_;?—f'
I
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Rys.1.3.4.
Pomnozmy rownanie (1.3.1) obustronnie przez Ou(x)i scalkujmy w granicach

odx=0dox=L

w + p(x) %E(x) =0

jéﬁu)[‘g—ff’” + p(0)3
dN(x)
J'5u() 0 dx+J'5u(x)p(x)dx 0 (132)

aby obliczy¢ catke: J'5u( X)———= N (x) dx skorzystamy z calkowania przez czgsci,

zdv =zv— (vdz
| |

z= 5;()6) dv = @dx
X
gz = 40u) y= IdN @) g = N(x)
dx dx

d (5u(x))

j5()dN(x)‘5()N()/0 ) D
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Roéwnanie (1.3.2) uzyska wigc postac:

Su(N()/, IN() (5“(")) o+ J'p(x)au(x)dx 0

N,6u, - N,ou, IN( )d(‘s”’("))

dx +Ip(x)5u(x)dx 0

0.us - 0.1.)+| [t = jN( 1 20U

Znaki wynikaja z tego, ze znak dodatni sity Ny jest przeciwny do
zatozonego dodatniego Q; a znak dodatni sity Ny jest zgodny z

zatozonym dodatnim Q, (Na rys 1.3.5. przyj¢to zasade zgodnosci
dodatnich zwrotow sit Q; i Qi oraz przemieszczen im odpowiada-

jacych)

(1.3.3)

& i kO

—= I, ———— =

Rys.1.3.5. Znakowanie
/
Q. ur +Q,u; +J'p(x)5u(x)dx = J'N(x)s(x)dx (1.3.4)
0 0

0, i + 0, i - calkowita praca sit zewngtrznych (biernych) na

przemieszczeniach wirtualnych
I p(x)0 L_t(x)dx - catkowita praca sit zewnetrznych (czynnych) na
0
przemieszczeniach Wirtualnych

J.N( 3 d0ux) d(5u(x))

wnetrznych (normalnych) na odksztatceniach wirtualnych (na wirtual-
nych przemieszczeniach wewngtrznych)

_J'N (x)E (x)dx - calkowita praca sit we-
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Wobec oznaczen:
!
L. =Q,ur +Qu; +J'p(x)5u(x)dx
0

o /

L, = '([N(x)g(x)dx
mamy: -
L,=1L, (13.5)
Whiosek:
>0 o+ > Pu; + X2 (X)un (x)dx = jN(x)E(x)dx

Warto zaznaczy¢, ze we wzorze tym nadal obowiazuja zaleznosci
fizyczne odpowiadajace stanowi wirtualnemu:

NE)
EA

(1.3.6)

£(x) =

2) Zaktadamy, ze dowolne obciazenie preta sita p(x) powoduje powstanie
sit biernych pionowych T; i Ty, wobec czego na nasz element dx bedzie dziatata
uogoblniona sita tnaca (poprzeczna) T(x) (Rys.1.3.6.):

P pix) I
& i M

?: ) TF;

plx)

T(x) T(x)+ dT(x)

ax

—_
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Rys.1.3.6.

Zapisujac rownanie rownowagi dla tego elementu (tzn. w kazdym punkcie tego
preta), otrzymujemy:

Z Z=0
—T(x)+T(x)+dT(x)+ p(x)dx =0
dT(x)+ p(x)dx =0/dx
A4 pxy =0
dx (1.3.7)

Nastegpnie wprowadzamy do tego preta wirtualne przemieszczenie (spetniajace te
same warunki, co wcze$niej) zgodne z dziataniem uogdlnionych sil poprzecz-

nych (tnacych), o niezerowej warto$ci rownej: 5;()6)

i T k

'l_’;i JL_/'// 5;(x:, \.l‘;s;

Rys.1.3.7.
Pomno6zmy rownanie (1.3.7) obustronnie przez Ov(x)i scalkujmy w granicach
odx=0dox=L

CHT (x) N

PO =0 .

Stosujac przeksztatcenia jak wczesniej z tym, ze w catkowaniu przez czgsci be-
dzie:

‘v:T(x)‘
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d (5 V(X))

5v(x)T(x)/ J’T( xX)———=dx +J’p(x)5v(x)dx 0

d (5V(X))

T5VL(X) T5vO(x) IT( X) dx +Ip(x)5v(x)dx 0

Tk ( Tv )+J'p(x)5v(x)dx J'T( )M

Znaki wynikaja z tego, ze znak dodatni sity T jest przeciwny do zatozo-
nego dodatniego T; a znak dodatni sity T} jest zgodny z zatozonym do-
datnim Ty (Na rys 1.3.8. przyjeto zasade zgodnosci dodatnich zwrotow
sit T; i Ty oraz przemieszczen im odpowiadajacych)

(1.3.9)

I k

g 5|

Rys.1.3.8. Znakowanie

Tovi +Tv + | P(x)Ov(x)ds = IT(x)y_S,(x)ds

Wobec oznaczen:
1

L =T.vi +Tv + i p(x)Ov(x)dx
0

L, = (T(x)y, (x)dx

ey~

mamy:

& |
h

(1.3.10)
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Whiosek:
!
> Tvi+y Bvity q,(0va(x)dx = [T(@)y,, (x)dx
7 7 n 0

gdzie:

Yo =KY (1.3.11)
Warto zaznaczy¢, ze we wzorze tym nadal obowiazuja zaleznosci fi-
zyczne odpowiadajace stanowi wirtualnemu:

- T(x)

y(x)=—-—=

EA
3) Zaktadamy czyste zginanie tzn. dowolne obciazenie preta m(x) powodu-

je powstanie tylko sit biernych w postaci momentoéw zginajacych M; i My, stad
na nasz myslowo wycigty element bedzie dziatat tylko uogdlniony moment
zginajacy M(x) (Rys.1.3.9.):

X
i, M,
(=)
mix)

M© )

M) +dM(x)

adx

Rys.1.3.9.
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Zapisujac rownanie rownowagi otrzymujemy:
Z M =0
M(x) =M (x)—dM(x)+m(x)dx =0
—dM (x) + m(x)dx =0/(—dx)
M) _ vy =0

dx (1.3.12)
Postepujac analogicznie jak w poprzednich przypadkach, wprowadzamy wirtual-
ne przemieszczenie zgodne z dzialaniem uogoélnionych momentow zginajacych

o warto$ci rownej: O a(x)

Rys.1.3.10.
Pomno6zmy roéwnanie (1.3.12) obustronnie przez 0¢(x)i scatkujmy w granicach
odx=0dox=L
[H¢ YR
Hix m(x)%d)(x)—o (1.3.13)

Stosujac przeksztatcenia jak wezesniej z tym, ze w catkowaniu przez czesci be-
dzie:

|v =M (x)|
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i

5P (x)M(x) [, + IM(x)de - Im(x)c?a(x)dx =0

l

M,3¢,(x)— M0 ,(x)+ J'M(x)mdx - Im(x)aa(x)dx =0

d(5¢(x)) W

~M$, =M@, - [m(x)0 (x)dx = jM( NS (1)

Znaki wynikaja z tego, ze dodatni moment M jest zgodny z zatozonym
dodatnim momentem M; a dodatni moment My jest przeciwny do zatozone-
go dodatniego My (Na rys 1.3.11. przyjeto zasade zgodnosci dodatnich
zwrotow M; i My oraz przemieszczen im odpowiadajacych)

G

Rys.1.3.11. Znakowanie

M, +MB,+ J'm(x)5¢(x)dx jM( 290 4,
(1.3.14)
M §,+M$, + ;mmaa(x)dx = IM(X)}WX
Wobec oznaczen:
Lo=M§, +M$, +[m(x)5p(x)dx
Ly = [M(x)x (x)dx
0 (1.3.15)
mamy:
L =L,
Whniosek:
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ZM_,Ej + XP,@ +> 4, ()@, (x)dx :IM(x)}(x)dx (1.3.16)

Warto zaznaczy¢, ze we wzorze tym nadal obowiazuja zaleznosci fi-
zyczne odpowiadajace stanowi wirtualnemu:

M (x)

X ==

4) Zaktadamy, ze dowolne obciazenie preta p(x) powodujg powstanie do-
wolnych sit biernych w postaci uogdlnionych sit poziomych, pionowych i
momentow zginajacych (Rys.1.2.9.):

pix)
M, M, .
« a5
| _

i
T

rix)
Mix) Mx) +dM ()

Nix) N{x)+ dN(x)
Tix) T(x)+dT(x)

\ fx

Rys.1.3.12.
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Zapisujac rownania rownowagi dla tego elementu (tzn. w kazdym punkcie tego
preta), otrzymujemy:

zX:OD
SY=00
D M=00 (1.3.17)

jak wezesniej z tym, ze moment od sit tnacych pomijamy, gdyz ramig
tych sit jest bliskie zeru.

Podsumowujac: korzystajac z zasady superpozycji dokonujemy sumowania po-
wyzszych rozwiazan:

SRA Y Pu; + S 4. ()u(x)dx =

= Z %N(x)gdx + ‘S[KT(x))_/dx + ‘S[M(x)}dxg

O (1.3.18)

praca sit zewngtrznych = praca sit wewngtrznych na
na przemieszczeniach wirtualnych odksztatceniach wirtualnych
gdzie:

z RA, - catkowita praca sil biernych (reakcji) na przemieszcze-

g it
niach (osiadaniach) wirtualnych

z P u; - calkowita praca sil skupionych na przemieszczeniach
wirtualnych

Z q, (x);(x)dx - calkowita praca obciazen ciagtych na przemiesz-

czeniach wirtualnych
Warto zaznaczy¢, ze we wzorze tym nadal obowiazuja zaleznosci fi-
zyczne odpowiadajace stanowi wirtualnemu:

M , ;/(x):@ , }(x)zm

£(x) =
EA EA EA
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1.4. Przyklad
Obliczy¢ pionowa reakcje w punkcie R, belki przedstawionej na
Rys.1.4.1.

W, @ ® 3 ® o)
M1 T
IR, tRe="7 IR,
: L : a : b . < .
Rys.1.4.1.

Narzucamy mozliwe przemieszczenie wirtualne, o jednostkowej wartosci w punk-
cie R; (Rys. 1.4.2)).

5=1 x=0 P
WN ®
e Be 5
— L + a 4, b < -
Rys.1.4.2
Z proporcji otrzymujemy:

us e, h_I*a
u, b 1

— +a —_c¢c— _¢ a

u =BZ—B Us = —Uy =— +—B

Ol 0o STp T bhO 10 (1.4.1)

Zapisujemy rownania prac wirtualnych dla danej belki:
Lz=V,0+H WO+R,O+V, [0+ Pl
Ly =100=0 (14.2)
Praca sit wewnetrznych jest rowna zeru gdyz:
- M =0 - belka to bryta sztywna wigc nie doznaje krzywizn (tzn. jej prze-
mieszczenia opisuje funkcja liniowa, ktorej pochodna wynosi zero)
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dM
- T=0-jezeliM=0to T =——=

dx
- N =0 - nie uwzgledniamy wplywu sit poziomych na przemieszczenia
pionowe
Po poréwnaniu prac otrzymujemy:
—_pls
Ry ==P= (1.4.3)

a po podstawieniu odpowiednich wartosci otrzymujemy szukana wielkos¢:

c a
R, =-P<H+44
: b0 10O (1.4.4)
Whiosek:
Ten sam wynik otrzymaliby$my korzystajac z ,,klasycznych” réwnan row-

nowagi.

2. TWIERDZENIE 2

2.1. Twierdzenie 2

Jezeli na uklad dzialta dowolne zewnetrzne obciazenie wirtualne,
spetniajace warunki réwnowagi to wykonuje ono prace na rzeczywistych
przemieszczeniach (wywotanych przez rzeczywiste obcigzenie zewngtrzne)
réwna pracy wirtualnych sit przekrojowych na rzeczywistych odksztalceniach
(na rzeczywistych przemieszczeniach wewngtrznych).

2.2. Interpretacja

Dotychczas korzystali§my z twierdzenia, ze sily zewnetrzne wykonywaly
prace na wirtualnych przemieszczeniach. Teraz zrobmy odwrotnie tzn. stworzmy
rzeczywisty model uktadu (Rys.2.2.1.), a nastgpnie obciazmy go sitami wirtual-
nymi (pomyslanymi) (Rys.2.2.2.) i obliczmy rzeczywiste przemieszczenia nasze-
go uktadu pretowego. Musimy przy tym zaznaczy¢, ze wirtualne obciazenie spet-
nia warunki statycznej dopuszczalno$ci, jest niezalezne od obciazen
zewngetrznych rzeczywistych i czasu, a zarazem jest obciazeniem stosunkowo
malym oraz ciaglym (przynajmniej raz r6zniczkowalnym).
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P) lrr ——--%
,f J ()
i !
F !
/ N
Rys. 2.2.1. Rzeczywisty model uktadu pretowego, obciazony rzeczywistymi sitami
p(x) pod wptywem, ktérych doznaje przemieszczen

M /)
717

Rys. 2.2.2. Ten sam uktad, ale obciazony sita wirtualna I_J(x) pod wplywem, ktorej

doznaje przemieszczen wirtualnym 2(X)

L,=L,
(2.2.1)

L_ - praca sil wirtualnych pracujacych na rzeczywistych przemieszczeniach
(tzn. wytworzonych przez rzeczywiste obciazenia zewngtrzne)

L,, - praca wszystkich wirtualnych sit wewngtrznych pracujacych na rzeczywi-

stych odksztatceniach
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> [pu(ds+ 5 R, =

0— — — H
= Z gN(x)s(x)dx +‘!’M(x))((x)dx +!’KT(x)y(x)dx% (222)

Przy czym:
e =220y =2y ="
stad:
> [Peu@@ds+ 5 R, =
_<OnN (x)N (x) M (x)M (x) KT (x)T (x)
- NN (SO KT,

gdzie: (2.2.3)

Z Ri A , - catkowita praca wirtualnych sif biernych (reakeji) na

przemieszczeniach (osiadaniach) rzeczywistych

z I;(x) u(x)dx - catkowita praca wirtualnych obciazen na rze-

n g

czywistych przemieszczeniach

N(x) - funkcja sit normalnych wywotana od obciazenia ze-
wnetrznego (rzeczywistego)
N(x) - funkcja sit normalnych wywotana od obciazenia wirtualnego

T(x) - funkcja sil poprzecznych wywolana od obcigzenia
zewngtrznego (rzeczywistego)
T(x) - funkcja sit poprzecznych wywotana od obciazenia wirtualnego

M(x) - funkcja momentéw wywotana od obciazenia zewngtrznego
(rzeczywistego)
M (x) - funkcja momentow wywotana od obciazenia wirtualnego
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2.3. Wyprowadzenie
Dowod tego twierdzenia mozna pomina¢, dokonujac formalnej zmiany in-
terpretacji czynnikow iloczynow podcatkowych w rownaniu 1.

2.4. Przyklad 1
Obliczy¢ przemieszczenie pionowe punktu A belki wspornikowej przed-
stawionej na (Rys.2.4.1.a) oraz kat obrotu w potowie rozpigtosci tej belki:

@) Ly
g F
P o i
X
| . L | L |
gl -
M(x) ‘ : M (x)

Rys.2.4.1. a) belka wspornikowa obciazona sita rzeczywista q i z odksztatceniami u

b) ta sama belka obciazona wirtualng sita F
Najpierw dokonujemy obliczen sit wewnetrznych w uktadzie rzeczywistym

2
-_9*
M(x) === 2.4.1)
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Nastepnie dana belke obciazamy wirtualng sita P =1 [-] (Rys.2.4.1.b)
i ponownie obliczamy wartosci sit wewngtrznych

M(x)=-x0
(2.4.2)
Rownania prac wirtualnych przyjma wigc postac:
Lz=u,0+R[0
10k ﬂ
I
) EJ (2.4.3)
Korzystajac z twierdzenia drugiego, zapisujemy:
L
1= 2
u,l=[———=—dx
I EJ (2.4.4)

Po scatkowaniu i przeksztatceniu otrzymujemy nast¢pujacy wynik:

_ g 4" _a
2EJ 4 8EJ (2.4.5)

W celu obliczenia kata obrotu tej belki zamiast jedynkowej sity P = 1[-] przy-

kladamy jedynkowy moment M = 1 [-] w polowie jej dtugosci (Rys 2.4.2.) i po-
nownie obliczamy warto$ci sit wewnetrznych:

U,
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: . EZH{G%J
Mix)=
I— i:>x<%f>

Rys.2.4.2. Belka wspornikowa obciazona jedynkowym momentem wirtualnym

Postepujac jak w przypadku pierwszym korzystamy z twierdzenia drugiego:

g

_ 1 !
1}, =— _ JqT dx

EJ 2 (2.4.6)

oOoOod

Po scatkowaniu i przeksztatceniu otrzymujemy nastgpujacy wynik:

13
3
58 o
__ 14! (2.4.7)

= eE 48EJ
Minus w wyniku koncowym wskazuje nam na to, ze belka ta obroci si¢ w druga
strong niz zatozylismy.

2.5. Przyklad 2

Obliczy¢ przemieszczenie pionowe w punkcie A tuku o przekroju koto-
wym, przedstawionym na (Rys.2.5.1a).
Dane:

r=>5m, K:% VZ%, M . =50 kN Un (patrz Rys.2.5.1)

0° kN, 0,4, =200 MPa =20000° — N sy
m

=205 GPa=20501
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=L —g6s7500° k—]\;
2(1+v) m
M M
T, 20, a:|—2’“m W:|—€’“:250,0D]0'6 m’
w O 4op

3
=" 07854 R0 R=3|— " =683002 m
4 0.7854 (2.52)

Przyjelismy: R = 0,069 m stad:
4
A=mR*=150007" m*, I= R 0,7854 R* =17800007* m*
4 (2.5.3)

Reasumujac w zadaniu przyjete zostaly nastepujace wielko$ci:
A=15000" m*, 1=1780007° m*,
kN

2

E=20500° k—]\zf G =7687500°
m m 2.54)

Ponownie stosujac t¢ sama metode, przyktadamy jedynkowa sil¢ wirtualna w
punkcie A tuku (Rys.2.5.1b)
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B) | -

g=4 1
X
¥ M
2 ____.

M‘p:_gy M=-1x

Tp=—gycosp T=-1lcosg
\ \

Ny=gxsn @ N=—1sin @

Rys.2.5.1.a) tuk obciazony sila rzeczywista q z przemieszczeniem punktu A réwnym v ,
b) tuk obcigzony jedynkowa silg wirtualng

W celu utatwienia sobie obliczen przyjmujemy biegunowy uktad wspotrzednych
(Rys.2.5.2.).
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0
Yl = xy) X
7
.
Pl
@
¥
Rys.2.5.2. Przyjecie uktadu biegunowego
Sin¢:£ X:l"Sil’l¢
r
;e
cosp =—— y=r—-rcos¢ =r(l—cos¢g)
r
ds _ B
7—d¢ ds=d¢r 2.55)
Stad:
2
__ 9V __49 » 2 - -
M, == === (1= cosp) M =-10=-1(2 sing
T,=—qycos¢p =—gcosp r(l—cos¢) T =-1¢os¢
N,=gxsing =qrsin’¢ N =-15Ein¢ (2.5.6)

Korzystajac z drugiego twierdzenia o pracy wirtualnej uzyskamy:
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- 12
lv, —E! sin @
+LE—iEin¢ rsin’g rdg +
78 B
- ir: I d
+ K _
GA-Or [¢os¢ [-gcosd r (1—cos@p)] rdd
‘3 27
v, = 2qEJo0r sing (1-cos¢)’ do — cLd Is1n¢ de +
qu 22 )
J' os“¢ (1-cos¢) d¢ (2.5.7)
0
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cos¢p =t z

[E]

*j’sin(]ﬁ(l—costl))2 d¢ =|-singde =di| = —I(l—t)zdt = —j'(l—Zt +1%)dt =
0 sing d¢ = —dt 0 0

[E]

S~

: 26 F
=G+ ==
2 3

n

oh\ [

(1—t2)dt % %

oh\ [~

Bl @@m

1 ] 1
= H—cos +cos’ ¢ —=cos’ ﬁ =A =—
O ¢ ¢ 3 ¢|:P 3

n cosg =t

sin’g d¢ = J'sm¢sm ¢ dop = Ismqb(l cos ¢)d¢ —sin@ d¢ =dt| =

singdg =—d

E—cosqﬁ +;cos3¢§=K =§

us

”“chos2 ¢ (1-cos¢)d¢ :ICOSZ(P d¢ +J2'cos3 ¢ d¢p =K

3
* *‘[cos2 pdp =
0

I

e
"
\

n

1+cos2¢ _

n

g

0

1+cos2¢d¢ Br¢+fs1n2 @:

n

2 sing =¢ 2
os’pdp =- cos¢( 1 —sin ¢)d¢ =- (l—tz)dt=
-0[ I cos¢ d¢ =dt -0[
H— 1 3@ . 3,2 2
=0t+-r [ =-sing+—sin" ¢/ =K =-=
ity ¢ ¢/ 3
e T2 _ 142
4 3 12
4 2 2
y, =4 g ke d%:0,11419—0,00002+o,00001:

2EJ] 3 EA 3
=0,11418 m =11,42 cm

Whiosek:
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W zginanym tuku decydujacy wplyw na przemieszczenia maja momenty zas
wplyw pozostatych sit wewngtrznych mozemy pomina¢ (tatwiej pret zgiaé niz
na przyktad $cisna¢ czy rozciagnac)
2.6. Przyklad 3
Dla uktadu kratowego przedstawionego na (Rys.2.6.1.) obliczy¢:

a) pionowe przemieszczenie punktu i

b) kat obrotu preta Sy (obrot cigciwy ik)

c) wzajemny obrot pretow Sy 1 Syp (Wzajemny obrdt cigciw)

d) skrocenie preta Sy (zblizenie punktow k, 1)

Wzor: o
T N; N,
190, = A
9, z«/ EA, Zf (2.6.1)
Dane:
E =205 GPa =20500° k—]f 0 4, =200 MPa =20000° k—]\;
m m (2.6.2)
F 3 $ 3 {
—y B 1 0 k I 0 [Em]
125 L
0 u ol |,
-100
s [ 0, 1
)_1"" " ok c
o =| 1 00KN

Rys.2.6.1 Kratownica z obciazeniem rzeczywistym
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Oup 20, a:@ﬂ 4, =N

adop

125

Ay =———=62500"m’
20010

A=mnr’0Or = A
T

1y =1,41007 m
Przyjelismy: ry, =1,50 07 m stad: A, =17,07 00~ m?

100
A =—"
M 200007
7y =1,260007 m
Przyjelismy: 7,, =1,300007 mstad: A,, =531007 m*

=5,00007" m?

75
A, =——
4 20000°
r,; =1,09007 m (2.6.3)
Przyjelismy: 7, =1,10007 mstad: 4, =3,80 007" m”

=3,75007" m?

Reasumujac w zadaniu przyjete zostaty nastepujace wielkos$ci:

E =205 GPa =20500° k—]\; 04, =200 MPa =20000° k—]\zf
m

m
A, =7.07007 m?, 4,,=53100" m*, 4, =38000" m* (6.4

Politechnika Poznanska® Kopacz, Lodygowski, Pawlowski, Plotkowiak, Tymber



WYKLADY Z MECHANIKI BUDOWLI 29
ROWNANIE PRACY WIRTUALNEJ

ad. a)
W celu obliczenia pionowego przemieszczenia punktu i, przyktadamy w tym

punkcie jedynkowa, pionowa site wirtualng (Rys.2.6.2)

[ ! [m]
o
b— B it k H 0 ]
= 1 )
]
0l |4
A
—-075 o 0,
T
Py I T C
V'a'= 1

Rys.2.6.2 Kratownica z obciazeniem wirtualnym

0,75005(3 1000 [4 1,2502505 -
= -+ -+ — = L1200 m
E 3,800 E[3,3100 E 17,0700 (2.6.5)

10,

ad. b)
W celu obliczenia kata obrotu preta Sy (obrot cigeiwy ik), przyktadamy w kon-
cach tego preta parg sit wirtualnych, ktore razem tworza moment jedynkowy

(Rys.2.6.3)

= 33 [m]
025 B 05 1m=uk,25 0 o
0 T, 0
il 0 0
= I:I__ 4=h
025 —i075 i i o,
_ - T
2 =075 C
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Rys.2.6.3 Kratownica z obciazeniem wirtualnym

_ 02500503 000004 N 002503

10, = ) -4 .
E[3,800 E 033100 E[,0700
—@ =7,000*rad
EH,,
ad. ¢)

30

(2.6.6)

W celu obliczenia wzajemnego obrotu pretow Sgy 1 Skp (Wzajemny obrot cigciw)

przyktadamy w koncach kazdego z tych pretow parg sit wirtualnych, ktore

razem tworza moment jedynkowy (Rys.2.6.4)

1i1=033 1iL=0,33
= L=3
— = [m]
B 1iL=0,33}1/=0,33 b
b— — — -
-025 k -025
10 04 04z
= S
i M o 1 o,
m T
] c

Rys.2.6.4 Kratownica z obcigzeniem wirtualnym

0,420025 (5

W = 18,0 DIO_4rad

ll:(kaD =

Politechnika Poznanska®

Kopacz, Lodygowski, Pawlowski, Plotkowiak, Tymber

(2.6.7)



WYKLADY Z MECHANIKI BUDOWLI 31
ROWNANIE PRACY WIRTUALNEJ

ad. d)

W celu obliczenia skrocenia preta Sy (zblizenie punktow k, 1) przyktadamy w
koncach tego preta, wzdhuz jego kierunku, parg sit wirtualnych, jedynkowy
(Rys.2.6.5)

X 3 : 3 ]
p——o— — L Do,
0 W -1
| ] 0 0l |4
A ] o 1 o,
T
B a c

lv,==———=0m (2.6.8)
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