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MECHANIKA BUDOWLI §

UWZGLEDNIENIE WPLYWU TEMPERATURY, OSIADANIA
PODPOR I BLEDOW MONTAZOWYCH W ROWNANIU PRACY
WIRTUALNE].

1.1. Krétko o podporach sprezystych.

Pod nazwa podpor sprezystych rozumiemy takie, ktore przemieszczaja si¢ pod
wplywem wystepujacych w nich reakcji wprost proporcjonalnie do ich wartosci. Oto
dwa przyktady podpor sprezystych (rys.1.1):

]

W przypadku podpory pierwszej (rys.1.1a)
pod wptywem reakcji R sprezyna ulegnie skroceniu-
R zaobserwujemy osiadanie podpory. Druga za$
bl podpora (rys.1.1b) to podpora podatna na obrot-tym
razem zaobserwujemy obrot podpory wywotany
V(M—g wystepujacym w niej momentem podporowym.
Sprezyna z rys.l.la moze by¢ modelem
preta podporowego.
Rys.l.1aib

Przyktad:
Zatdozmy, ze w naszej podporze (rys.l.2)
pod wplywem dziatania sity normalnej N, pret o

dhugosci poczatkowej [ ulegnie skroceniu o Al
Zgodnie z prawem Hooka mozemy zapisac, ze:

n o N (L.1)
7 ETH
R Z powyzszego zwiazku otrzymujemy proporcjonalng
zalezno$¢ migdzy sita dziatajaca na pret a jego
skroceniem (badz wydhuzeniem):

Rys.1.2

Politechnika Poznanska® Kopacz, Lodygowski, Pawlowski, Ptotkowiak, Tymper



WYKEADY Z MECHANIKI BuDOwLI 2
‘WPLYW TEMPERATURY I BLADOW, SPOSOB WERESZCZEGINA- MOHRA OBLICZANIA CALEK

P ] M (1.2)
Al =NLf gdzie: EH [N]
Iub inacze;j:
N _ 1 VO (13
Al =— K=—
K gdzie: / E;E

przy czym:
-to tzw. sztywno$¢ podpory-jest to warto$¢ sity jaka nalezy przylozy¢ do
podpory by zmieni¢ jej dtugosé o jednostkowe wydtuzenie.

/ -to tzw. podatno$¢ podpory-jest to wartos¢ wyrazona w jednostkach
dtugosci, ktora stanowi wynik dziatania sity jednostkowe;.

1.2. Wplyw temperatury.

Dowolny uktad moze doznaé odksztatcenia pod wptywem dziatania okreslone;j
temperatury. Jezeli wszystkie wtdkna doznaja tego samego ogrzania moéwimy o tzw.
ogrzaniu rownomiernym je$li za§ temperatura zréznicowang o tzw. ogrzaniu
nierbwnomiernym.

Zatézmy, ze mamy pret o przekroju jak na rysunku (rys.1.3) poddany dziataniu
pola dodatniej temperatury, przy czym temperatur¢ w widknach dolnych oznaczad

. t
bedziemy przez Ly , temperaturg przy widknach goérnych przez £.

tootg
| SRy T
g (I
Y N ) e T — T T+ "N
L
| | | | |
Tgq o Ta—To

Rys.1.3
Zgodnie z zasadg superpozycji zastapilismy pole temperatury dwoma polami, z

czego pierwszy okresla nam Lo -temperaturg w §rodku cigzkosci przekroju. Wyznaczmy
ja
* dla przekrojow niesymetrycznych :

zgodnie z twierdzeniem Talesa mamy:
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(1.4)

Ly —t, hg
—==-=10 -t =h \t, -t
td _tg hd (0 g)]d g(d 0)

A R A A

0 = =

+
czyli: hd hg h
; :tg (b, +1, Ulg ti, Uzg —t, Uzg
0
lub inaczej: h
h
t, =t, +7de —tg)
»  dla przekrojow symetrycznych :

hoto 1o, _ ‘IQ—) (1.5)

—=—Ut-t, ==\ 1

t,—t, 2 2

t, tt
t, = :
2

Zastanéwmy sig teraz jaki efekt da rownomierne ogrzanie.

t, =t L .. .
Przy ¢ 4 wiokna dolne jak i gorne doznaja jednakowego wydtuzenia (badz
skrocenia), wracajac zatem do rdwnania pracy wirtualnej w ktorym jednym z czlondéw
jest catka :

I (1.6)
J’Nl}:t Ldls
0

(przy czym przez & rozumiemy odksztatcenie wywolane temperatura) i uwzgledniajac
to, ze:

A(ds)=ds G, I\t = ds [, [{t, —1,) = ds (@&, [ (1.7)
gdzie:
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ds o dtugosé¢ poczatkowa odcinka preta

a , . - . .
 -wspotczynnik rozszerzalno$ci termiczne;j

At=t, -1, -roznica temperatury obecnej i temperatury montazu ( UWAGA!

w dalszej czgséci rozwazan oznaczana jest ona przez t )

_ A(ds) (1.8)
ds

to po uwzglednieniu powyzszych zaleznosci (1.7 i 1.8) nasza calka (1.6) przyjmuje
postac:

&

I (1.9)
[N, G s
0

1 wyraza wplyw rOwnomiernego ogrzania.

Natomiast przy ogrzewaniu preta temperatura zroznicowana (u nas la > tg ),
dojdzie do wydtuzenia wtdkien dolnych przy jednoczesnym skroceniu gornych, czego
wynikiem bedzie powstanie krzywizny (rys.1.4).

W réwnaniu pracy wirtualnej mamy:

r___ (1.10

)
11

tym razem jednak, krzywizna nie jest wywotana
dzialaniem momentu, lecz réznicg temperatur. Jezeli
zatem przez:

4 _oznaczymy dlugo$¢ widkien dolnych

& - dlugos¢ wiokien gornych,
to zmiang ich dtugosci mozemy wyrazi¢ zwiazkami:
Rys.1.4

AL, =ds o, Qt, —t,) (1.11)
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Al, =dsta, e, —t,) (1.12)

o o dp )

przyjmujac jednocze$nie ze, to zmiana kata i:
Al - (1.13)

dg = 4 &

h
to po uwzglednieniu powyzszych zaleznosci (1.11, 1.12) otrzymujemy:

a, [ (1.14)

dp, =———"Lds

gdzie:
At =t, -t <
a nasza calka (1.10) przyjmuje postac:
(1.15

1
—a, [At
J’M d}’— ds )
4 h
i wyraza wplyw nierdbwnomiernego ogrzania.

1.3. Ré6wnanie pracy wirtualnej.
Zapiszemy teraz rdwnanie pracy wirtualnej uwzgledniajac wszystkie wptywy (takze
te powyzsze z punktu 1.11 1.2).

Jezeli przez P rozumiemy sily skupione, P rozktad sit, v(x) -przemieszczenie
pionowe to rownanie pracy przyjmuje postac:

J';(x) Oh(x) + ZFE&@ + ZEK A, )(1.16
Z%’M% a, mt%’S-FIN%HJ BE"S*‘ITG—G'SD
+ZR, R, O, +
1142 43

gdzie:
Rx 4o reakcje wirtualne w podporach o wymuszeniach kinematycznych
Rj -reakcje wirtualne w podporach sprezystych

Rj -reakcje w podporach sprezystych wywolane obciazeniem rzeczywistym
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K -znane przemieszczenia (osiadanie podpodr)

a _czton uwzgledniajacy tzw. bledy montazowe. Jest to suma po n-punktach, w
ktorych owe bledy wystepuja. Moga by¢ one spowodowane mala precyzja
wykonania poszczegdlnych elementdéw konstrukcji, lub ich ztym
zamontowaniem. Przypus¢my np. , ze w dowolnej kratownicy

zamontowaliSmy zbyt krotki pret. Jezeli b, to wartos¢ wielkosci

okreslajacej blad montazowy, to nasz iloczyn B b, wyraza¢ bedzie prace,
jaka wykona sita w tym precie na odeinku rownym dlugosci o jaka owy pret
jest za krotki. Wielko$cia okreslajaca btad montazowy moze by¢ takze kat:

d¢ w przypadku nie uzyskania w danym punkcie zadanego kata (czyli
takiego jaki chcieliSmy uzyskac). Wtedy nasz iloczyn wyrazaé¢ bedzie prace
momentu na kacie rownym roznicy kata rzeczywistego i zadanego.

2.SPOSOB WERESZCZEGINA-MOHRA OBLICZANIA CALEK

Zauwazmy, ze w rownaniu (1.16) wystepuja catki z iloczynu dwoch funkcji
(np. M DV[p). W przypadku, gdy obie sa ciagle, a jedna z nich jest liniowa w
okreslonym przedziale, to catke z ich iloczynu mozna obliczyé w prosty sposob,
korzystajac z wykresow tych funkcji.
Shuszne jest twierdzenie:

il Jesli w pewnym przedziale okreslone sa
dwie rozne funkcje ciagte, z ktorych co najmnie;j
jedna jest liniowa, to calka z ich iloczynu rowna jest
iloczynowi pola wykresu funkcji krzywoliniowej

b przez rzgdna wykresu liniowego wystgpujaca pod
DR B srodkiem cigzko$ci wykresu krzywoliniowego.
n Niech £ (x) jest funkcja krzywoliniowa,

r])i fb) za$ n(x) liniowa. Woweczas:
.

@.1)

}_)(h . b
o 3 IF(x) H(x) Lilx = Q [,
Rys.2.1

Dowéd:
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zgodnie z tw.(2.1) mozemy zapisac:

[F) @00t =Q

(2.2)

ale:
_ n, =1,
Ny="n. bT Es
stad po podstawieniu do wzoru (2.2) otrzymujemy:

IF(x) E@ m, =N, DCEEVX IF(x) ), il + )

J’”bl”aDcEF(x)wx N, + 1 "N qF(x)DcDb’x—

Q”’a”wmﬁ) :Qr’a+Qd7h;7r’aDCO:

Ql,

-n, 0
Q[@a+—nb 1'7 5, 5=am,

S - to moment statyczny pola Q wzgledem punkty 0.

c.n.d
Wréémy do przykladu z wczesniejszego wykladu, gdzie obliczalismy

przemieszczenie pionowe punktu A belki jak na ponizszym rysunku (rys.2.2a).

al Otrzymali$my, ze Uy (przemieszczenie) wynosi:

1 . _q* 74 2.4)

S “TRmEO

! ‘M(X): ¢ Mozna je wyznaczy¢ w znacznie prostszy

_“Cﬂjﬂ@ ! sposob!
b){ : Wykreslmy wykresy momentdéw dla naszej

. belki przy obciazeniu r()wnqu (rys.2.2a)oraz przy

A‘_ | obcigzeniu sila wirtualng rowna 1(l'ys.2.2b). Jezeli

3 1 ‘M[x]:jx Ne to rzgdna funkcji liniowej odpowiadajaca

Yﬂ potozeniu $rodka cigzkosci C pola wykresu
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krzywoliniowego-, to  szukane przemieszczenie
Wynosi:

y _ Rys22 ﬁ = g (2.5)
Y bup 2 H4  8EO

1 [2° 3
=—ofl— n, =21
gdzie: 3 2, 4 Otrzymali$my wigc, wynik identyczny z
wynikiem gdy dokonywalismy calkowania(2.4).

2.1. Pola powierzchni figur.
*  $rodki cigzkosci figur(rys.2.3) :

ﬁ —
Y1/3nm IWZh

A
i C. GLTEERENS
! | I3/10n x ‘ L ye

Rys.2.3
. 2
Srodek cigzkosci a)trojkata, b)prostokata, c)pola wykresu Ax

d)pola wykresu krzywoliniowego Ax"

e pola powierzchni
-wykresy prostoliniowe
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Figure trapezowa dzieli si¢ zazwyczaj na odpowiedni prostokat i trojkat,
wzglednie- dwa trojkaty(rys.2.4):

M S
‘ ]b Zaktadajac, iz pierwszy wykresto 7, drugi M
to zgodnie z twierdzeniem(2.3) mozemy zapisac, ze:
. { .
. — | | (2.6)
: Iwaws:—muﬂDH—w@
2 B 3 0

[d lpodle+iaf
2 B 3D

1/3d

o

~

Nalezy takze pamigta¢ o uwzglednieniu znaku!(patrz

Rys.2.4 przyktad ponizej rys.2.5).

T Ik . —=1 1»

Rys.2.5

-wykresy krzywoliniowe
Przy wykresie symetrycznym jak na rysunku(rys.2.6) pole wykresu wynosi:

l " 2.7
f
gdzie:
g 72 (2.8)
f =
Rys.2.5

Zastanowmy sig, ile wynosi pole wykresow
krzywoliniowych przy potozeniach jak na rysunku
ponizej(rys.2.6):
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2.9
ZMa_azﬂ —gGEG-M,_ =0 29
2 2
M :ﬂaz+ﬂﬁ COS¢ :lzim x:x'd_
2 2 : ' X A

a-a
ale:

=l bl cl
q [}
CITTITITITIIITIT]
7 Yo
. q . ;
L - % | h] | — A
. i B . ‘
L

Rys.2.6
_ 2
Ma—o{ = 9 = +ﬂ X = x'd:
2 2 po podstawieniu za /
— 12
Ma—u = ql} 22 +ﬂ|3c'd_ xvzluv
2 2 ' 4. 2
-q " O vk —q 2 .10
M -1 Eﬂ—mﬂﬂ [.|]_ —_4 ZEll—D'2+ )
x':El' 2 Z' [Q |:| 2|]| 2 2 l'
quh ' _qm2+qu2_qu2
20 2 8 4 2
Pole wynosi zatem:
ﬁ 2.11
3 3 8

Dla obciazenia jak na rysunku b) (rys.2.6b):
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M, M, x .

Po wykorzystaniu trzech rownan rownowagi: z 4 Z B z wiemy, ze:
h? -
=0 _ V=l
20 H,=qlh 20

B
zatem:

zMa—a = _VA B+HA@_qg}%g;_Ma—a :0

_ q 2__]72 —
M, =-V,G+H, b-10°=—0GG+qaI-10
a 4 4 2 201 7 2

h h
tgg =§D y=tgd tgd :7D y=756

ale:

X [
cosp =—0 x=cosp A'=—-0xk . s
X' IR AP =170 B =17
wigc po podstawieniu otrzymujemy::

_ QVZ _l2 )&v@ _ Qv2_12 )&vZ@

Ma—a > x'= l o
21 20 dla mamy:
. s e e
ve g 200 201 4 g
M= Q'z_zl:)]g -
2

Pole wynosi zatem:
2 2 B (2.13)
=2yas2didg
3 3 8
Dla trzeciego obciazenia (rys.2.6c¢):

ZMa—a :VA |3-'-qu'_2\/lor—or =00 Ma—a :qm &_Q%R

cos¢ :i' O x =cos¢ Dc'=£'Dc'
X

roOwnanie momentoOw ma zatem postac:
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v =400 ¢Gol o
o 2 200 dla 2 mamy:
1 12
Ny _qu%u_q%u Ul_qmm._qum._qmmv )(2.14
2 20 4 8 8

Pole wynosi zatem:
(2.15)

12
4=2 v E 2t
3 3 8

Chcac za$ wyznaczy¢ pole wykresu jak na rysunku (rys.2.7a) korzystamy z
zasady superpozycji zapisujac je jako sume¢ dwoch pol: paraboli i trojkata
(rys.2.7b). Sprawdzmy na prostym przykladzie czy nasze zalozenie jedst
rzeczywiscie stuszne. Nasza belka (rys.2.7) obciazona jest obciazeniem ciaglym q i
z jednej strony utwierdzona zatem:

a) =}
MI:;)[ : f— O + W
Rys.2.7
Po wykorzystaniu trzech rownan réwnowagi wiemy, ze:
M, =—-40kNm H , = 0kN V, = 30kN (1.12)
2
s A:I(SBCZ+3ODc—4O)dx:
M, ,=-50E +30F —40 J
a pole
2 2 2
-100
=-sdho| +30d0 —40dy =20
3, 2|, 17, 3
Jezeli za$ do pola trojkata dodamy pole paraboli (rus.2.7b) to otrzymamy:
2 (2.13)
A = Atré'k7ré - Aparaboli = l Q |1_40) +% dﬁ Q = _@'
" 2 3 8 3
c.n.d.
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