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MECHANIKA BUDOWLI 6

CIEZARY SPREZYSTE

Wyznaczanie przemieszczen z zastosowaniem rownan pracy wirtualnej w
ramach, tukach, kratownicach statycznie wyznaczalnych.

e przemieszcznie punktu A po kierunku dziatania jedynkowej sity wirtualne;j,
przytozonej w tym punkcie

e obrot przekroju A
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*  wzajemny obrot punktow A i B

*  obrot cigciwy o dlugosci a

1/a
o
/‘T/o

*  zmiana kata zawartego migdzy stycznymi do pretow zbiegajacych sig w
przegubie

*  obrot preta kratownicy D o dlugoscei a

a
—

1/a 1/a
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* wzajemne zblizenie weztow A 1 B (wzglednie oddalenie)
B

B

*  zmiana kata zawartego migdzy pretami o dlugosciaib

Rownanie pracy wirtualnej dla kratownicy uwzgle¢dnia jedynie dziatanie
sity normalnej (sity podtuznej w pretach).

N;,j)
FA.

J

16=% N,(——=+a, ) (6.1)
J

gdzie j- numer preta

NpU- sita normalna w j- tym precie, bedaca wynikiem dzialania obciazenia P

N ; -sita normalna w j-tym precie bedaca wynikiem dziafania obciazenia wirtualnego

EA;- sztywnos¢ podtuzna j- ego preta

a-wspotczynnik przewodzenia ciepla j-ego preta

ti-przyrost temperatury w j-tym precie (rOwnomierne ogrzanie lub ozigbienie preta)
t=t,-tm(t,-ekstremalna temp. we widknie srodkowym, t,-temp. montazu)

lj-dlugos¢ j-ego preta

Cigzary sprezyste (cigzarki sprezyste)

Jest to jedna z metod obliczania linii ugigcia, stosowana najczgsciej przy
wyznaczaniu skladowych przemieszczen pewnej grupy punktow uktadu (dotyczy to
punktow osi ramy lub tuku, pasa gornego, dolnego lub wszystkich weztow kratownicy
rownoczes$nie)

Postuzmy sig pewna analogia:
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Rozpatrzmy pewien uktad belkowy obcigzony rzeczywistymi sitami zewngtrznymi
Pi PHI
-1 1i Yi+l X
| Qi ‘ Qi+t |
Sity te wywotuja ponizsze wykresy sit poprzecznych i momentéw zginajacych:
Mi-1 M Mis1
]
|
o
Z rysunku wynika:
M, -M_ _aM| __,
tgh, =———"= =T, 6.2
a; dx |i (62)
M. -M, dM
189 = —= = I =T’ (6.3)
i dx |4
Biorac pod uwagg konwencj¢ znakowania sit poprzecznych mozemy zapisaé:
F = Til ~T" =g, — 18, (6.4)
Miary katow sa bardzo mate, mozemy zatem przyjaé ze tgo~a, czyli:
F=¢ -9, (6.5)
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Rozpatrzmy teraz uktad belkowy, do ktorego przytozone fikcyjne obciazenie w postaci
sit skupionych W. Aproksymujac lini¢ ugigcia belki tamana, otrzymujemy nastepujacy
wykres:

Wykres spetnia nastgpujace zaleznosci:
_0,=0. _ _0%., 79 _
tgal - = a,‘ ) tgaiﬂ - = ai+1 (66)
a, a;,
Jezeli zatozymy, ze wykres ugie¢ 8(x) jest identyczny z wykresem momentow
zginajacych wywotanych grupa sit skupionych W;, to na podstawie zatozenia, ze o;=0;
(porownanie z poprzednim przypadkiem) nalezy uznaé, ze W; sa wielkos$ciami, ktore w
rzeczywisto$ci powinny by¢ réznica katow
W,=a,-a,, (6.7)

Wynika z tego, ze chcac znalez¢ linig ugigcia uktadu, nalezy obliczy¢ powyzsza roznice
katow a, czego najtatwiej dokonac korzystajac z zasady prac wirtualnych

Nazywajac sity W; cigzarami sprezystymi, mozemy poda¢ nastepujace definicje:

Wi — cigzar sprezysty
e jest to wielko$¢, ktorej warto$¢ okresla roznica katow (do poziomu) dwoch
sasiednich linii ugigcia
* jest to fikcyjne obciazenie, ktore wprowadzone do belki zastgpczej daje
wykres momentoéw zginajacych, pokrywajacy si¢ z linig ugigcia uktadu od
obcigzenia rzeczywistego
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Sposoby obliczania ci¢zaréw sprezystych dla uktadow kratowych
statycznie wyznaczalnych.

W celu obliczenia cigzardéw sprezystych obciazamy uklad sitami:1/ay,
l/ay+1/a.,1/ax; dziatajacymi na trzy sasiednie wezty k-1,k.k+1 wzdhiz prostych
réwnoleglych do szukanych ugig¢ 8y.;, O, Ox+1.

Wynika z tego ze cigzary sprezyste obliczy¢ mozemy ze wzoru:

N»D\T(‘j)
W = f—P|]]_ 6.8
l Z EA, (6.8)
P P
P
W,
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1/0, 1/aM1/ o 1/ 0w

Prety oznaczone kolorem niebieskim stanowig uktad samo réwnowazny (sity
nie wywotuja reakcji podporowych w kratownicy)
wykres momentéw od obciazenia fikcyjnego W;, rownowazny linii ugigcia pasa dolnego
kratownicy
W przypadku gdy badany pas kratownicy nie jest prostopadty do kierunku ugigé,
konieczne sg dodatkowe obliczenia (patrz W.Nowacki ,,Mechanika Budowli” tom1,
rozdziat 10.2.)

Powyzszy sposob rozszerzymy na obliczanie ugie¢ w uktadach zginanych
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PRH

MP

[ o At — N H
W, = M +——)ds+ [N(—%+a,t)ds 6.9
g Zg (EJ h) I (EA ) S (6.9)
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W= B A GG ML+ 2 M) —— B OO ML+ M)
EJ B 3 37YH B, B 3 30 H
1 01 O 1 0O1 U a,At -
+— - —egB, O, IN? Gef,, 0. N7, A d Ty 4
EAkErlk g, U, kEI"'EAk+1 o 2B Uy le h 2 k
a v, — 1 1
+ EI;_ O/, taz, (_Z_ LgB, 1) + att(l_ lgBv Uy.)
K+l k K+l
Po skréceniu i wylaczeniu wspolnych czynnikow:
W, = U [2MP +M? ]+ d [2M” +M ]+
k 6EJ, k k-1 6EJ,., k k+1
+ (—=DgB, IN? + 2By Iv?, + a At Hlk + Ly % (6.10)
EAk EAk+1 2 Hhk hk+l
+a,t(—tgB, +1gPy..)
Jesli wykres momentow jest krzywoliniowy to wzor na cigzar sprezysty
przyjmuje postac:
W, = d [2M,f +M,f_1]+...+AW (6.11)
6EJ,
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gdzie AW=
7
+

-

Po obliczeniu cigzaréw sprezystych obcigzamy nimi belkg fikcyjna, taka by
spetniata warunki brzegowe uktadu rzeczywistego (analogia do met. obcigzen
wtornych).

W1 we (W3 W4

=
Ul

B> [

N\

A

o

Mozna jednak zamiast belki fikcyjnej obciaza¢ cigzarami sprezystymi belki na
dwach podporach, jednak przy wykonaniu pewnego zabiegu graficznego.
Dla belki podpartej na dwoch koncach wykres momentéw powstatych od obciazen W
bedzie rowny zeru w punktach A’ i B’ (ugigcie tych punktéw réwne zeru). Jednak
warunkiem brzegowym belki rzeczywistej jest zerowe ugigcie w punktach B i C.
Nalezy postapi¢ w nastgpujacy sposob: po narysowaniu wykresu momentdw podpartej
na obu koncach, kreslimy prosta zamykajaca tak by przecigta wykres w punktach B i C.
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Rzedne zakreskowanego pola miedzy famanag a prosta zamykajaca stanowia
wartosci ugie¢ kolejnych punktéw belki rzeczywistej (na niebiesko oznaczono ugigcia w
punktach przylozenia cigzarow sprezystych).

Analogicznie postgpujemy w przypadku kratownic:

rys. a) —uktad rzeczywisty

rys. b) —ukltad zastgpczy (analogia do met. obciazen wtoérnych)

rys. ¢) —uktad zastgpczy (belka wolnopodparta na obu koncach) z prowadzeniem zabiegu
graficznego (patrz przyktad poprzedni)
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W przypadku wystgpowania przegubu wewngtrznego cigzar sprezysty dla tego punktu
nalezy obliczy¢ indywidualnie biorac pod uwagg fakt, ze wykresy momentow
wirtualnych wystgpuja w catym uktadzie.

Wszystkie wartosci Wy obliczamy ze wzoru (6.31) natomiast wielko$¢ W, obliczamy z
uwzglednieniem faktu, Ze obciazenie wirtualne w punkcie m wywotuje reakcje poziome
H. Zatem stan naprezenia wystepuje we wszystkich pretach kratownicy a nie jak
poprzednio tylko w uktadach samorownowaznych (oznaczone kolorem niebieskim).
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