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MECHANIKA BUDOWLI 8
METODA SIL

Metoda  sit  jest sposobem  rozwiazywania  ukladow  statycznie
niewyznaczalnych, czyli ukltadéow o nadliczbowych wigzach. Sprowadza sig¢ ona do
rozwiazywania uktadu statycznie wyznaczalnego, ktory powstaje z niewyznaczalnego
przez wprowadzenie w miejsce odrzuconych wigzéw niewiadomych sit. Jest to prosty
sposOb na rozwiazanie uktadow ramowych, kratowych, czy tukowych. W ponizszym
wykladzie omoéwimy ogdlne zatozenia oraz tok postgpowania obliczeniowego metoda
sit.

Stowa kluczowe: metoda sit, metoda energetyczna, uktady statycznie
niewyznaczalne

1. ZASADY OGOLNE METODY SIL

Istota metody opiera si¢ na pozbawieniu rozpatrywanego,
obciazonego uktadu nadliczbowych wigzow, dbajac jednak przy tym o to,
aby pozostal on geometrycznie niezmienny. W miejsce myslowo
usunigtych wigzoOw wstawiamy niewiadome sily. Nastgpnie, aby
zachowa¢ kinematyczna identycznos$¢ ukladu rzeczywistego z nowym,
nazywanym dalej ukladem podstawowym, okreslamy sumaryczne
przemieszczenia po kierunkach dzialania tych sit. Poniewaz w
rzeczywisto$ci w tych miejscach istnialy wigzy, przemieszczenia te sa
rowne zero. Ukladajac te wnioski w rownania mozemy obliczy¢ wartosci
nadliczbowych niewiadomych, a zatem otrzymujemy uktad wyznaczalny
z rbwnan réwnowagi.

Uktad podstawowy, ktory na ogo6t jest uktadem statycznie
wyznaczalnym, musi spetnia¢ rdwniez warunki zgodno$ci geometrycznej
(identyczno$¢ wymiardw) i statycznej (identycznos$¢ obciazen) z uktadem
rzeczywistym.

Przyjrzyjmy si¢ zatem kolejnym etapom rozwiazania zadania
metoda sit.
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1.1 OKRESLENIE STOPNIA STATYCZNEJ
NIEWYZNACZALNOSCI

Stopien statycznej niewyznaczalno$ci, w skrocie SSN, jest rowny
ilosci nadliczbowych wigzow.

1.2 PRZYJECIE UKEADU PODSTAWOWEGO

Interesujacy nas uklad statycznie niewyznaczalny pozbawiamy
nadliczbowych wigzow doktadnie tylu, ile wynosi ssn. Otrzymujemy w wyniku
tego zabiegu uklad statycznie wyznaczalny, ktéory musi by¢ rowniez
kinematycznie niezmienny. Taki zastgpczy uklad nazywamy podstawowym.
Mozemy tatwo zauwazy¢, ze w miejscach usunigtych przez nas wigzéw mozliwe
jest teraz przemieszczenie po ich kierunkach. Na ogot istnieje par¢ mozliwosci
wyboru uktadu podstawowego, nas jednak interesuje wybor najlepszego, czyli
najmniej pracochtonnego.

1.3 WPROWADZENIE NADLICZBOWYCH NIEWIADOMYCH

W  miejsce usunigtych wigzow w ukladzie podstawowym
wprowadzamy niewiadome Xj, X,... X, bedace sitami uogdlnionymi. W
przypadku  usunigcia  wigzu  uniemozliwiajacego  przesunigcie
wprowadzamy  site  skupiona, a w  miejsce  utwierdzenia
uniemozliwiajacego obrot wprowadzamy niewiadoma w postaci momentu
skupionego. Mozliwe jest roOwniez wprowadzenie uogdlnionych sit w
postaci grup sit.

1.4 DOBOR UKEADU ROWNAN KANONICZNYCH ORAZ
INTERPRETACJA JEGO WSPOLCZYNNIKOW

Roéwnania kanoniczne sg zalezno$ciami, o ktérych wspominali$my juz we
wstepie. Sa nieodlacznym sktadnikiem uktadu podstawowego, gdyz zapewniaja
kinematyczna zgodno$¢ uktadu rzeczywistego z podstawowym. Dzigki nim
mozemy obliczy¢ wartosci niewiadomych sit uogolnionych. Poszczegdlne
rownania ukladu sa zsumowanymi przemieszczeniami po kierunkach
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odrzuconych wigzow. Liczba rownan jest zatem taka sama jak liczba
odrzuconych wigzéw. W rzeczywistoSci przemieszczenia te sa zerowe,
poniewaz w tych miejscach sa podpory uogoélnione.

Aby obliczy¢ przemieszczenia powodowane nieznanymi sitami
postuzymy si¢ zasada superpozycji oraz jednostkowymi sitami przyktadanymi w
miejscach niewiadomych Xx;. Przyjeto si¢ oznacza¢ te przemieszczenia
symbolami &y, gdzie indeksy oznaczaja kolejno miejsce 1 kierunek
przemieszczenia oraz jego przyczyne.

W celu zobrazowania tego zagadnienia postuzmy si¢ przyktadem. Dany
jest uktad ramowy (Rys.1.4.1a), statycznie niewyznaczalny i obciazony sitami
zewnetrznymi.

SR NS e
X

Rys.1.4.1 a) uktad ramowy statycznie niewyznaczalny obciazony zewngtrznie;
b) uktad podstawowy obciazony sitami zewngtrznymi oraz niewiadomymi X; 1 X,

Jak widzimy uklad jest statycznie niewyznaczalny, a jego stopien
statycznej niewyznaczalnosci wynosi dwa. Sprowadzamy zadanie dowolnie do
uktadu wyznaczalnego (zgodnie z zasadami oméwionymi w punkcie 1.2),
zachowujac obciazenia zewngtrzne, a w miejsce usuni¢tych wigzow wstawiamy
niewiadome sily x; 1 x» (Rys.1.4.1). Uktad podstawowy przez nas przyjgty
speinia warunki statycznej wyznaczalno$ci oraz geometrycznej zgodnos$ci z
uktadem rzeczywistym, nie jest jednak zgodny kinematycznie! Wspomnielismy
wczesniej, ze kinematyczna zgodno$¢ zapewniaja rownania kanoniczne
Przyjrzyjmy si¢ zatem rzeczywistemu przemieszczeniu punktu A. W uktadzie
rzeczywistym w tym miejscu znajduje si¢ podpora przegubowa, niemozliwe jest
wigc przemieszczenie tego punktu po kierunkach V i H, a wigc po kierunkach
dziatania w ukladzie podstawowym niewiadomych x; i x,. A wigc:

DA =0
DA =0 (1.4.1)
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Zastanowmy si¢ wigc, co wywoluje pionowe przemieszczenie punktu A.
Przyczynami sa sity x; i1 X, oraz obciazenie zewngtrzne P. Przemieszczenie to
mozemy zatem zapisa¢ jako sumg przemieszczen wywotanych poszczegolnymi
przyczynami (1.4.2):

) ) ) —
A (‘xl)+AA (x2)+AA (P) _0
Zapisujac czytelniej symbolami J;, otrzymamy:
0,,x, +0,x, +A,, =0 (1.4.3)
Gdzie indeks i oznacza kierunek przemieszczenia (w tym przypadku kierunek
dziatania niewiadomej x;, czyli 1), a indeks k oznacza przyczyng wywolujaca ta

przemieszczenie. Zapisujac analogicznie przemieszczenie poziome punktu A,
otrzymamy:

(1.4.2)

0,x, +0,x, +A,, =0 (1.4.4)
Mozemy zapisa¢ wszystkie rownania ogélnym wzorem:
k=n
Z Oyxy *0, =0
- (1.4.5)

Zadanie takie sprowadza si¢ zatem do obliczenia pewnej liczby réwnan metody
sit.

Wspolczynniki réwnan kanonicznych &y obliczamy z wzoru, ktory w
og6lnym przypadku ptaskiego uktadu ma postac:

< GMM, NN, KT,T, U
Oy —zg T dS+'S[ 1 dS+-!-—GA ds% (1.4.6)

Wyjasnienie symboli w réwnaniu 1.4.6:

M;, My — momenty zginajace wywotane dziataniem sity x;=1 lub x,=1
Ni,Ni — sity normalne wywotane jw.

T;, T — sily tnace wywotane jw.

J — moment bezwtadnosci przekroju poprzecznego preta

E 1 G — moduty sprezystosci liniowej 1 poprzecznej (state materiatowe)
K — wspolczynnik $cinania

Zgodnie z twierdzeniem Maxwella o wzajemnoS$ci przemieszczen wiemy,
ze:

5, =90, (1.4.7)
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Wspotczynniki Ajp opisujace przemieszczenie punktu po kierunku
1, spowodowane przez sity zewngtrzne P opisuje wzor 1.4.8:

M(U) N(O) KTT(O) 0

Zg s I Bl I G4 8 (1.4.8)

Wyjasnienie symboli w réwnaniu 1.4.8:

M;,- momenty zginajace wywolane dzialaniem sity x;=1

Mp - momenty zginajace wywotane dziataniem obciazen zewngtrznych P
N;j, - sity normalne wywolane dziataniem sity xi=1

Np - sity normalne wywotane dzialaniem obciazen zewngtrznych P

Ti, - sity tnace wywolane dzialaniem sity x=1

Ty - sity tnace wywotane dziataniem obciazen zewngtrznych P

J — moment bezwtadnosci przekroju poprzecznego preta

E 1 G — moduty sprgzystosci liniowej 1 poprzecznej (stale materiatowe)

K — wspolczynnik $cinania

Catki we wzorach 1.4.6 i 1.4.8 mozemy obliczy¢ numerycznie

korzystajac ze sposobu Wereszczagina-Mohra

Przejdzmy do przedstawienia powyzszej metody na przykladowym
zadaniu.
2. PRZYKLADY
2.1 PRZYKLAD 1

Wykona¢ wykresy momentéw od obciazen rzeczywistych uktadu
statycznie niewyznaczalnego przedstawionego na Rys.2.1.1a:

a) T 1541¢N ) b T 1541¢N )
_I_ _I_ XIT XzT
9 1 im? 7 b mmH Y 4
611X1+-512X2+ﬁ.1p:0
I G138 Hoggrg =0
31 2 -

Rys.2.1.1 Dany uktad a) rzeczywisty z obciazeniem zewngtrznym; b) uktad podstawowy
z niewiadomymi X, i X, oraz uktadem réwnan kanonicznych
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Uklad rzeczywisty a) ma stopien statycznej niewyznaczalno$ci
rowny 2. Odrzucamy myslowo dwie podpory pretowe pozostawiajac
jedynie utwierdzenie (jest to oczywiscie jedna z wielu mozliwos$ci doboru
uktadu podstawowego) 1 zastgpujemy je niewiadomymi sitami x; 1 X».
Uktadamy rownania kanoniczne wedlug opisu z punktu 1.4:

0, x, +0,x, +A, =0

0, %, +0,x, +4,, =0 2.1.1)

Nastepnie, w celu obliczenia przemieszczen di, wykonuje wykresy
momentow od jedynkowych sil przytozonych kolejno w miejsca
niewiadomych x; i X, oraz obciazenia zewngtrznego P w postaci sily
skupionej oraz obcigzenia roztozonego w ukladzie podstawowym
(Rys.2.1.1b). Wykresy te nazywamy kolejno: M; [m] (Rys.2.1.2a), M,
[m] (Rys.2.1.2b) i Mp’ [kNm] (Rys.2.1.2¢).

54
a) b) c) SALTT
T 3 K 3 K 54 N .
Xl:]_ \HB Bf/ Xg:].
27 4 27 4 2T 4
O LM
3 i 3 1126
3 + 1 + 2 + t 3 + 1 + 2 + t 3 + 1 + 2
M1 [m] M2 [m] NP [kMm ]

Rys.2.1.2 Wykresy momentéw zginajacych w uktadzie podstawowym pochodzacych
kolejno od: a) sity jedynkowej przytozonej w miejsce niewiadomej x;; b) sity
jedynkowej przytozonej w miejsce niewiadomej X,; ¢) obciazenia rzeczywistego P w
postaci sily

skupionej oraz obciazenia roztozonego.

Majac juz gotowe wykresy momentow mozemy przystapi¢ do obliczenia
wspotczynnikéw rownan kanonicznych (2.1.1) wedlug wzoru Maxwella-Mohra
(1.5.1). Uwzglednimy jedynie wptyw momentow zginajacych, wobec czego na
nasze potrzeby wzor przyjmie postac:
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= ZI M s (2.1.2)

W celu uproszczenia catkowania skorzystamy z numerycznej metody
Wereszczagina-Mohra, o ktorej wspominaliSmy wczesnie;.

1 O D 27m

o =— *3*3* 4*3%3

) H EJ 2.1.3)
1 2..0 27m?

O =— *3*3* *3 4 4*%3%3| =

Y @ E [ ] EJ (2.1.4)

18m°

O, =0y = _E[“*?’*?’] E—J (2.1.5)

Z twierdzenia Maxwella o wzajemnos$ci przemieszczen wiemy, ze 01,=0;;
(2.1.5).

* 42 i
o= L B2prat o 126+54, 00 468k 216
2EJ g 30 8 2 0o EJ

1 opp*4” 3)_126+54*4>,<3B+
2EIBH 8 2

2P

3 U 2.1.7)
+
L L 1 O03+2 x] * 1*54D=_540kNm
EJH 2 2 H EJ
Uktad réwnan kanonicznych przyjmie zatem nastgpujaca postac:
27m’ 18m° 468kNm®> _
X, — x, + =0
EJ EJ EJ
3 3 3
_ 18m X, + 27m X, - 540kNm =0 (218)
EJ EJ EJ

Po obliczeniu powyzszego uktadu réwnan otrzymamy nastepujace wyniki:
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x, = ~7,2kN
=152kN
*2 (2.1.9)

Po otrzymaniu warto$ci niewiadomych X, oraz x, dokonujemy analizy koncowej
zadania, czyli tworzymy wykresy rzeczywistych sit wewnetrznych w uktadzie
podstawowym, obciazonym zewngtrznie oraz przez sily x; i X, (Rys.2.1.3).
Wartosci sit wewngtrznych mozemy okreslic w oparciu o metodg superpozycji
(2.1.10):

n
(n — o o
M =M,=M,"+Mx +M,x, =M, +ZM_/x_/.
=

n
(m) — = 7(0) = 7(0)
" =T, =T +T\x, +T,x, =T} +Zzjj
=

n
(n) — = A = O
N, =N,=N,”+Nx +N,x, =N, +Zijj

/7 (2.1.10)
) T ‘Lj‘“"N ) <15 g4
[ ] 13,
304
7 2kN : 15,2kM
kAt (2T 4 4
; 588
3 .1, 2 3 1, 2
M®[cIm]
—38,8
c) ) D "
=) &)
T2 153
4 = 4
)
36 1 __-1-15
3 1,2, 3 1 2
T[] N [K1T]
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Rys.2.1.3 Analiza konicowa zadania: a) stan obciazenia sitami zewngtrznymi oraz
obliczonymi niewiadomymi x; i x,; b) wykres momentow rzeczywistych M™; ¢) wykres
rzeczywistych sit tnacych T®; d) wykres rzeczywistych sit normalnych

Warto przy tym zadaniu zastanowi¢ si¢ nad sensem wprowadzenia
niewiadomych w postaci grup sil, o czym wspominaliSmy w punkcie 1.3.
Rysunek 2.1.4 przedstawia uklad podstawowy dla tego zadania przyjety jak
wyzej, z ta réznica, ze zamiast niewiadomych sit x; i x, wprowadzono grupy sit
Z1 1 7. Przyjrzyjmy si¢ wykresom momentéw zginajacych w stanie x,=1 oraz
x,=2. ltatwo =zauwazy¢, ze po ,wymnozeniu” wykresow otrzymamy
przemieszczenie 0,=0,;=0.

3
@ 1 Py S
I 1
oy &l . .
aktran? 2] 4 4 4
3 1.2 31,2 31,2
M [m] M, [im]

Rys.2.1.4 a) uktad podstawowy obciazony sitami zewngtrznymi oraz zgrupowanymi
niewiadomymi z; i z,; b) wykres momentoéw zginajacych w stanie z;=1 c) wykres
momentoéw zginajacych w stanie z,=1
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