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MECHANIKA BUDOWLI 7
3. SPRAWDZENIE
3.1 SPRAWDZENIE GLOBALNE
Sprawdzenie to polega na zbudowaniu pewnego fikcyjnego
(,,sztucznego™) wykresu momentow Ms, bedacego suma wszystkich
wykresow jednostkowych (tzn. M, Ma, ...,Mj):

My=3 M,
= (3.1.1)

Na podstawie tak sporzadzonego wykresu obliczamy wspotczynnik osgs ze
WZoru:

(3.1.2)
Okazuje si¢ ze spetniona jest nastgpujaca zaleznos¢:

n ¥

55 =Y ;6

(3.1.3)

Dowod:
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(3.1.4)
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W ten sposob otrzymali$my mozliwo$¢ sprawdzenia poprawnosci
wyliczen wszystkich uzyskanych wspoétczynnikow dix (z pominigciem
Aip).

Jezeli powyzsza rownos$¢ jest spetniona przeprowadzone dotychczas
obliczenia sa prawidlowe. Jezeli nie, to lokalizujemy dany btad
sprawdzeniem lokalnym.

3.2 SPRAWDZENIE LOKALNE
Sprawdzenie to, zwane takze wierszowym badz kolumnowym,
polega na zlokalizowaniu danego btedu, przez odrebne rozpatrywanie
(sumowanie) elementoéw danego wiersza macierzy (lub danej kolumny,
bo macierz ta jest symetryczna). Sumowania te wyrazone sa
nastgpujacym wzorem:
0, —IM M ds =.. Z(S
y (3.2.1)
Sprawdzenia poprawnosci obliczef A;, dokonujemy podobnie jak
powyzej. Obliczamy mianowicie A, 1 pordwnujemy otrzymana wielko$¢

Z wyrazeniem z A, , gdyz obie wielko$ci powinny by¢ sobie rowne.
i=1
MO
_I EJ Z A
(3.2.2)

Dowadd tych zaleznosci jest analogiczny jak dla sprawdzenia globalnego.
Po zlokalizowaniu i poprawieniu btedu przystepujemy do dalszej analizy
wynikow.

3.3 SPRAWDZENIE WARTOSCI NIEWIADOMYCH SIL

Sprawdzenie to polega na podstawieniu wyznaczonych wielkos$ci
Xk do rdwnan kanonicznych i stwierdzeniu, ze uktad rownan jest dla
obliczonych wartosci sit spetniony.

3.4 SPRAWDZENIE STATYCZNE

To sprawdzenie mowi nam, czy przy wyznaczonych sitach
wewngtrznych spelnione sa warunki statycznej rownowagi (£X=0, £Y=0,
XM=0). Polega ono na wykazaniu, ze spetnione sa one dla catosci uktadu

Politechnika Poznanska® Kopacz, Lodygowski, Pawtowski, Ptotkowiak, Tymper



WYKEADY Z MECHANIKI BUDOWLI 3
METODA SIL

jak 1 dla wybranych jego czesci. Warto zaznaczy¢, ze sprawdzenie te nie
bada poprawnosci wyliczonych X,

a jedynie sprawdza poprawnos¢ wykresow sit wewnetrznych od tych
obciazen (niekoniecznie prawidlowych).

3.5 SPRAWDZENIE KINEMATYCZNE

Sprawdzenie to jest najwazniejsze, gdyz tak naprawde to dopiero
ono mowi nam czy uzyskane wyniki sa prawidlowe. Polega na
wykazaniu, ze dla wybranych punktoéw (na ogét punktow, ktore nie
doznaja przemieszczen w uktadzie statycznie niewyznaczalnym)
przemieszczenia sg rowne warto§ciom rzeczywiscie tam wystepujacym.

Zagadnienie wyznaczania przemieszczen w uktadach statycznie

niewyznaczalnych wydaje si¢ stosunkowo ztozone gdyz zgodnie z
uniwersalna zasada pracy wirtualnej w celu okreslenia przemieszczenia,
nalezy znalez¢ wykresy sit wewngtrznych w uktadzie statycznie
niewyznaczalnym zaréwno dla stanu rzeczywistego obciazenia jak i
wirtualnego.

M(,,) m?(”)
B =(———
/ EJ

S

de X, +A, =0 oraz 25% (X +Dp =0
=] =1

—

ds+...

(3.5.1)

W sukurs przychodza nam twierdzenia redukcyjne, z ktorych wynika, ze
liczac przemieszczenia w uktadzie statycznie niewyznaczalnym, jeden ze
stanow (rzeczywisty lub wirtualny) mozemy wyliczy¢ dla dowolnego
uktadu podstawowego.

Pierwsze twierdzenie redukcyjne

W celu obliczenia dowolnego przemieszczenia w ukladzie statycznie
niewyznaczalnym, wystarczy rozwiaza¢ uktad ten od obciazenia
rzeczywistego, za$ wirtualny stan obciazen okresli¢ dla dowolnego
uktadu podstawowego statycznie wyznaczalnego.
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Dowod tego twierdzenia jest nastepujacy (przytoczymy go uwzgledniajac
w obliczeniach przemieszczen jedynie wptyw momentdw zginajacych):

_ (n) —(n)
e =M1
! EJ

S

ds

Zgodnie z zasada superpozycji mamy:

M™ =M +M X +M, X, +.. +M, X,

7" =M;+M, DT(1+M2 D?2+,__+Mn X, (3.5.2)

Iloczyn w wyrazeniu podcatkowym (dla uproszczenia zapisu pominigto
mianownik EJ) mozemy przedstawi¢ jako:

(MO +M, X, +M, X, +...+ M, OX,) QM , + M, X, +

+ M, O+ + M, ) =M (M0 +M, O, + M, X, +...+
+M, DK+ X (M, M0 +MPOX, +M, DM, X, +...+

+M, M, OX,) + Xo(M, M) +M, M, X, +M; X, +...+
+ M, DM, X, )+ + Xa (M, DM +M, M, X, +

+M, M, X, +...+ M [X,)

(3.5.3)
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Biorac pod uwagg, ze:
M2 M., M
511 — —ldS, 512 :521 :J' 1 2 ds
) EJ } EJ
M2 M, M
522 _J. 2 dSa 51)1 :5}’!1 :J. 1 - dS
) ! EJ
M? M, M
5, = [—xds. 0,y =0, = [———ds
) E 1 EJ
dostaniemy:
lm]:Xl(Xl E(511+X2 |E]Z-I-"'-i-A/n |ﬁln-l—Alp)-i-
+Y2(X1 [0, +X,0, +...+X, 0, +A, )+
Ao s

+X.(X,0,+X,00,+...+X, 0, +Anp)+f#ds

s B (3.5.4)
Na mocy rownan kanonicznych metody sit, wartosci w nawiasach sa
rowne zeru.

Ostatecznie twierdzenie to przyjmie postaé:

M or” M’

10, = ds = ds
J
‘s[ EJ l EJ (3.5.5)
Uogodlnienie relacji (3.5.5) na przypadek, w ktorym uwzglednia si¢ wplyw
wszystkich przyczyn na przemieszczenia nie nastr¢cza zadnych trudnosci.

Drugie twierdzenie redukcyjne

W celu obliczenia dowolnego przemieszczenia w uktadzie statycznie
niewyznaczalnym, wystarczy rozwiaza¢ uktad ten od obciazenia
wirtualnego, za$ rzeczywisty stan obciazen okresli¢ dla dowolnego
uktadu podstawowego statycznie wyznaczalnego.
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Dowod tego twierdzenia jest analogiczny jak przy twierdzeniu pierwszym
z tym, Ze W grupowaniu wyrazen przed nawiasami wystgpuja czynniki
Xk.

Ostatecznie twierdzenie to przyjmie postac:

(n) —(n) 0 ——(n)
Mo IM 7
BJ s B (3.5.6)

108, =

N

Warto zaznaczy¢, ze sprawdzen kinematycznych jest bardzo duzo, gdyz
mozemy przyja¢ wiele roznych uktadéw podstawowych. Reasumujac,
kontrole kinematyczna najlepiej przeprowadza¢ na innym uktadzie
podstawowym niz przy liczeniu niewiadomych, poniewaz efektem tego
sprawdzenia byloby wykazanie poprawnos$ci rownania kanonicznego.

4. PRZYKLAD 1
Dokona¢ sprawdzenia obliczonego wcze$niej uktadu statycznie
niewyznaczalnego przedstawionego na rysunku Rys.4.0.1a.

I paar v [0
I 1] x x}
9 K/m? 2 R | 4
8110+ X5+ A =0
i L | B+ Aot Ap=0
31,2 [m] . 3 1.2 [m]

Rys.4.0.1 Dany uktad a) rzeczywisty z obciazeniem zewngtrznym; b) uktad podstawowy
z niewiadomymi X, i X, oraz uktadem réwnan kanonicznych
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Zestawienie wykresow:

a) b) c) M 54k
n_= 0 1] 2 0 0D 54 N 0.
T T T T

Y= P E g b

27 4 2T 4 27 4
9 LT
3 ] 3 1 126 ]
3 . 3 m] 3 , 3 |m] 3 1,2 [m]
M1 [m] M2 [m] MEF [k1m ]

Rys.4.0.2 Wykresy momentow zginajacych w uktadzie podstawowym pochodzace
kolejno od: a) sity jedynkowej przylozonej w miejsce niewiadomej X;; b) sity
jedynkowej przytozonej w miejsce niewiadomej X,; ¢) obciazenia rzeczywistego P w
postaci sily skupionej oraz obciazenia roztozonego.

a) J e b 6 81‘43?20 oo
| - 0
T2KN [ 152N 040
it F 2] 4 4
; I =m0 l
3 :1: 2[ﬂl] 3 :1: 2[rn]
Y/
 ss W[k Tm]
c) © ) 48
] 0 o 0 0
T2 15,2
4 = 4
&)
36 1 i - 1
2 1, 2 [m] 3, 3  \[m]
T [K17] ™ [k

Rys.4.0.3 Analiza konicowa zadania: a) stan obciazenia sitami zewngtrznymi oraz
obliczonymi niewiadomymi x; i x,; b) wykres momentow rzeczywistych M™; ¢) wykres
rzeczywistych sit tnacych T"; d) wykres rzeczywistych sit normalnych N®
Zestawienie wynikow wspotczynnikow:
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27 27 18
511=E_J m’, 22=E_J m’, 12=521=_E_J m’
A1P=% kN [’ A2P=—% kN [’
(4.0.1)
Uktad réwnan kanonicznych przyjat wigc postaé:
3 3 3
27m X, - 18m X, + 468kNm 0
EJ EJ EJ
3 3 3
_18m X, + 27m X, - 540kNm ~0
EJ EJ EJ (4.0.2)
Po obliczeniu powyzszego uktadu réwnan otrzymano nastgpujace wyniki:
X,=-72 kN
X, =152 kN
2 (4.0.3)
4.1 Sprawdzenie globalne
a) b) c)
0= o . 0@ C | 0 J 0
I J
Xl | P ol PR Py
4 4 4
27 2T 2]
3 ! _ ] 0] 1
El ' k! [m] 2 ' E! , [m] ' 3 ; 3 ; [m]
111 [m] W2 [m] Mo [m]

Rys.4.1.1 Wykresy momentow zginajacych w uktadzie podstawowym pochodzace
kolejno od: a) sity jedynkowej przytozonej w miejsce niewiadomej X;; b) sity
jedynkowej przytozonej w miejsce niewiadomej X,; ¢) od sumy wszystkich wykresow
jedynkowych (wykres zbiorczy momentow M;)
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" +
Z 5, 27 27-18-18 _ 18 18 s
< CEJ
5, =23 nm =18 »
EJ 2 3 EJ
18 18
EJ EJ
4.1.1)
4.2 Sprawdzenie lokalne
a) b
03 0 0 I 0
T T
Y| P 313
4 4
2T 2T
3 0
E! + 2 + [m ] t E! + 3 + [I'f.l ]
M1 [m] M [m]

Rys.4.2.1 Wykresy momentoéw zginajacych w uktadzie podstawowym pochodzace
kolejno od: a) sity jedynkowej przytozonej w miejsce niewiadomej X;; b) od sumy
wszystkich wykresow jedynkowych (wykres zbiorczy momentow M;)

5, =80
1 303 9
o “—EB)=— m’
s EJ( 2 3 o EJ
9 _9
EJ EJ (4.2.1)
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2) 54 b)
54T
IJI 54 N 0. 0 Al 0
p
o] 4 33 4
o]
9 1M md
126 | 0] |
3 1, 2 [m] 3 1,2 [m]
MP [k ] M 5 [m]

Rys.4.2.1 Wykresy momentoéw zginajacych w uktadzie podstawowym pochodzace
kolejno od: a) obciazenia rzeczywistego P w postaci sity skupionej oraz obciazenia
rozlzonego; b) od sumy wszystkich wykresow jedynkowych (wykres zbiorczy
momentow M;)

Z A 468 540 _2 N m
EJ
p =-L 240 1[2%:—7_2/{]\7”13
v EJ E B 3 EJ
n_.n
EJ EJ (4.2.2)
4.3 Sprawdzenie wartosci niewiadomych sil
—Q 72)—£D]52 @—0 - 0=0
EJ EJ
540
— 7,2 —D]52———0 - 0=0
E ) T, 43.1)
4.4 Sprawdzenle statyczne
1541-:}1
k& "
J,?Lz = 15,2T
2 4
? Ihlim = ?5&5
oz 36
46 [#1]

3 1,2

Rys.4.4.1 Rama ,,zawieszona” na wewngtrznych sitach przypodporowych
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ZXZO - =36+409=0
ZY:O - 46+15,2-7,2-54=0
ZMk =0--7203-9412-15203+540+36[4-588=0 (4.4.1)

4.5 Sprawdzenie kinematyczne

a) T, . ® 40
1_'3 7 1_# . - 21611320 oo
ol ], =
B [ 57 B |m 4 4
10-]
<D_c.|1 1 I A 1
3 + 3 + [m] t 3 + ]' + 2 + [m]
-] WM™ [1cNm]

Rys.4.5.1 Wykresy momentow zginajacych od: a) jedynkowej sity wirtualnej w innym
uktadzie podstawowym; b) obciazenia rzeczywistego w uktadzie rzeczywistym
(statycznie niewyznaczalnym)

10 Lmadﬁmmm mﬁdﬁgmm
B3
Ly dH%Bo4o——B4H+lmdBlBo4o——B4o
7515 [
1 5@@@320——5880@2mg(’—cng_—-omd
2EJD 2 (4.5.1)

5. METODA SIL DLA INNYCH OBCIAZEN

Podstawowa rdznica mi¢dzy obliczaniem ukladow statycznie
wyznaczalnych a niewyznaczalnych jest to, ze w tych drugich obciazenia takie
jak: temperatura, osiadanie czy btad montazu wywotuja obok przemieszczen
konstrukc;ji takze sity wewngtrzne. Dlatego obciazenia te nalezy uwzgledni¢ w
wyrazach wolnych w rdwnaniach kanonicznych, tzn. d;, pozostaje bez zmian,
natomiast w zaleznosci od obciazenia A;, zmienia si¢ nastgpujaco:
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a) temperatura
M Lo, [t
A, :I — ds +J-Ni Lor, 3, ds (5.0.1)
S S
- gdzie oznaczenia: oy, at, t, takie same jak dla uktadow statycznie
wyznaczalnych
stad rownanie kanoniczne przyjmie postac:
Z Oy x, 4, =0
- (5.0.2)
b) osiadanie
Ay :_ZRi (A, _ZMi [, (5.0.3)
stad rownanie kanoniczne przyjmie postac:
Z Oyx, +A, =0
- (5.0.4)
¢) btedy montazu
Aim = Z Bim II)im (505)
- gdzie oznaczenia: By, by, takie same jak dla uktadow statycznie
wyznaczalnych
stad rownanie kanoniczne przyjmie postac:
6[ X, Aim = O
; Kk (5.0.6)
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6. PRZYKLAD

Obliczy¢ sity wewnetrzne w analizowanej ramie, wywotane
dziataniem temperatury (pominiemy wplyw rownomiernego ogrzania)
oraz osiadaniem podpor. Dane przedstawione sa na rysunku (Rys.6.0.1a.).

Do obliczen przyj¢to inny (lepszy) uktad podstawowy wykorzystujac
symetrie uktadu oraz grupowanie niewiadomych (Rys.6.0.1b.).

35°C | 25°C | | %2} 35°C | 25°C |4
0,015 k! 4
o7| [l 21 ”[Effl

'511214‘-512224‘&11::0
[&D'ﬁh 1 Fﬂé]h 4 %1214‘522224‘&21::0
—3 3 m] FE3 | 3 |, [m]
Rys.6.0.1 Dany uktad a) rzeczywisty z obciazeniem zewngtrznym; b) inny (lepszy) uktad
podstawowy z niewiadomymi Z, i Z, oraz ukladem réwnan kanonicznych

W zadaniu przyjeto:

- wspolczynnik rozszerzalnosci liniowej rowny:
1

_ -5
a,=1200 oC (6.0.1)
- konstrukcje o przekrojach:
- rygiel ramy 1200
- shup ramy 2 1200
o nastgpujacych parametrach:
E =206,01 GPa =206,0100° k—]\zf J, =214000"m"
m
E[J =4408,614 kN [’ (6.0.2)
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a) b) 3
< L )]
Z=1H 33 =1 2:1\3 Z,=11]
4 B 4
27 Al
0 | -
1 [m] M2 [m]

Rys.6.0.2 Wykresy momentoéw zginajacych w uktadzie podstawowym
pochodzace kolejno od: a) sity jedynkowej przylozonej w miejsce
niewiadomej Z;; b) sily jedynkowej przytozonej w miejsce niewiadomej
V4

Obliczenie wspotczynnikow:

%D2 3 %:1_

—° - 3
2 =gy 2Eﬂ 3 6] = Elm

o, =0, =0m’ (6.0.3)
Uktad réwnan kanonicznych przyjmie wigc postac:

3
18m ~0

3
90 m ~o

(6.0.4)
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6.1 Obcigzenie temperatura

-5
A, =a, =220 B0 56 38 568 00189 m
v 020 H2 2 T H
-5
A, =n, =220 BB 5, 30 504 6@008=0,0171m
v 020 H2 2 H

EJ A, =0,0189 [4408,614 = 83,323 kN [#n’
EJ D, =0,0171 [3408,614 = 75,387 kN [’

Uktad réwnan kanonicznych przyjmie wigc postaé:

(6.1.1)

187, +83,323=0

90Z, +75387 =0
2 (6.1.2)

Po obliczeniu powyzszych rownan otrzymano nastgpujace wyniki:

Z, =-4,629 kN

Z, =-0,838 kN
2 (6.1.3)

Kontrola kinematyczna

b 16401 49 273
0 0

0 T 1 T T02%
{LLH : /1__[%—% 551+3?kN 1?91lkr»|

2
faa| =

21
10-]
<,_c+1 L L5028 1
CE 5 [m] .3 3 | [m]
-] M)

Rys.6.1.1 Wykresy momentow zginajacych od: a) jedynkowej sity wirtualnej w innym
uktadzie podstawowym; b) obciazenia rzeczywistego w uktadzie rzeczywistym
(statycznie niewyznaczalnym)
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- U
B, = lmdﬁ—ﬁmmm—m IBEII—D
2 0,20 2
II: D i
ﬁ 11373+ 12EI]0 30 %5028 1,200 D]OD—
FJ 3 020 F2EJ 0,20 [J
=0,000001=0 rad (6.1.4)
Zestawienie wynikow
a) b) XY (N 16401 11,373 .
G 9z 0 = [ | 028 |
SAE? G467
o 4 4 4
| lazs | 0 | L5028 |
3 + 3 + [m ] t 3 + 3 + |:'P':P'I ] t 3 t 3 t [m]
N [j] 7 (ki) M [N ]

Rys.6.1.2 Zestawienie wynikow: a) wykres rzeczywistych sit normalnych N™; ¢) wykres
rzeczywistych sit tnacych T™; ¢) wykres momentow rzeczywistych M®™

Warto zwroci¢ uwagg, ze wykresy momentow zginajacych odtozone sa po
stronie zimniejszej, co wynika z istnienia (dziatania) dodatkowych wigzow.

6.2 Obciazenie osiadaniem

a) ; Y] i
_I_ _I_ | TZl=1 -] lel -] T | T 22:1 -] 22:1 [‘]l
D,DiS[m]l
27 4 4 4
oot ] e 6 [m]
red BB
k! + 2 t [m ] t k! + k! t [m ] ' 3 ' 3 } [m ]
A &y

Rys.6.2.1 Obciazenie osiadaniem a) uktad rzeczywisty; b) reakcje powstate od sity
jedynkowej przytozonej w miejsce niewiadomej Z;; c¢) reakcje powstate od sity
jedynkowej przytozonej w miejsce niewiadomej Z,
Politechnika Poznanska® Kopacz, Lodygowski, Pawtowski, Ptotkowiak, Tymper



WYKEADY Z MECHANIKI BUDOWLI 17
METODA SIL

>
1

L =0, =—-0,0150]=0,015m
A, =N, =-0,0150-600,01] =0,045m

P

EJ I, =0,015[3408,614 = 66,129 kN (@’

ELVIN,, =0,045[4408,614 =198,388 kN (i’ (6.2.1)
Uktad réwnan kanonicznych przyjmie wigc postac:
187, +66,129 =0
907, +198,388=0
(6.2.2)
Po obliczeniu powyzszych rownan otrzymano nastepujace wyniki:
Z, =-3,674 kN
Z,=-2204 kN
: ’ (6.2.3)
Kontrola kinematyczna :
a) T ) k) T 0 c) . 17634 4410 .
. L T IR
0150 | 1E_H %H } 878 kN A70KN
27 4 ” ol & 4 4
2]
10-]
[E&m]_h_ 1 i Al 1 L 13,224 1
— 3 , 3 qm] 3 3 [m] 3 , 3 |[m]
M[-] WM™k ]

Rys.6.2.2 Kontrola kinematyczna od: a) uktad rzeczywisty poddany obciazeniu; b)
wykres momentow zginajacych od jedynkowej sity wirtualnej w innym uktadzie
podstawowym; ¢) wykres momentow zginajacych od obciazenia rzeczywistego w

uktadzie rzeczywistym (statycznie niewyznaczalnym)

: | ] 0

1E5¢:LE%Bdﬁm7,634—13dﬁm,41oD+LD
EJ 23 2723 e 2k

thtins.224]- E 0,01 —% [(D,015§= ~0,000001 rad = Orad ~ (6.2.4)
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METODA SIL
Zestawienie wynikow
a 17634
E}' ;B WA 14 o) s
748 a | J 13,224
T 78 AT
o 4 4 4
21
7348 | 0 l | 13204
E t E [.F‘?’I] t E t 3 [.F‘?’I] t 3 t 3 [m]
N 1] 7% [1)] M [k m]

Rys.6.2.3 Zestawienie wynikow: a) wykres rzeczywistych sit normalnych N™; ¢) wykres
rzeczywistych sit tnacych T™; ¢) wykres momentow rzeczywistych M™

7. PROJEKTOWANIE KONSTRUKCJI METODA SIL
Zaprojektowaé konstrukcje tzn. wyliczy¢ przekroje (np. pretow) w taki
sposob by spetni¢ warunek dopuszczalnos$ci.

|M eks <

- D (7.1.1)
Przystepujac do projektowania zaktadamy pewne przekroje. Po
przeprowadzeniu obliczen okazuje sig, ze przyjete przekroje nie spetniaja
naszych zalozen wytrzymatosciowych, ekonomicznych badz innych i zmuszeni
jestesmy je zmienié¢. Przyjmujac w konstrukcji inne przekroje zmuszeni jesteSmy
do ponownego rozwigzania uktadu metoda sit, poniewaz zmiana sztywnosci
pretow pociagneta za soba zmiang macierzy podatnosci (8;) oraz wektora
wyrazé6w wolnych (A;,) w rownaniach kanonicznych. Po dokonaniu obliczen
ponownie sprawdzam, czy przyjete do obliczen przekroje pretow w drugim
etapie spetniaja narzucone kryteria. Jezeli nie, to dokonujemy ponownej zmiany
przekrojow pretow 1 powtarzamy obliczenia.
Reasumujac konstrukcjg statycznie niewyznaczalng projektujemy metoda
kolejnych przyblizen.
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