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MECHANIKA BUDOWLI 10
ROZWIAZYWANIE BELEK WIELOPRZESLOWYCH
STSTYCZNIE NIEWYZNACZALNYCH.
1.1. Metoda trzech momentow.

Do rozwiazywania wieloprzgstowych belek statycznie
niewyznaczalnych stosowana jest szczegdlna posta¢ metody sit, zwana
metoda trzech momentow.

Rozwazmy dowolnie obciazona wieloprzgstowa belke statycznie
niewyznaczalng (rys.1l.1a). Schemat zastgpczy ( podstawowy ) statycznie
wyznaczalny moze by¢ w tej metodzie przyjety dowolnie, wprowadzajac
przeguby w miejscu podpor
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1 przyjmujac niewiadome w postaci momentéw podporowych (rys.1.1b)

Woéwcezas otrzymamy macierz podatno$ci w postaci pasmowej!!!
Rozwazmy nastepnie dwa sasiednie, dowolnie wybrane przgsta

belki (r)

oraz (r-1). Dla przegubu » warunek geometryczny nalezy zapisac¢ jako

wzajemny kat obrotu réwny zeru:

A =N +N =N+ N =0 (1.1)

gdzie:

A —to kat obrotu przekroju belki jednoprzestowej r obciazonej na

podporach momentami X, _,, X, oraz obciazeniem zewngtrznym,

r=1»
A’ —to kat obrotu przekroju belki jednoprzgstowej » +1obciazonej na

podporach momentami X, X ,,, oraz obcigzeniem zewngtrznym.

r+l

Wprowadzmy rownanie kanoniczne dla » —tego punktu:

0,,,X,,+0,X +0,, X, ,+.+4 =0 (1.2)

gdzie (patrz rys.1.1b):
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Podstawiajac do rownania (1.2) wyznaczone wartosci (1.3)
otrzymuj emy:

E r+l EX r+l X + +A 0 (13)
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a po uporzadkowaniu rOwnanie, zwane réwnaniem trzech momentow,
rzyjmuje postac:
IX 420K, (0 +1,)+ X, (O, +..+6E[,A_ =0 (1.4)

przy czym:

EI
I =1 Dﬁ a, EI,-sztywnoé¢ pordwnawcza

A co z warunkami brzegowymi?

Zalézmy, ze nasza belka jest belka podparta z lewej strony
(rys.1.2a).
Moment w punkcie "0" rowny jest
zeru! mamy zatem juz warunek
brzegowy!(x0=0!). Gdyby za$ nasza

)

i : R belka byta z jednej strony
o> utwierdzona (rys.1.2b) nalezatoby ja
- /) 1 2 rozszerzy¢ o jedno przgsto, i w celu
o, A wyznaczenia warunkow brzegowych
o zatozy¢ ze: [, = 0. Jezeli za§ znamy
i ] X, obciazenie jakie wystepuje po
hi1d . R zewnetrznej stronie przesta jak na
o rysunku (rys.1.2¢), mozemy
Rye 12 wyznaczy¢ wykres momentow co

umozliwia nam wyznaczenie X i

rozpisanie rownania dla dwoch
sgsiednich
przeset z czego otrzymamy szukane warunki brzegowe.

1.2. Linie wplywu dla belek wieloprzestowych.

Wyznaczajac w uktadach statycznie niewyznaczalnych linie
wpltywu wielkos$ci statycznych, klasyczna metoda sit, wyznacza sie
najpierw linie wplywu nadliczbowych, co w dalszej kolejnosci umozliwi
nam wyznaczenie linii wszystkich innych wielkosci.

Wro¢my do naszego przyktadu. Przypusémy, ze po naszej belce
porusza si¢ poziomo sita P (rys.1.3). Poniewaz belka jest statycznie
niewyznaczalna, na nic zdadza si¢ proby rozwiazania jej, przy pomocy
rownan rownowagi. W takim przypadku nalezaloby rozwiaza¢ uktad
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réwnan liniowych (1.4 ), co pozwoli nam na wyznaczenie wielkosci X, .
Jezeli mamy: [A] [[]X] =[ }] to w celu wyznaczenia linii wptywu

P wystarczy macierz [P] pomnozy¢ przez macierz
X ~ . "C podatnosci odwrdocona:
= s X =[A P

. ! Zastanowmy sig¢ teraz jak okreslic A =~ gdy

mamy do czynienia z ruchomym obcigzeniem.

Rys.1.3 Spojrzmy na rysunek obok (rys.1.3). Z naszej

belki wycigliSmy jedno przgsto (r-1,r) po

ktorym jezdzi sita P (teraz juz w uktadzie

lokalnym!) Oczywiscie efektem jej dzialania jest wystapienie sit
wewngtrznych (momentow, tnacych...) Spdjrz na rysunek 1.1. Stosujac

tw. Maxwella wiemy, ze A, =A , czyli jest to ugigcie belki wywotane

dziataniem jednostkowego momentu przytozonego do podpory ,, r
Ugigcie to jest niezerowe tylko dla dwoch przeset (r-1,r) 1 (r,r+1) p
wsholnvm wezle . r”.

X =1 Wyznaczamy lini¢ ugiecia od zadanego
) . momentu. Mamy zatem:

- R 2

o ‘ Er29) - iy (1.6)

‘ i | dxz
E\L u nas:

M(x)= 1 B
Rys.1.4 [,

po podstawieniu i dwukrotnym scatkowaniu otrzymujemy:

2 2
e 00 - lgpem grdfoW - ¥ L cpemm
dx [, dx 20,
3
EIDB(x)=——>—+CG&+D
611

z warunkéw brzegowych: d(x =0) =0 i d(x =/,) =0 mozemy
wyznaczy¢ szukane D, C . Linia ugigcia od zalozonego przez nas
momentu jedynkowego rowna jest szukanej wartosci A, , 1 wynosi:
12
6EI,
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Wiemy tez, ze: A, , 201 A, , =40, (A, —to
przemieszczenie pionowe pod sita P wywotane dzialaniem momentu
skupionego X,_,). Jezeli wigc, do rownania wyzej (1.7) zgodnie z
rysunkiem (rys.1.5) za & podstawimy 1-¢ to otrzymamy gotowe
rozwigzanie:

S - | 2
s (0= (g -382 +2 1.8
()6151,( £+22) (s
L B JAN Wprowadzmy pewna funkcje
SN | wé)=&-80 . w&)=&-38*+2& po
\ . : podstawieniu mamy:
1’ '
6FEl, =——[u(é) U [ 11 [do
0 6EI" (é) r r (E)
Rys.1.5 W uktadzie réwnan kanonicznych, w przypadku, gdy
wedrujaca sita porusza si¢ w obrgbie przesta (r-1,r)
tylko dwa réwnania maja niezerowe prawe strony, a
mianowicie:
l:nXm—l + 2 D)(m (l;n + l:n+l ) + Xm+1 u:nﬂ = Cmp (1 9)
dlam=r-1 C.,=-110 [80(§) oraz
dla m=r C,, =1 I &)

Rozwiazujac otrzymany uktad rownan wzgledem niewiadomych
X, X,,..., X, otrzymamy:

Xk (f) = Bkl I:dij + Bkz D:‘213 Tt Bkk EkP Tt Bk,r—l mr—l,P + (1_10
Bkr €,y + Bk,r+l mrH,P Tt )
przy czym, wspotezynniki B sa wyrazami macierzy odwrotnej dla

uktadu rownan (1,9), tzn. sa to elementy macierzy odwrotnej, w stosunku
do macierzy podatnosci, i:

C . ,€)=-1 10 oE).C, ()= 10 w) (da obeiazenia sita
skupiong P=1).
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Rysunek ponizej pokazuje nam linie wptywu nadliczbowych
(rys.1.6).

Rys.1.6
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