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MECHANIKA BUDOWLI 7
TWIERDZENIA O WZAJEMNOSCIACH

LUKI STATYCZNIE NIEWYZNACZALNE

Glownym powodem dla ktoérego tuki statycznie niewyznaczalne wyroznione sa
oddzielnym wykladem, jest wptyw (w ogolnosci) wszystkich ich sit wewngtrznych
(momentow ale takze sil normalnych i tnacych) na przemieszczenia, skutkiem czego nie
mozna ich pomina¢ przy liczeniu wspotczynnikow w metodzie sit. Nastgpnym powodem
dla ktorego poswigcilismy im dodatkowa uwage, sa trudnosci zwiazane wiasnie z
liczeniem tych sit wewngtrznych. Reasumujac w ponizszym wykladzie omoéwimy ogdlne
zalozenia, tok postgpowania oraz sposoby liczenia tukéw statycznie niewyznaczalnych.

Stowa kluczowe: tuk statycznie niewyznaczalny, metody catkowania krzywych;

1. DEFINICJA I PODZIAL LUKOW

Luk to pret zakrzywiony w pewnej ptaszczyznie, pracujacy
zardwno na zginanie, $cinanie jak i Sciskanie. Jego poszczegolne czgsci
sktadowe nazwane sa nastepujaco:
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Kliicz (Zwornik)

Rozpietodd

Rys.1.0.1. Czgsci sktadowe tuku
Ze wzgledu na krzywizng tuki mozna podzieli¢ m. in. na:
- kotowe
- paraboliczne
- sinusoidalne

Ze wzgledu na konstrukcj¢ podpor mozna je podzieli¢ nastepujaco:
- jednoprzegubowe
- dwuprzegubowe
- trojprzegubowe
- bezprzegubowe (utwierdzone)

Ze wzgledu na przekrdj:
- o stalym przekroju
- o zmiennym przekroju (o konstrukcji optymalnej)

Ze wzgledu na materiat:
- drewniane
- stalowe
- zelbetowe

Moga by¢ rowniez tuki o konstrukcji mieszane;j:

- ze $ciagiem
-z zakratowaniem
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2. ZASADA PRACY LUKU

W pracy tuku decydujaca rolg najczesciej odgrywaja sity
normalne. Z tego tez powodu w wielu przypadkach nie wolno pominaé
ich wplywu na przemieszczenia uktadu. Wptyw sit normalnych na uktad
jest tym wigkszy im mniejsza tuk ma wysokos¢ (analogia do kratownicy
Misesa). Dla tukow ptaskich, o wysokim przekroju lub krotkich, nie
wolno pomina¢ rowniez wptywu sity tnacej (analogia do belki
Timoshenko). Ponizsza tabela przedstawia ogdlne warunki, na podstawie
ktorych pomijamy badz uwzgledniamy wplyw odpowiednich sit
wewngtrznych na przemieszczenia.

Tab.2.0.1 Wptyw odpowiednich sit wewngtrznych na przemieszczenia w zaleznosci od
wymiaroéw tuku gdzie: h — wysokos$¢ przekroju, 1 — rozpigtos¢ tuku, f — strzatka tuku

Luk ptaski h S 1 M,N, T
l [ 10
<l T_h 1 MN
5 30 1710
h 1 M
_S_
[ 30
Luk wyniosty h < 1 M
! 710
2_
/ 5

Na zakonczenie warto zauwazy¢, ze przy spetnieniu powyzszych
warunkéw (tab.2.0.1), pominigcie sit normalnych podczas obliczania
przemieszczen ma duzo wigkszy wpltyw na ostateczny wynik niz w
innych uktadach pretowych. (Blad moze nawet przekroczy¢ 10 %.)
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3. OPIS MATEMATYCZNY LUKOW

3.1. Luki paraboliczne

Rys.3.1.1. Parametry potrzebne do opisu tuku parabolicznego

Roéwnanie osi tuku jest postaci nastgpujace;j:

ij—{Dc(l—x)

(3.1.1)
Stad kat nachylenia stycznej do krzywej w danym punkcie jest réwny:
y =ig¢ =j—{E(l—ZX)
¢ =arctg g%f (] —ZX)D
/ ] (3.12)
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3.2. Luki kolowe

F +
A
2 5
1] 1
N : R-f

R
Rys.3.2.1. Parametry potrzebne do opisu tuku kotowego

Roéwnanie osi tuku jest postaci nastgpujace;j:

— e [ !
yESoRHR @" 2§ (3.2.1)

Stad kat nachylenia stycznej do krzywej w danym punkcie jest rowny:

: [ =2x
y =g =
2[R - —ig
O 20
H O
[ O
O [ =2x 0
¢ =arctg 0
% g -B-1H0
0 204 (3.2.2)
Promien znajdujemy korzystajac z twierdzenia Pitagorasa:
/
R =(r- ) + B
(R-fF+B0
2
R= i + l_
2 8f (3.2.3)
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4. SPOSOBY CALKOWANIA FUNKCJI SIL. WEWNETRZNYCH

Generalnie rzecz biorac catkujac wykresy w celu wyliczenia
przemieszczen, nie mozemy skorzysta¢ z twierdzenia Mohra-
Wiereszczagina, z faktu nieprostoliniowos$ci tych wykreséw ( obydwa sa
krzywoliniowe). Nalezy wigc dokona¢ tego catkowania w sposéb
tradycyjny lub skorzysta¢ z innych sposobow utatwiajacych to
catkowanie. Ponizej znajduja si¢ rozne sposoby radzenia sobie z tym
problemem.

Rys.4.0.1. Zalezno$ci migdzy rozniczka tuku a rozniczka dtugosci

4.1. Metoda matematyczna

W og6lnym przypadku, w prostokatnym uktadzie wspédirzegdnych
nalezy dokona¢ zamiany calki krzywoliniowej na liniowa, stosujac
nastepujace matematyczng zaleznos¢:

ds =1+ @.1.1)

4.2. Metody numeryczne

Metody numeryczne sa szczegdlnie tam przydatne gdzie mamy do
czynienia z do$¢ skomplikowanymi krzywymi oraz przy statym przekroju
tuku. W takim przypadku musimy najpierw dokonaé nastgpujacego
przeksztatcenia:

dx dx
— =co0S - ds=
ds ¢ cos¢ (4.2.1)

a po podstawieniu tej zaleznosci do wzoru na wspotczynniki rownania
kanonicznego (wszystkie przeksztaltca si¢ tak samo) otrzymujemy:

Politechnika Poznanska® Kopacz, Lodygowski, Pawtowski, Ptotkowiak, Tymper



WYKEADY Z MECHANIKI BUDOWLI 7
L UKI STATYCZNIE NIEWYZNACZALNE

M° M "M M
B, = [~ —ds+. = [ g & =
! EJ ) EJ  cos¢
1 MM, _ 1 _
:—I dx + ——Iq(x)dx+ =—+
EJJ cos¢ EJ{ EJ

(4.2.2)

gdzie Q jest to pole wykresu pod krzywa q(x) w granicach od 0 do
L.(Rys.4.2.1)

g(x)

02

0 A,

Rys.4.2.1. Interpretacja graficzna catkowania numerycznego

W zaleznosci od sposobu obliczania pola Q mozemy zastosowaé nastgpujace
aproksymacyjne metody:

- metoda prostokatow — pole pod krzywa dzielimy na prostokaty, a nastepnie
dokonujemy zsumowania ich pdl (jedna z doktadniejszych metod)

" 1 1
Q:ZQi :a%‘h"'% t...tq,, +§an

i=1

(4.2.3)

()

LSS o N

Fo Al N ]
010,20,
%I.:I:%E.Ia.a. + + + + + t + i;(’L':E.a
L i

Rys.4.2.4. Interpretacja graficzna metody prostokatow
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- metoda trapezow - pole pod krzywa dzielimy na trapezy, a nastgpnie
dokonujemy zsumowania ich pol (jedna z mniej doktadnych metod)

N A
Q=22 =ah (4.2.4)
- metoda parabol (Simpsona) - pole pod krzywa dzielimy na prostokaty i
parabole
a nastgpnie dokonujemy zsumowania ich pol (najdoktadniejsza metoda). Warto
zaznaczyc¢, ze parabole budujemy na trzech kolejnych punktach stad podziat
odcinka musi by¢ parzysty.

Z a
Q=% Q, =§E(qo +4g,+2g, +4q, ...+ 2q,, +4q,, +q,)
i=1

i=

(4.2.5)

Warto zaznaczy¢, ze we wszystkich powyzszych metodach catkowania
numerycznego, czym gestszy podziat odcinka tym uzyskane wyniki sa
doktadniejsze (szczegodlnie gesty podziat zalecany jest gdy mamy do czynienia z
tukami stromymi).

4.3. Metoda ,,akademicka”

Metoda ta polega na zalozeniu, ze tuk ma zmienny przekro;j.

i cosp - ds= dx
ds cos¢
Przy zalozeniu, ze:
J(x) = L
cosP(x) 4.3.1)

gdzie Jj to tzw. moment pordwnawczy ktory znajduje si¢ w kluczu tuku
(bo dla
¢ =0, cosp = 1 stad: J(x) = Jo) czyli J(x) zmienia si¢ cosinusoidalnie.

Po wprowadzeniu tej ,,sztucznej” zaleznosci catki w wielu przypadkach
mozna w prosty sposob obliczy¢ analitycznie:
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o ] 0
Aip :IMP—DMldS+“.:J'MP Wl Ddx =
! EJ ' z0 Jo cos¢
cos¢
1 !
=—IMZ (M, dx +
EJ, 4 (4.3.2)

4.4. Metoda polegajaca na zamianie wspolrzednych prostokatnych na
biegunowe (dotyczy wylacznie lukéw kotowych).

singg =— X =Rsin¢

R_
cos :Ty y=R-rcos¢p =R(1-cos@)

ds
—=d ds=Rd
R~ s = Rdg (4.4.1)

Po podstawieniu tych zaleznosci do wzoru na wspétczynniki rownania
kanonicznego otrzymujemy proste catki z funkcji trygonometrycznych:

MM, P MM,
8, = [~ —tds+..= [ Rdp+..=
") EJ 4 EU

M° M,
2 " LRdgp+...
EJ

¢0
=2
I

(4.4.2)
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Warto zauwazy¢, ze granice w catce ustalone zostaly od — ¢y do ¢y,
poniewaz migdzy tymi skrajnymi wielkos$ciami lezy kat ¢ (w
szczegolnych przypadkach np. gdy mamy do czynienia z potowka lub
¢wiartka kota kat ¢ zmienia¢ si¢ bedzie odpowiednio od 0 do i od 0 do

7T
2)

0% 5 ® "
Rys.4.4.2. Przyjecie odpowiednich granic przy zamianie wspoirzednych

Wartos$¢ kata g obliczamy z nastgpujacej zaleznos$ci:

/
. .

Rys.4.4.3. Wyznaczenie wartosci kata ¢
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5. PRZYKLAD

Obliczy¢ i wykona¢ wykresy sil wewngtrznych od zadanego obciazenia,
dla tuku parabolicznego, dwuprzegubowego, statycznie niewyznaczalnego, o
statym przekroju, przedstawionego na Rys.5.1.1a:

a) q= 24%

¥

6,0 [m]
ﬂ -
P_.;I 96 14.4 : *
| 24,0

2 s

¥

&.0
A {511Xl +83 5+ A =0

"1 1%

Rys.5.0.1 Dany uktad a) rzeczywisty z obcigzeniem zewngtrznym; b) uktad podstawowy
z niewiadoma X, oraz uktadem réwnan kanonicznych

Poniewaz mamy do czynienia z tukiem wyniostym E6 > 2—:@, w

réwnaniach kanonicznych metody sit pomijamy wptyw sit normalnych i
tnacych.
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b)

g=248Y

M, =121928

MP [k ]
13.92[m] 10,08

012345678 91011213147
0 L0

M, = 121928
0 0 10268 10368

012345628 9MM121314 15
i
TP [kH]

241,52

Rys.5.0.2 Wykresy sit wewngtrznych w uktadzie podstawowym pochodzace kolejno od:
a) sity jedynkowej przylozonej w miejsce niewiadomej X;; b) obciazenia rzeczywistego

Cigciwg tuku podzielono na 15 czgséci (24/15 = 1,6), nastgpnie w kazdym
w ten sposob uzyskanym punkcie obliczono wartosci M, iM |

(Tab.2.0.1) oraz je zsumowano.

Tab.5.0.1 Zestawienie wynikow M 1M )
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1 M} | M M
Nr| x y 1g¢ cosd M, My | oo 6 | cosd
0 0 1 1,4142 0 0 0 0

1,6 | 1,493 | 0,8667 | 1,3233 | -1,493 | 165,89 | 2,951 |-327,8148

32 | 2,773 | 0,7333 | 1,2401 | -2,773 | 331,78 | 9,5379 | -1141,022

48 | 3,84 0,6 1,1662 | -3,840 | 497,66 | 17,196 |-2228,625

64 | 4,693 | 0,4667 | 1,1035 | -4,693 | 663,55 | 24,308 | -3436,69

8,0 | 5333 | 0,3333 | 1,0541 | -5,333 | 829,44 | 29,983 | -4662,968

96 | 5,76 0,2 1,0198 | -5,760 | 995,33 | 33,835 | -5846,627

11,2| 5,973 | 0,0667 | 1,0022 | -5,973 |1130,50| 35,76 |-6767,819

12,8 5,973 | 0,0667 | 1,0022 | -5,973 |1204,22| 35,76 |-7209,199

144| 5,76 0,2 1,0198 | -5,760 |1216,51| 33,835 |-7145,877

16,0| 5,333 | 0,3333 | 1,0541 | -5,333 |1167,36 | 29,983 | -6562,696

17,6 4,693 | 0,4667 | 1,1035 | -4,693 |1056,77 | 24,308 |-5473,247

19,2 3,84 0,6 1,1662 | -3,840 | 884,74 | 17,196 | -3961,999

20,8 | 2,773 | 0,7333 | 1,2401 | -2,773 | 651,26 | 9,5379 |-2239,783

224 1,493 | 0,8667 | 1,3233 | -1,493 | 356,35 | 2,951 |-704,1948

|t | k| | | e
5 I ey Y I = = S BN E- N LV NS (8] O] e F )

24 -0 1 1,4142 0 0 0 0

2 307,14 |-57708,56

Na podstawie tab.2.0.1 wyliczono wspotczynniki 81 1 Ay, (Wykorzystujac
metode prostokatow):

8, [EJ =ally ¢, =1,6(307,14 = 49142m’
i=1

A, B =ally ¢, =-16057708,56 = —92333,70kN m’
= (5.0.1)
Stad:
-4,  —(-92333,7)
5, 49142

Po otrzymaniu powyzszej wielkosci, obliczono poszukiwane sity wewngtrzne
korzystajac z nastepujacych wzoréw:
M™ =M +X M,

7™ :T; + X, T, :Tp [dos¢ — X, Bing
N = N? +X, [N, =-T, Bin¢ - X, [dos¢ (5.0.3)

X, =

= 187,89 kN (5.0.2)

a wyniki zestawiono w tab.5.0.2.
Tab.5.0.2 Zestawienie wynikéw koncowych
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14

(n)

N (n) M cos¢ 0 (n) (n)

r x| M cosd sing T T N

0 0 0 0 0,7071 10,7071 | 103,68 |-59,55| -206,171
1 1,6 |-114,69 | 226,650 0,6549 |0,7557 | 103,68 |-44,71| -209,89
2 3,2 | -189,31 651,047 0,5914 |0,8064 | 103,68 |-27,50|-212,828
3 48 |-223,83 | 1002,370 | 0,5145 |0,8575| 103,68 | -7,76 | -214,457
4 6,4 |-218,28 | 1130,510 | 0,4229 |0,9062| 103,68 | 14,50 | -214,108
5 8,0 |-172,64 | 970,552 0,3162 | 0,9487 | 103,68 | 38,94 | -211,035
6 9,6 | -86,92 510,565 | 0,1961 |0,9806| 103,68 | 64,82 | -204,575
7 | 11,2 8,17 -48,889 0,0665 | 0,9978| 65,28 52,64 | -191,816
8 12,8 | 81,89 -490,268 |-0,0665|0,9978| 26,88 39,32 | -185,686
9 | 14,4 | 134,27 | -788,686 |-0,1961|0,9806| -11,52 | 25,55 | -186,501
10 | 16,0 | 165,28 | -929,176 |-0,3162|0,9487 | -49,92 | 12,06 | -194,034
11 | 17,6 | 174,94 | -906,043 |-0,4229|0,9062| -88,32 | -0,58 | -207,612
12 | 19,2 | 163,24 | -731,009 |-0,5145|0,8575| -126,72 |-11,99| -226,311
13 | 20,8 | 130,18 | -447,714 |-0,5914|0,8064 | -165,12 |-22,04 | -249,161
14 | 224 | 75,77 -149,730 |-0,6549|0,7557 | -203,52 |-30,74 | -275,278
15 24 0 0 -0,7071 10,7071 | -241,92 | -38,2 | -303,922

2 0,179
Kontrola kinematyczna:
M EM
EJ (&, J' Ldx=a [E
cos(i)
5 =— 1,6 [(1),179 _ 0,286 _ 0
g EJ EJ (5.0.2)
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My =224

n12 3 11213 14 15

4% E?me T[]

38

&0
012345678 901213115

N [iev]

304
Rys.5.0.3 Zestawienie wynikow: a) wykres rzeczywistych sit normalnych N™; ¢) wykres
rzeczywistych sit tnacych T™; ¢) wykres momentow rzeczywistych M®™

206 o5 185
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