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MECHANIKA BUDOWLI 4
METODA PRZEMIESZCZEN-cigg dalszy.

1.1. Réwnanie lancucha kinematycznego.
Roéwnanie tancucha kinematycznego potrzebne jest nam do wyznaczenia

reakcji miedzy katami obrotéwl,ll ; pretow  tworzacych analizowana rame.

Sprobujmy znalez¢ zaleznosci (matematyczne) migdzy tymi katami. Spojrzmy
na rysunek ponizej (rys.4.1) na ktorym przedstawiono uktad przed i po
przemieszczeniu.

Y

Rys.4.1

Poczatkowe zatozenia:
1) Dopuszczamy mozliwo$é osiadania podpor.

_— —

2) Podpory doznaja przemieszczenia W, 1 W,
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3) Wektor [/ ; nachylony jest pod katem Q;do osi poziomej, wektor ll.'(po

przemieszczeniu) pod katem O i'Zajmijmy si¢ w koncu tancuchem
kinematycznym.
Dokonajmy rzutowania wektorow /. i /,'na osie x,y. Zgodnie z

rysunkiem (rys.4.1) otrzymujemy:
* dla uktadu wyj$ciowego:

o le.x =0 (suma na o$ Xx)
Zli =00 7 4.1

i ZI,.y =0 (sumana o$y)

x y
i i

jezeli za$§ cosqQ, :l_ a sinQ, :T to powyzsze zwiazki przedstawiaja si¢

i i

nastepujaco:
Zli [¢osa, =0
- (4.2)
> [, Bina, =0
* dla uktadu po przemieszczeniu:
. > l'Gosa;'+u, —u, =0 4.3)
Zli”fwo—W,,:OD i
i Zli'@inai'+vo_vn :O (4 4)

W tym przypadku nie znamy wartosci kata L,Ul. , wiemy jednak iz jest to kat
obrotu preta;

a'=a,+y.Ua'=a, -y, 4.5)
Zaktadajac, ze prety moga ulec wydluzeniu pod wplywem temperatury
réwnania (4.3) i (4.4) przyjmuja postac:
1.3) Z (1,. +All.)cos(0{,. —l,U,.) =u, —u, J

Z(l[ + Al cosa, [eosy, +sina, Bing,)=u, —u, O

1
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W wyniku przemieszczenia, zaktadajac, ze katy obrotow pretow (,Ul- sa mate
mozemy przyjaé, ze cosy, =lisiny, =1 stad:
Y (cosa, O+ 1;sina, @, + A, cosa, O+ Al sina, @,)=u, —u, O
y x)—. _

S0 @, + 80 )=u, —u, O

1

l)z liy mli + ZAlix :un _“0
14) S (1 + 04 )sin(a, @) =v, -v, O

z (1. + AL )sina, Cosw, —sing, [osa,) = v, —v, [

1

Y (sina, 0=/ cosa, @, + Al sina; 0 -4, cosa, ;) =v, v, 0

2)_Zlix [, + AL =v, v,

1

Otrzymali$my:

l)zliy m]i +ZAlix :un _MO , ,
7 7 ROWNANIA LANCUCHA

2)- LW,y A =, KINEMATYCZNEGO

(4.6)

1.1.1 Wplyw temperatury i osiadania podpor w metodzie
przemieszczen.

Przypus¢my, ze mamy uktad obciazony temperatura (np. jak na rys.4.2),
wowczas wielko$ci R, wyznacza si¢ w procedurze dwuetapowej:

a) od réznicy temperatur

b) od rownomiernego ogrzania temperaturg  =f, —f,
ad a) Zajmijmy si¢ ukladem obciazonym roznica temperatur A¢ jak na rysunku
(rys.4.3).
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Rys.1.2

Mamy zatem:

Jezeli poszczegblne prety uktadu (uktad
podstawowy) wyizolujemy otrzymamy
trzy mozliwosci. Pret moze by¢:
obustronnie utwierdzony, jednostronnie
utwierdzony lub podparty na podporze
slizgowej. Wzory transformacyjne dla
tych mozemy wyznaczy¢ znana nam
metoda sil.

+ dla uktadu z podpora §lizgowa i obustronnie utwierdzonego

o) schemat rzeczywisty

X4 JCQ
X C /i
| td 4
Rys.4.3
M. M
5ik = I’—k
ET

Dla danego uktadu (rys.4.3a)
przyjmujemy uktad podstawowy jak na
rysunku obok (rys.4.3b). Mamy dwie

nadliczbowe X, X,dla ktorych uktad
rownan kanonicznych jest postaci:

o, K, +9, K, +A,, =0

0, LK, +0, X +A,, =0

Wspotczynniki 511,512 wyznaczymy z
wzoru:
U U
Un CkNm O
ds m=F——m=m[] 4.7)
KN 0
Bm? g

Wykonujemy wykresy momentéw od nadliczbowych X, =1, X, =1.Z

rysunku wida¢, ze wykres momentow od X, = Ijest rowny zero, zatem

poszczegdlne wspotczynniki z indeksem 2 begda rowne zeru, a uktad réwnan

sprowadza sig¢ do postaci: O,, X, +A,, = 0. Zgodnie z rysunkiem (rys.4.4) i

powyzszym wzorem (4.7):
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B 1
M, [m] 8, =—(nm)=—
M &= fa et
1 h h
stad:
fysdd O, K, +4, =00 X, = _ﬂ
511
a v
X:—ﬂ:m h_—a, IMCE
: 511 L h
EI

Mozemy wykona¢ wykres momentow w uktadzie statycznie niewyznaczalnym
(rys.4.5) i wyznaczy¢ szukane momenty M ik M « (wartosci tych momentow

przedstawione sa w tabeli umieszczonej ponizej).
W przypadku uktadu obustronnie utwierdzonego
JMET £ postepujemy jak w powyzszym przypadku.

Rys.4.5

9
v
JCO‘

+ dla uktadu jednostronnie utwierdzonego
Schemat postgpowania jest analogiczny do schematu postgpowania jak dla
uktadu z podpora §lizgowa.
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o) schemat rzeczywisty by uktod podstawowy

/ t t
JCd . JCd
\ X1
/\V /\V
) wykres momentow d> wykres momentow
w uktrzeczywistym od X1=1
JC
m 7
(S - W
L X,
Rys.4.6
Uktad réwnan kanonicznych:
O, LK, +4A,, =0
3
5 =HndiB-Ld
VAN 30 EI 3
2
A, :_[Ml a, mzds =lzua' (A _ I° Lo, [
h 2 h 2h
Zatem nasza niewiadoma wynosi:
I* oy, [\t
A
X, =-=t :% = —EEI a, b a wykres momentow w ukladzie
&, L4 2 ok
El 3

statycznie niewyznaczalnym (od wyznaczonego X, )przedstawiony jest na
powyzszym rysunku (rys.4.6c). Wyznaczone w ten sposob wzory
transformacyjne przedstawione sa w ponizszej tabeli.

Schemat Wzory transformacyjne -

EI
g M, =-"—a,

N

Ar=t,~t,>0 |(@4.7)

K
T ’ Mkl.At = +%at DAY
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PR M, = 3 Dgat [
| ﬁ]]]]]t]jhbl%k 2 h At=t,~t, >0 |(4.8)
M, =0
tq M, = —ﬂat nY;
f%HHHHHHH . :] (4.9)
ta ’ M\ = =0,

ad a) Zgodnie z wzorami (4.6) dla uktadu rownomiernie ogrzanego mozemy
zapisac:

ST+ AL =0

L'+ AL =0 gdzie: Al =1, [&r, [
20 Wy

uktad po ogrzaniu /

wz? 7 L)Ui

s

Rys.4.7

Warto$ci ¢/ wyznaczamy z roéwnan tancucha kinematycznego, i

okreslamy dla nich wykresy sit wewngtrznych podstawiajac do wzorow
transformacyjnych powyzsze wartosci . Pozwoli to nam na wyznaczenie
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wielkosci R, , ktore bedziemy mogli potraktowac jako wyrazy wolne w uktadzie
rownan kanonicznych.

W przypadku gdy wystepuje tylko osiadanie podpér, wyrazy wolne
wyznacza si¢ w sposob jak wyzej, tzn. z rownan tancuchéw kinematycznych

uktadu podstawowego w postaci:
l)z 1 mjiA —u, "u,

4.10
2)_Zlix EpiA:Vn_Vo ( :

W przypadku rownoczesnego dziatania temperatury i osiadania dochodzi do
osiadania w postaci katow.

PRZYKLAD

Na prostym przykladzie zobaczmy jak zapisa¢ rownania lancucha i
wykona¢ wykresy sit wewngtrznych w przypadku obciazenia ukladu
temperatura, sitami zewngtrznymi czy przy osiadaniu podpor. Przypusémy, ze
nasz uktad (rama) obcigzony jest jak na rysunku ponizej. Przyjmujemy uktad
podstawowy (rys.4.8b) i zapisujemy dla niego uktad réwnan kanonicznych. I
tak:

o) schemat rzeczywisty k> schemat podstawowy

olc

0°c
24kN

q=8KN/m

T e
e

lem

4,0m
4,0m

+20°C

Rys.4.8

+ Dla uktadu obciazonego sitami zewnetrznymi uktad réwnan kanonicznych
ma postac:

g’n (9, +r, U, + R, =0
o [, +r,, W, +R,, =0
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W celu wyznaczenia wspotczynnikow ry,,7,,7,,,7,, oraz R, R,,
wykonujemy wykresy momentow zgodnie z poznanymi wczesniej wzorami
transformacyjnymi  przy¢, = Lu, =loraz od  obciazenia  sitami

zewngetrznymi (rys.4.9).

a) stan LPl:l k) stan u1:1

Rys.4.9

Poszczegodlne wspolczynniki wyznaczamy z rownowagi wezlow, natomiast
Ty1»Ty >R, p z rOWnania pracy wirtualnej. Otrzymujemy zatem:

= e
57 4
—EEIEP— —EIE—)I—
4716 5

r21[11+B‘1E1+2EJHi+ E[B—3 DIH
ry 0 - 6#EJE;H1+ E-I—EIB D@zoﬂ

0 16
W przypadku wyznaczania wspot. R,, nalezy takze uwzglednic¢ prace wykonana

na przemieszczeniach J,,0,(rys.4.10) wywotanych dziataniem obcigzenia
zewnetrznego.
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q=8kN/m
IOKN LTI
1 °c—=
29kN
¢ A
5p
0
7
Rys.1.10
W  celu wyznaczenia J,,0,budujemy dodatkowe dwa ‘tancuchy
kinematyczne:
011 241

3y, =90, '_2ELN::5Q

Rownanie pracy wirtualnej przyjmuje postac:
- E}_ 3 - E}_ - P P _ -
R,, [11—16D TDD 160+24+2408,+845, =00

Majac wyznaczone wspotczynniki rozwiazujemy uktad rownan
kanonicznych otrzymujac:

_ 3,299 _ 93,3908
4=~ wy ==
EI El
warto$ci te wstawiamy do wzordéw transformacyjnych otrzymujac koncowe

wartosci momentow na poszczeg6olnych koncach pretow. Wykres
momentow przedstawiony jest na ponizszym rysunku.

M"[<Nm]J

1 36KNm

5,341

L=

7 30,656KkNm

29,337KNm <

¢
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+ Uklad obciazony temperaturq-
Schemat postgpowania jest analogiczny jak poprzednio, tu jednak w celu

wyznaczenia wspotczynnikéw R,,, R,, postgpujemy dwuetapowo okreslajac
osobno ich wartosci od obciazenia Ati ¢,. Wykonujemy wykresy momentow

od obciazenia Af zgodnie z wzorami transformacyjnymi przedstawionymi w
tabeli  (4.7,4.8)otrzymujac  z  réwnowagi  weztdow R, ,R,,, W  celu

wyznaczeni R, , R, nalezy wykona¢ dodatkowy fancuch kinematyczny przy

czym nalezy pamigta¢ o uwzglednieniu wydtuzenia pretow wywotanych ich

. C t,+t
podgrzaniem (ozigbieniem) temperaturg ¢, = - 5 £ —¢ . Itak dla:

o + o
- preta0-1mamy ¢, = w -25°C =-10°C
- pretal-2mamy ¢, ZW—Z?C:—ITC

Roéwnania tancucha wygladaja nastepujaco:
012 -

4, + 3@, (-10°C) +4@, (-15°C)=0
element wynikajqyn =z ogrzania
012 1
3, —4 0, (-10°C)+4T,, =0

Szukane przez nas ostateczne wspolczynniki R,,, R,, wynosza:

R, =R *+ R, Ry =Ry + Ry,

+ Uklad z nalozonym osiadaniem podpor- jak wida¢ z rysunku (rys.4.7)
zadane osiadania wynosza 0,01m . W tym zatem przypadku prawa strona nie
jest rowna zeru lecz zadanemu osiadaniu. Mamy zatem:

012 - 0121
4, =-0,01 3w, +4@, =0,01

Wykonujemy  wykresy momentdow od  wyznaczonych  wartoSci

-0,01 3 . : .
Y, =T,l/112 =E0’01 pamietajac, ze@, = 0,005 i podobnie jak
poprzednio wyznaczamy R,,,R,,.
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Wspotczynnik R, okreslamy  z
rownowagi we¢zta natomiast R,,z
réwnania pracy wirtualne;j:

_ 1 3 -0 -
RZPEI+(3O,7O9+21,935)E]:I 14,395[@;—6D§—0D

Po ich okresleniu mozemy wyznaczy¢ wykres momentow w uktadzie
statycznie niewyznaczalnym zgodnie z uzytymi juz wcze$niej wzorami
transformacyjnymi.

Widzimy zatem, iz mimo tego, ze sam schemat budowy tancucha jest dla
wszystkich rodzajow obciazen jednakowy to réznice migdzy nimi sa znaczne.
Nalezy zwroci¢ baczng uwage przy ich budowaniu, stanowia one bowiem
podstawe do poprawnego rozwiazania zadania.
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