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OPIS RUCHU
1. 1. Opis ruchu
N Przypusémy, ze mamy uklad jak na rysunku

obok (rys.11.1). Zgodnie z zasada d’ Alemberta réwnanie
roéwnowagi mozna zapisac:

()+Kq(t) 0 (11.1)
e 1)+ 0af)=0 "
Rys.11.1 gdzie: w’ :£, ' _d_ i
m Oog dt’
m—masa[kg]

g — przemieszczenie w czasie

K — sztywnos¢ podpory VD

Rozwiazaniem jest funkcja q(t) =g,sinax +q, cosar [ q(t) = Asin((d + ¢),
przy czym kat ¢-t0 kat fazowy. State A,@) wyznaczymy z dwéch warunkow
poczatkowych:

t=0 fp-
A C =00 ¢(0)=a
’ j 2t =00 ¢(0)= ‘ZI =0
t=0
1 .

Rys.11.2
Z warunkow tych otrzymujemy:
. . . IT
a=Asin(0+¢)= Asing O Asmz =al 4A=a
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%:Acos((d‘+¢)um OZA(A)COS((A)ED+¢)D cos¢ =00 ¢:g

Zatem dla warunkow poczatkowych j.w otrzymujemy pelne rozwiazanie postaci:

q(t):asingat+§§:acoswt (11.3)

dzie:

ga -amplituda drgan, to max. warto§¢ przemieszczenia(wychylenia) w stosunku do
potozenia rownowagi,

@ -to czgstos¢ kotowa drgan wlasnych (zaktadamy brak czynnikéw zaburzajacych, czyli
nie wystepuje thumienie) [rd / S] , jest cecha indywidualna kazdego ciata (Jest stata!)

Uwaga! Nie ma zwiazku migdzy amplituda a czgstoscia kotowa!

Zgodnie z rozwiazaniem (wzor 11.3) nasza kulka powréci do swego potozenia po czasie

odpowiadajacym 27T. Podstawmy ta warto$¢ do naszego rozwiazania:

q(t) =a cos(a)t + 27‘[) = cos EUEI + %T %2 cos[w(t + T)]

2
gdzie T = — to okres drgan, czyli czas dzielacy dwa identyczne stany rozpatrywanego
w

ciata (fatwiej mozna to sobie wyobrazié patrzac na rysunek 11.2).

Zadanie 1

Wyznaczy¢ czgsto$¢ kotowa elementu.

+ Powiedzmy, ze mamy uklad jak na rysunku (rys.11.3) z jednym stopniem swobody.
Zaktadamy, ze masa belki jest znikomo mata w stosunku do nalozonej masy
(powstaly w ten sposob blad bedzie bardzo maty i nieistotny dla dalszych
rozwazan). Czesto$¢ kotowa wyrazana jest wzorem:

w = LS (11.4)
m
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% El .\m %\\\\\\ | T
- RN
P ch
N f M %\f
Rys.11.3

Sztywnos¢ belki wyznaczymy korzystajac z pracy wirtualnej. W miejscu masy m
przyktadamy taka sile P, ktora spowoduje jednostkowe ugiecie belki (rys.11.3b) stad
i0 rowne bedzie 1. Wykonujemy wykresy momentéw od zadanej sity P i sily
jedynkowej (rys 11.3c i d)otrzymujac:

5= f i ds——B—PDI FH- 2T

3 O 3EI
Przyrownujac otrzymanq wartos$¢ do jedynki:
P’ 3EI » _
1= U P=——czyli K= stad szukana czesto$¢ kotowa wynosi:
3EI /
3EI
. (11.5)
m

¢+ Zajmijmy si¢ teraz belka swobodnie podparta, ktorej masg sprowadzimy do masy
skupionej umieszczonej w Srodku jej rozpigtosci (rys.11.4). Sposdb postgpowania
jest analogiczny jak dla belki z przyktadu pierwszego. Wykonujemy wykresy
momentoéw od zadanej sity P i sity jedynkowe;.
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Rys.11.4

SR AT Bt e e

EI EITR 2 4 3 48E1
poniewaz :
_ P _48EI . _ N
1= 0 P= — czyli K =——5— stad szukana czgsto$¢ kotowa
48E]1 / /
Wynosi:

w= ,/4855 (11.6)
m

przy czym m = P[4 [H (A-pole przekroju poprzecznego belki).

1. 2. Drgania wlasne, thumione.

Ttumienie drgan jest wynikiem dzialania sit oporu oznaczanych jako R . Sily te dziataja
w ruchu zwanym Voigt. Zakladany w nim tlumienie lekkie (wiskotyczne)
proporcjonalne do predkosci ruch, co zapisujemy:

R~cT(t)
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Na rysunku (rys.11.5) widzimy cialo o masie m drgajace swobodnie (bez tlumienia) i
podczas thumienia drgan.

o) o
N 7
a)drgania wlasne-uktad o jednym
c stopniu swobody
Elumik b)drgania wlasne ttumione
m m

Rys.11.5
Rownanie ruch z uwzglednieniem ttumienia przyjmuje postac:

mB}(t)+cﬁ1(t)+K(t) =0 (11.7)
gdzie
C -stala ttumienia

przy wprowadzeniu zmiennej O = 2— réwnanie przechodzi do postaci:
m

.Cl.(t)+2p D.y(t)+w2 () =0 (11.8)

P — wspotczynnik ttumienia drgan.
Rozwiazaniem réwnania ruchu (wzérll.8) bedzie funkcja postaci: q(z) = Ae”.
Podstawiajac ja do rownania otrzymamy rownanie charakterystyczne postaci:
rr+2p0+w* =0 (11.9)

Rozwiazujac je mozemy otrzymac trzy przypadki:

x0
A=4p> —40* =4(p* ~w?)0 B0

H=0

¢+ Rozwazamy male ttumienia

Mozliwe sa dwa rozwiazania:

B =-p-ifw’ - p’ rn=-p+iyw’ - p’

Rozwiazujaca funkcja jest funkcja postaci:

q(t) = Ae™” sin(wt + @) (11.10)
co jest rtOwnowazne rozwiazaniu:
q(t) = e " sin(c, cosax + ¢, sinax) (11.11)
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Wykres (rys.11.6) ponizej obrazuje funkcj¢ rozwiazujaca (wzor 11.10):

gty

Rys.11.5
gdzie:
T, — okres drgan wlasnych thumionych wynoszacy:
2m
I = o a W =y’ - p’
1

Miara tlumienia jest to z jaka szybkoscia nastgpuje redukcja amplitudy, czyli relacja
migdzy dwiema kolejnymi amplitudami podobnych standw. I tak:

2t g,
L= U i .Podstawiajac do funkcji rozwiazujacej (11.10) otrzymujemy:]
| q;
] A Ao PlrT)
przy zatozeniu, ze: sin(w,t +e) =1 din — — O
q; e
= = (11.12)
q;
przy czym
A= lnh = p T, — logarytmiczny dekrement mienia.

q;

¢  Silne ttumienie

Mozliwe sa dwa rozwigzania:
— 2 2 — 2 2
K==p-yw -p r,=—ptyw’ - p
Funkcja rozwiazujaca przyjmuje postac:
q(t) = e P (¢c,chw, + c,shwit) (11.13)
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gdzie:

51: /pz_wz

W tym przypadku wykres funkcji rozwiazujacej wyglada nastepujaco (rys.11.6):

a(t
- t
s
Rys.11.6
¢ W trzecim ostatnim przypadku gdy funkcja rozwiazujaca jest postaci:
gi)y=e " (ct+c,) (11.14)

a jej wykres jest taki jak przy silnym ttumieniu(rys.11.6).
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