WYKEADY Z MECHANIKI BUDOWLI 1
UKLADY PRZESTRZENNE, METODA PRZEMIESZCZEN

Olga Kopacz, Adam Lodygowski, Krzysztof Tymper,
Michat Plotkowiak, Wojciech Pawlowski
Konsultacje naukowe: prof. dr hab. JERZY RAKOWSKI
Poznan 2002/2003

MECHANIKA BUDOWLI 2

1. UKLADY PRZESTRZENNE
O przestrzenno$ci nie $wiadczy tylko geometria ale rowniez sposob obciazenia. Uktady
przestrzenne wykazuja trojwymiarowy stan przemieszczen.
Na rys.1 pokazane sa dodatnie zwroty sit. Nalezy zwroci¢ szczeg6lna uwage na
plaszczyzng przecigceia preta (dodatnia lub ujemna), ktéra determinuje zwroty dodatnich
sit.
/
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Rys. 1
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Na rys.2 pokazane sa dodatnie zwroty momentow
3
A
|
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N
M2 (skrecajacy)
M1
1
Rys. 2
Dla przecigtego preta w dowolnym miejscu musza by¢ spelnione rownania rownowagi
SPA=0 M =0-PG-Pk=0
ZPZ:O ZMZ:OqPID%—QDcI:O Q2.1
SP=0 YM =0-P%-Rk=0
Mll DMlk P F kg +J- M3, W3k dJ- le WZk ds +0]
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=2 T, T, T, T g
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H EA ) G4 ) G4 |
Gdzie
GI; - parametr charakteryzujacy sztywnos$¢ na skrecanie,
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Sztywnos$¢ na skrecenia

W zaleznosci od ksztattownika i rodzaju materiatu z jakiego zostat on wykonany,
okresla si¢ sztywnos¢ na zginanie.

E
G=—F—— 2.3
201 +v) @3
G - modut Kirchhoffa
Dla prostokata:
I, =kh[b’ (2.4)
Gdzie:
k - wspotcezynnik zalezny od stosunku wysokosci do szerokosci prostokata
h/b 1,0 2,0 3,0 00
B<h
k 0,1406 0,228 0,2633 0,333
Przy czym jako wysoko$¢ (h) rozumie si¢ dhuzszy bok prostokata
Dla kota:
I, =1, (2.5)

Dla ksztattownikow:
— 3
I,=n D;—[g h, (b, (2.6)

Gdzie h i b to wymiary poétek i Srodnikdéw traktowanych jako prostokaty
Wspotczynnik I jest zalezny od ksztaltu elementu:

n katownik dwuteownik ceownik teownik
1 1,2 1,12 1,15
Zamknigty obszar cienko$cienny:
480’ (D
Ig=—— 2.7)
A
Gdzie:
S
7y - pole powierzchni zawarte w
obrebie linii srodkowe;j
Ky - obwod linii srodkowej
0 - grubos¢ (stata lub $rednia)
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2. METODA PRZEMIESZCZEN

Starajac si¢ zrozumie¢ istote metody przemieszczen, najwygodniej jest ja
przedstawi¢ za pomoca analogii do metody sil, ktora juz poznaliSmy i przy uzyciu
ktorej jestesmy wstanie policzy¢ przemieszczenia i rozktad sit uktadow statycznie
niewyznaczalnych.

Metoda przemieszczen Metoda sit
| niewiadomymi wielko$ciami sa niewiadome sa nadliczbowe sity
przemieszczenia weztow
Utozone réwnania kanoniczne Utozone rownania kanoniczne
metody przemieszczen sa metody sit sa rownaniami
2 réwnaniami rownowagi (w ramach przemieszczen
prostych- réwnania rownowagi
weztow)
W metodzie przemieszczen o liczbie | O liczbie niewiadomych metody sit
3 niewiadomych decyduje liczba decyduje stopien statycznej
niezaleznych obrotow i przesuwow niewyznaczalnos$ci okreslony przez
liczbg podpdr i tarcz

Rozpatrzmy rame plaska (rys.3) sktadajaca si¢ z pretow polaczonych weztami,
ktore traktowac bedziemy jako tarcze doskonale sztywne.

N N

Rys. 3
Rama obcigzona jest dowolnymi sitami skupionymi lub obciazeniem ciagtym. Pod
wplywem obciazen uklad odksztalci sig; w pretach powstanie stan naprezenia, ktorego
sktadowymi uogo6lnionymi sa M, T, N.
Pod wplywem przemieszczenia prety podlegaja deformaciji a wezty doznaja
przemieszczen. Stan przemieszczenia wezta charakteryzuja trzy wielko$ci: kat obrotu
wezta @ oraz skladowe przemieszczenia wezta: pionowa (v) i pozioma (u).
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Wazne: w sformutowaniu metody przemieszczen nie bedziemy uwzgledniaé skracania i
wydhuzania si¢ pretow pod wplywem dziatania obciazenia.

Postugiwac¢ si¢ bedziemy pojeciami:

Wezel swobodny- taki, ktéry pod wptywem obcigzenia uktadu moze doznaé
przemieszczenia (u lub v).

Wezel skrepowany- (np. podporowe) wezly sa utwierdzone- kat obrotu i przesunigcie
réwne 0.

Przyjmijmy sktadowe stanu przemieszczenia wezta za wielkosci niewiadome.

Gdybys$my znali przemieszczenia wezlow, moglibySmy wyznaczy¢ wielkosci
statyczne w pretach. Mozna bowiem traktowac kazdy pret oddzielnie jako poddany
dzialaniu obcigzenia zewngtrznego oraz dzialaniu znanych przesunig¢ i obrotéw jego
przekrojow przyweztowych. Zadanie to, przy uzyciu metody sit, da si¢ obliczy¢ dla
kazdego preta.

Rozpatrujac uktad ramowy (rys.3) zatézmy, ze wszystkie sktadowe stanu
przemieszczenia weztdw swobodnych sa réwne zeru. Otrzymamy wowczas uktad
pretow na obu koncach utwierdzonych. Obciazenie jednego preta wywotuje wtedy stan
naprezenia tylko w tym precie. Sktadowe stanu przemieszczenia przekrojow
przywezlowych sa rowne zeru. Wielkosci statyczne w dowolnym precie mozemy
wyznaczy¢ przy uzyciu metody sit, traktujac kazdy z pretow jako oddzielny uktad
trzykrotnie statycznie niewyznaczalny.

Przyklad:

EZEL

QEIik

SHNS

- &&Q\i

N—

ZYozenia:

2.8)
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Wymuszamy obroty podpory wezta ,,i” 1,,k” zgodnie z rys. 5

=Y Y
7 |

7 \

psi (ik)

\
Psiik ) I

\
= -z
T
X1 e
207
N L7
Rys. 5

Gdzie:
Psi (ik) - (,Uik

Foo-9,
Zgodnie z metoda sit, gdy wystepuje wymuszony obrot (osiadanie) mozna zapisaé uktad
réwnan kanonicznych:

M, X, +o, X, +A, =0

2.9
%21 D}(1'*'522 X, +4,, =0 2

Zgodnie z metoda sit rozwigzujemy uktad rownan.
Wykresy jednostkowe do obliczenia przemieszczen O (rys.6)
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Ml{ ?

Rys. 6
Obliczenia przemieszczen w miejscach sit jedynkowych:

5 = M, M, o = i
" I EI 3EI
M, M !
o, = 22 s = 2.10
2 I £ T 3E (210
512 :J- Ml wz dS = —L
EI 6EI

Obliczenia od osiadania:

A, = _(Al + ZRiA)
Vi =V

Bu=p = I+ T =g+ o= vy, @1
AZA:_¢1 +¢’ik

Podstawiajac wyznaczone wielko$ci do uktadu réwnan i po rozwigzaniu go otrzymamy:

2FE]
Xl :Mik :T[@Dpf +¢k _3mjik)

VET (2.12)
Xz =Mki =T[sz’k +¢i ‘3@,-k)
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Otrzymane w ten sposob zaleznosci sa WZORAMI TRANSFORMACYJNYMI
metody przemieszczen, gdzie My jest prz¢gslowym momentem przywezlowym

(rys.7).
Mi

Rys. 7
Wzory transformacyjne: okreslaja zaleznosci migdzy przgstowymi przyweztowymi
sitami wewngtrznymi a wymuszonymi przemieszczeniami podpor weztowych.

Korzystajac z zaleznosci (2.7) mozna tatwo wyprowadzi¢ wzor na sity poprzeczne:

6E1
T, =T,=——-Up,+¢, -21,) @.13)

W podobny sposéb mozna Wyprowadz1c zalezno$ci dla pretow: z przegubem z jednej
strony lub z podpora §lizgowa.

WZORY TRANSFORMACYJNE DLA PRETOW ROZNIE PODPARTYCH
1. Dla belki obustronnie utwierdzonej: rys.7, (2.9)

. .

|

N

@
Rys. 7
_2EI
Eﬂz [, +¢, -3W,)
2EI
M, =TEQZFPk +¢,-3W,) 2.14)
]-;k : 6E] 2 |ﬂltk)
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2. Dla belki z przegubem na jednym koncu: rys.8, (2.10)

N—

A
T NN ®

(O8]
—|m
—

Rys. 8
3EI
M, = T EQ¢1 _Liuik)
M, =0 (2.15)
3EI
Tik :Tki == B [Q‘p, _wik)
3. Dla belki z podpora §lizgowa na jednym koncu: rys.9, (2.11)
O ®
% |
%
7 4
/VL t /VL
Rys. 9
El
M :7[(@ _¢k)
_El (2.16)
M, _T[(‘pk _¢i)

T;‘k :Tki =0
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Podczas obliczen metoda przemieszczen wykorzystuje si¢ rowniez wykresy momentow
dla obciazen zewngtrznych. Oto kilka charakterystycznych przypadkow:
1. Obciazenie ciagte dla preta utwierdzonego:

| q K
7 r v v v | B B 1
7z
IVL I /\L
M M
Rys. 10
2 2 2
oty —al 2.17)

ik 12 ki 12 max 24

2. Obciazenie ciagle dla preta przegubowego:

q
| K
7
rY v v vy v v vrovrovyovy

7
p : I
M

Rys. 11
2 2

M, == =0 me:% @.18)
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3. Obciazenie skupione dla preta utwierdzonego:

P
i K
7
7
ﬂL ‘ ﬂL % ﬂL
M M
Rys. 12
My =2, =2y =2 (.19)
8 8 8

4. Obciazenie skupione dla preta przegubowego:

i X
7 %
_ 4
)’ I b I )
M
Rys. 13
3 5
M,=-——Pl M,=0 M_, =—L[Pl (2.20)
16 32
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5. Obciazenie skupione dla preta przegubowego:

%

N

V
N

N
N

N

Rys. 13
M M
M, =—— M, =——F— 2.21
ik 4 ki 4 ( )
M
7
% //
L ! L I ,
kd Z rd Z ”
M
M
M, =3 M, =0 (2.22)
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PRZYKLAD
Zadang belke (rys.14) rozwiaza¢ metoda przemieszczen
P=16kN q=4kN/m
%
b 4 ) 6 .’
Rys. 13

Zgodnie z zalozeniami nalezy zablokowa¢ mozliwe przesuwy. W tym przypadku bedzie
to kat obrotu na posredniej podporze:

P=16kN q=4kN/m
%
k 4 k 6 }
Rys. 14
Zapisujemy rownanie z jednym przesuwem:
{rll [$,+R, =0 (2.23)
Korzystajac ze wzorow transformacyjnych rysujemy wykres momentéw na
poszczegodlnych pretach (sktadnikach belki):
=4KkN/m
lP=16kN !
Z
A B C
L L L
A P . 6 J

Rys. 14
Czgs¢ belki AB to pret obustronnie utwierdzony. Czgs¢ BC to prgt utwierdzony w pkt. B
iz podpora w pkt. C. Wykorzystujac wzory transformacyjne (2.9 i 2.10) mozna zapisac:
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Dla preta AB:
®,=0 ¢, =1 u-brak przesuwu

_2EI _2EI
MAB _T[(z @A +¢B 3@/13)_7 (224)

2EI
My, :T[&wg +¢A _3m’AB):E]

Dla preta BC:
¢,=1¢.=0 u — brak przesuwu
3E] 3EI
M, :T[wg _‘lch):T (2.25)
M =0

Po obliczeniu momentow rysuj¢ wykres:

m )
- W %EIW

Rys. 15

Z rownowagi wezta mozna wyznaczy¢ ry;:

r =1,5EI

oL

Rys. 16

1
2FT

Zgodnie z zalezno$ciami (2.12 — 2.15) mozna narysowac wykresy momentoéw od sit
zewnetrznych:

Politechnika Poznanska® Kopacz, Lodygowski, Pawtowski, Ptotkowiak, Tymper



WYKEADY Z MECHANIKI BUDOWLI 15
UKLADY PRZESTRZENNE, METODA PRZEMIESZCZEN

-18kNm

U S

Rys. 17
Z rownowagi wezla mozna wyznaczy¢ R,

-10[kNm]

=

Rys. 18

Obliczone warto$ci podstawia si¢ do uktadu rownan:

{’”11 [p,+R, =0
1,5EI ?(1) -10=0 2.26)
o

Korzystajac ze wzoru superpozycyjnego lub ponownie podstawiajac do wzoréw
transformacyjnych (z obliczonym katem obrotu) obliczy¢ mozna koncowy wykres
momentow:

M"'"=M,+M, [p+M [§+..

AB
gt g2 =1 )
27 3EL 3
2.27
—8 - E1 320 = - X k)] 227
3(EI 3
BC

~18+1 51320 = - vl
27 3EL 3
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Znajac wszystkie warto$ci mozna wykre$li¢ wykres momentow M™:

LNm

LkNm

Rys. 18
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