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MECHANIKA BUDOWLI 13

Ugiecia belek drgajacych. Wzory transformacyjne belek o ciaglym
rozkladzie masy.

s

wix,t)

w-przemieszczenie dominujace:

w(x,t) = w(x)T(¢) (14.1)
Wprowadzenie warunkow brzegowych prowadzi do jednorodnego uktadu
rownan. Rozwiazanie nietrywialne istnieje dla det=0. Otrzymuje si¢
réwnanie charakterystyczne.
Przyjmujemy nastgpujaca funkcj¢ okreslajaca linig ugigcia belki:

w(x) = Asina x + Bcosa x + Csha x + Dsha x (14.2)

gdzie:
at=wr B p=4 14.3
Z pH=Ap (14.3)

p-gestosc liniowa
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Poszukamy rozwiazan rownania (14.2) dla r6znych warunkéw
brzegowych belek.
1. Belka obustronnie utwierdzona.

0 L
\ V
w(=0

w(0>=0
1) w(0) =0 2wl =0
3) % =p(0)=0, 4 )| _ d(1)=0 (14.4)

Powyzsze warunki podstawiamy do rownania (14.2), ktorego wyznacznik
przyrownujemy do zera (rownanie charakterystyczne):
challgosal-1=0 (14.5)

Roéwnanie to ma rozwiazania dla pewnych wartosci:

al=473 =220 |2
! H
61,67 |EI
azl = 7,853 - w, = l,—Z 7 (146)

a,0=1099 - w, = 120;91 /ﬂ
[ u

Ogo6lnie mozna zapisac:
2k +1
al=

k=2 (14.7)

Funkcja ugigcia dla k-tej postaci:

Lina, x — sha a,x—cha,xU
W, (x) = A, (sin@ [ - sha 1) Gt 51X COSTX TN o g 4 gy
Osina,/—sha,l  cosa,l—cha,l ]
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Liczba miejsc zerowych funkcji wi(x) rowna jest k-1

2. Belka utwierdzona z podpartym wolnym koncem.

w(0>=0 W
w ' (0O=0 W

Po podstawieniu warunkow brzegowych do wyrazenia (14.2) otrzymamy
wyznacznik:

tgal—tghal=0 (14.9)
Rozwigzania powyzszego rOwnania wynosza:

al=3927 - = 151’242 E
u

4997 [EI (14.10)
a,l =7,0609 -~ w, = ’27 —
[ u
Ogolnie mozna zapisac:
4k +1
aklzTr[ k=3 (14.11)

Funkcja ugigcia dla k-tej postaci:

Gina,x sha,xU
w, (x)= A4, sinda,l L k 14.12
¢ () = 4, sina Sina,l  shalp (14.12)
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3. Belka jednostronnie utwierdzona

§0 L

w(0>=0
w'C0>=0

Roéwnanie charakterystyczne ma postac:
cosallehal+1=0 (14.13)

Rozwiazania rownania (14.11):

a,l=1875 - w = 3}32 £
\ u

a,l=4,6941 - w, =i’203 |EL
[ H

Zapis uogdlniony:

(14.14)

2k -1
a,l= 5 T k=2 (14.15)

Funkcja ugigcia dla k-tej postaci:
L$ina,x —sha a,x—cha,xU

W, (x) = 4, (sina, 1+ sha ) g™ 20X COSTIZATA - (14.16
[sina,/+sha,l cosa,l+cha,l )
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Zadanie
Znalez¢ czgstosci kotowe drgan wihasnych dla uktadu przedstawionego ponize;j.

0 l
\ +
N 7
w(0>=0 w (D=0
w'(0>=0 W (D=0

Funkcja lini ugigcia ma postaé:

w(x) = Asina x + Bcosa x + Csha x + Dcha x

Rozniczkujemy powyzsza funkcjg (dx)

w'(x) = Aacosa x—Basina x+Ca cha x+ Dd sha x

w'(x) =—Aa’sina x — Ba® cosa x + Ca’ sha x + Da’ cha x

w'"(x) =-4a’ cosa x + Ba’sina x + Ca’ cha x + Da’ sha x
Podstawiajac warunki brzegowe otrzymujemy uktad czterech réwnan jednorodnych:
0=B+D

H = da +cCa

H = dacosal-Basinal +Cachal+Dashal

H) =-4a’cosal+Ba’sinal+Ca’chal+Da’shal

Wstawiajac dwa pierwsze rownania do dwoch kolejnych, otrzymujemy uktad dwoch
réwnan:

M=C(achal-acosal)+D(asinal+ashal)

%) =C(@’cosal+a’chal)+D(a’shal—a’sinal)

Uktad réwnan posiada rozwiazanie nietrywialne gdy wyznacznik rowny jest zeru.
a(chal-cosal) a(sinal+shal)|

a’(cosal+chal) a’(shal-sinal)

Otrzymujemy rownanie charakterystyczne:

chal8inal+cosallshal=0

Przeszukujemy powyzsze rOwnanie wstawiajac wartosci od 0, w celu otrzymania
rozwiazania.
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a,l =2,365 - W = 5’5293 /2
! H
a,l =54978 - w, = 30}326 £
\

a,l =8,63938 - w, :74’—?9 /ﬂ
! H

Roéwnanie posiada nieskonczona liczbe rozwiazan, powtarzajacych si¢ okresowo.

Warunek ortogonalnosci.

Rownanie w przestrzeni
d*x(x) uw’
- w(x)=0 14.17
e 7 ) (14.17)
Roéwnanie to spetnione jest dla pewnej wartosci @
@ ~ Ebv"'-palw, =0

. _ (14.18)
w, - Ew'"'"-pwiw, =0
Zgodnie z teoria zginania belek prostych:

Elw,'"""=q(x) (14.19)

Po przeksztatceniu (14.18) otrzymujemy:
EIWZ-””: ua)iZWi - qi(x)

Elw,""= Ilw,z-Wj =q,;(x) (14.20)
Otrzymujemy dwa stany a)(i-ty) oraz b)(j-ty):
ad (o))
i q,
(T T ey, (T T T
Wi W

Z twierdzenia Bettiego:
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Praca obcigzenia q; na przemieszczeniach wj, rOwna jest pracy obciazenia
g;j na przemieszczeniach w;.

Ja,(w; ()dx = [q, (x)w, (x)dx (14.21)

Przeksztalcajac powyzsze wyrazenie 1 podstawiajac wzory (14.20)
otrzymujemy:

I[/J w’w, (Vw; (x) = /Ja)jz.wj (x)w, (x)]dx =0
’ 1 (14.22)
(@ = @) [ Hw, (w, (x) = 0

Jezeli i=j to rdGwnanie jest spetnione, natomiast gdy i# (mizqﬁwjz) to
otrzymujemy warunek z przyroOwnania catki w wyrazeniu (1.22) do zera:

i
J’u w,(X)w; (x)dx =0 (14.23)
0

Jest to warunek ortogonalnosci.

Wzory transformacyjne belek o ciaglym rozkladzie masy.

Rozpatrujemy belke na ktora dziata obciazenie zwiazane z cechami
materiatu.

Jaka posta¢ przyjma drgania belki, jesli wymusimy obroty podpor ,.,i”, ,,j”
oraz przesunig¢cia tych podpor?

, ¢
7
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W kazdej chwili czasu ugigcie w punkcie i rowne jest V;. Zapisaé
mozemy nastgpujace warunki brzegowe:

w(0) =7,
w'(0) = ¢(0) = ¢,
W)=V, (14.24)
w()=¢,
Momenty oraz sily tnace w belce wynosza:
M(x) = DM(O) M,
=M,
[;!MO( )= T (14.25)
T(x) = (0)

T =1,
Wstawiajac warunki brzegowe do réwnania:
w(x) = Asind x + Bcosd x + Csha x + Dcha x (14.26)

wyznaczamy state. R6zniczkujac rownanie (14.25) otrzymujemy kolejno:
w'(x)=¢ = Aacosa x— Basina x + Ca chd x + DA sha x

w"(x)CEI = M (x) = EI(-Aa’*sina x — Ba’ cosa x + Ca’sha x +
+ Da’cha x)

w'(x)[EI =T(x) = EI(-Aa’ cosa x + Ba’ sina x + Ca’cha x +
+ Da’sha x)

(14.27)

Po podstawieniu statych do réwnania momentéw otrzymujemy wzory
transformacyjne:

Am—ﬂ%m¢wmmﬂuﬂ+m>

14.28
EIT ( )

-
H
A@———gmw+wmwkﬁu»f+mA E

~I= ~=
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gdzie:

cA) = A chAsin A —shA cosA
s(A) = shA —sin A

hA $in A
r(A)=A* % (14.29)
(A) = A shA[8in A

z

z=1—-chAcosA
A=al

Politechnika Poznanska® Kopacz, Lodygowski, Pawtowski, Ptotkowiak, Tymper



