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1. DRGANIA WYMUSZONE, NIETLUMIONE

W celu ulatwienia rozumowania oraz otrzymania ,tadnego” wyniku,
zakladamy, ze sita wymuszajaca P(t) ma charakter oscylacyjny, co spowoduje,
ze szukana funkcja przemieszczen q(t) bedzie rowniez okresowa

q(

%7 —
P(1)
Rys. 1.1 Rozpatrywany przypadek drgan wymuszonych — uktad o jednym stopniu swo-
body, utwierdzony sprezyscie. q(t) — wspotrzedna uogoélniona.

Roéwnanie ogdlne drgan:
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mq(1) +Kq(t) = P(1) (1.1)

Sita wymuszajaca ma postac:

P(t) = P, sin pt + P, cos pt = Psin(pt + &) (1.2)
Gdyby miata ona inna posta¢ ,,mozna” byloby ja rozwina¢ w nieskonczony sze-
reg Fouriera, a rozwiazanie stanowilaby suma poszczegdlnych rozwiazan przy-

toczonych ponize;j.
Po podzieleniu przez m rownanie zapisujemy:
G(r) +w’q(r) = Osin(pt +&) (1.3)
gdzie:
P
Q =—, a)z = 1
m m

p — czestos¢ kotowa drgan wymuszonych (czestos¢ sity wymuszaja-
cej)

€ — kat fazowy

P — amplituda sity okresowej, maksymalna wartos¢ sity wymuszajacej

Szukajac rozwiazania zastosujemy catk¢ ogodlna wyprowadzona na wczesniej-
szym wyktladzie:
Q

q(t) =C;sinwr +C, cosaf +———sin(pt +&) (1.4)
W —p
Mozna tak dobra¢ warunki poczatkowe aby wartos$ci statych catkowania C; i C,
byly rowne 0. Rozwiazanie przyjmie zatem postac:

Q

q(t) =rpz5m(pf"‘5) (1.5)

Przypadkiem szczegolnym bedzie sytuacja, kiedy =0, co nie wptynie na ogoélny
charakter analizy rozwigzania.
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0

f](f):rpzsmlﬂ (1.6)
gdzie:
% - jest liczba
w —-p
Qo
2
q(t) =—%—sin pt (1.7)
P
2
w
o K K K (1.6)
m
P — statyczna wartos¢ sity
K — sztywno$¢ sprezyny
P
— = A, - amplituda statyczna
K
q(t) = A Vsin pt (1.7)
gdzie:
1
= - =
2
w

Jezeli sita nie bedzie si¢ zmienia¢ w czasie, to q(t)=A;, jezeli zacznie si¢ zmie-
niaé, to ta warto$¢ ugigcia ulegnie zmianie w czasie. Wptyw na wielkos$¢ drgan
ma wspotczynnik v.

W szczegbdlnym przypadku, kiedy p=w, ugigcie moze doj$¢ do nieskonczonosci
przy tej samej sile. Ryzyko takie istnieje w przypadku ,,zgrania” czgstotliwosci.
Taka sytuacje obrazuje wykres wspolczynnika v w funkcji czgstosci kolowej
drgan p/m, a zjawisko towarzyszace takiej sytuacji nazywamy rezonansem.
Obszar wykresu, w ktorym wspoétczynnik v przyjmuje niebezpieczne wartosci
nazywamy strefa rezonansu.
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strefa rezonansu

.

0,75 1 1,25
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Rys. 1.2 Wykres zalezno$ci wspolczynnika v ukazujacy strefe rezonansu
Rezonans — to zjawisko polegajace na zblizeniu czgstosci kotowej drgan wymu-
szenia do czgstosci kotowej drgan wlasnych. Bardzo wazne jest uwzglednienie
obliczen dynamicznych dynamicznych budownictwie przemystowym. Nalez
zwrdci¢ uwage, aby czgstos¢ kotowa pracy urzadzen nie zblizyla si¢ do czestosci
rezonansowej konstrukcji.

2. DRGANIA WYMUSZONE, TLUMIONE
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Rys. 2.1 Sytuacja analogiczna do przypadku drgan niettumionych

Postepujac analogicznie do drgan wlasnych widzimy, ze catka ogélna obrazuje
drgania szybko zanikajac. Nie bedziemy zajmowali si¢ ta czgScia rozwazan,
zakladamy, iz jest ona malo znaczaca w przypadku wystapienia tlumienia
(osrodka thumiacego p).
Zapisujemy rownanie ogolne drgan:

mii(6) + Cq(r) + Kq(¢) = Psin(pt +€) 2.1)

g(0) +2p4(1) + @’q (1) = Osin(pt + ) 22
Calka szczego6lna przyjmie postac:
q(t) =asin(pt +¢) ,gdzie: (2.3)

_ 0
\/(wz +p2)2 +4P2p2
Zauwazmy, ze w przypadku, gdy p=0, rownanie przyjmie postaé jak wczesnie;j.

a
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q(t) = A,V sin(pt +¢) (2.4)

wspotczynnik dynamiczny drgan ma teraz postaé:
1 1

\/(l_pz)...w*pz \/(1_’72)2"'4’72)/2
W W W

,gdzie:

vV =

22l P
r’ _a)z b y _a)z

Zjawisko czystego rezonansu w tym przypadku nie zajdzie, gdyz amplituda nie

osiagnie nieskonczonosci.
Wykres zalezno$ci wspotczynnika v bedzie teraz wygladat tak:
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\
przesuniete maksima w
stosunku do

Rys. 2.2 Wykres zalezno$ci wspotczynnika v

Im wigksze thumienie (y=1), tym bezpieczniejsze od rezonansu. Dla y=0,15 am-
plituda jest czterokrotnie wigksza, a wigc zbliza nas do zagrozenia zajscia rezo-
nansu.

Ponadto przy:
n<l méwimy o wysokim strojeniu, natomiast przy
n>1 méwimy o niskim strojeniu konstrukcji.

Tlumienie drgan mozemy rozdzieli¢ na:

wewngtrzne — thumienie wywotane rozproszeniem energii wewnatrz uktadu
(wynik tarcia wewngtrznego krysztalow — strukturalne)

zewngtrzne — wszystkie przeszkody (opory osrodkow przeszkadzajacych) m.in.
tarcie

3. DRGANIA UKLADOW O WIELU STOPNIACH SWOBODY
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Zagadnienie dynamiki uktadow pretowych oméwimy na przykladzie prostej
belki.

3.1 Drgania wlasne

W analizie drgan wykorzystujemy uktad masy roztozony w sposob dys-
kretny, modelujemy go w okreslony sposob, poprzez granulacj¢ masy catego
uktadu do pewnej liczby punktow masowych (Rys. 3.1.1)

P.®
ép 10 ip re1®
Mr-q My r+1
\,—/
we_(® w (1) W4

Rys. 3.1.1. Granulacja masy w belce ciaglej

W naszym rozumowaniu wykorzystamy interpretacj¢ metody sit. Dominujaca
kwestia w przypadku ugie¢ sa przemieszczenia pionowe, dlatego tez pominiemy
w naszych rozwazaniach przesunigcia poziome.

Zgodnie z zasada superpozycji skutkow, jezeli dziataja sily zmienne w czasie,
P.(t) zawiera sity bezwladnosci, a uktad jest quasistatyczny.

Dowolne przemieszczenie :

W, (1) = iP_,- 03, = i(ﬁ, (6) - m v, (1))3, G.LD

gdzie:

n — liczba wezléw obciazonych masa = liczba stopni swobody

Sita P; jest wynikiem dziatania obcigzenia zewngtrznego i bezwtadnosci masy.
Drgania wlasne mozemy zatem zapisac:
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" N (3.1.2)
w, (0= Z (_mjwj (t))drj
j:

Czyli przyktadowo dla uktadu o dwoch stopniach swobody otrzyma-
my zapis: (3.1.3)

w, (#) = =mw, (1)0,, —m, W, (#)d,,

w, () = =m W, (£)0,, = m, W, (1)0,,
Wpadamy zatem na tro ]p zapisu macierzowego:

[ M]{e} { widh %}0 (3.1.4)

gdzie:
[F] — jest macierza podatnosci
w, (?) o, 9,
t o
o= GEEAR
w, (1) S

Macierz [M] jest macierza diagonalna, co daje znaczne uproszczenie
obliczen:

m 0 0 0

0 0 0
)= ™

0 0 .. 0

0 0 0 m,

Uktad rownan rézniczkowych zostat wyprowadzony przy omawianiu drgan

uktadoéw o jednym stopniu swobody. Zapis w postaci funkcji ekspotencjalne;j,

sinusowo — cosinusowej, ,,zduszonej” do sinusowej z przesunigciem, lub:
w.(£) =wVe'™ (3.1.5)

w, =w”

Otrzymamy uktad rownan zapisany macierzowo:
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HIFIM K { b £)o
@F] M]‘—[I]@m} =) (3.1.6)

O
O mo m,0
|:| 1¥12 222

(3.1.7)

d

BD
Taki uktad réwnan jest uktadem jednorodnym, oznacza to, Ze jest on rozwiazy-
walny pod warunkiem, ze jego wyznacznik réwny jest 0. Przyrownujac rowna-
nie wyznacznika do zera otrzymam kolejne, ktore pozwoli na wyznaczenie

warto$ci ®. Drgania zajda tylko wtedy, kiedy otrzymamy tyle wartos$ci o, ile
wynosit rzad macierzy.

DI:ID

1 0 0
1 00
1=
0 .. 0
0 0 0 1
0 1 0
0y ~— m,0,, (T,
1 W
[D“’
0

wZ

det

[F][M]—ﬁ[l]‘ 0 (3.1.8)

Jezeli dany uktad pretowy (ramowy) uda nam sig przedstawic jako model ma-
sowy, obliczymy &y , to mozemy zawsze policzy¢ wszystkie czgstosci kotowe
drgan wlasnych .

Granulacja masy jest znakomitym postgpowaniem, wykorzystujacym podsta-
wowe zalozenia i kroki metody sit, czyli zasadg superpozycji, oraz wspotczyn-
niki Sik.
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