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Obliczanie Lukow Statycznie Niewyznaczalnych Metoda Sil
Dla tuku parabolicznego o schemacie jak ponizej (Rys. 3.1) nalezy:
a) obliczy¢ i wykona¢ wykresy sit wewngtrznych powstatych od zadanego obciazenia;
b) w trakcie obliczen wykonaé sprawdzenie statyczne oraz kinematyczne;
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Rys. 3.1 Rozpatrywany tuk paraboliczny

Przed przystapieniem do wlasciwej czeSci zadania, najpierw wyznaczymy réwnanie krzywej tuku
paraboli korzystajac z nastepujacego wzoru:

4 f(lx—x
ﬂ@:% 3.1)
W naszym przypadku (Rys. 3.1): f=4,3 m a [=20 m stad rownanie (3.1) przyjmie postac:
2
()= 230X o 0,043 (32)

20°
Do dalszych obliczen przydatny rowniez bgdzie tangens kat nachylenia stycznej do krzywej tuku paraboli
(pochodna), ktéry w naszym przypadku wyniesie (3.3):

_dy_4f(I=2x)_44,3(20—2x)
dx I 20°

tgax=y (x) =0,86—0,086 x (3.3)

Po tych wstepnych obliczeniach przechodzimy do wtasciwej cz¢sci zadania.
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3.1 Obliczenia niewiadomych metody sil

Zgodnie ze sposobem rozwigzywania ukladow statycznie niewyznaczalnych (hiperstatycznych)
metoda sil, zamieniamy rozpatrywany, dwukrotnie statycznie niewyznaczalny uktad (Rys. 3.1.1 a)), na tzw.
uktad podstawowy (uktad zastgpczy), tak samo obciazony i geometrycznie identyczny z rozpatrywanym ale
statycznie wyznaczalny (Rys. 3.1.1 b)).

a) 20 KN/m
/**ii**i*iii**i**iii _
7
10 | 10
1=20 [m]
b) X, X, 20 kN/m

4,3

/ ¥
X, X,
< 10 .
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Rys. 3.1.1 Dany uktad: a) rzeczywisty dwukrotnie statycznie niewyznaczalny, b) uktad podstawowy (zastepczy),
statycznie wyznaczalny, z niewiadomymi sitami: X; oraz X,

Powyzszy uklad podstawowy (Rys. 3.1.1 b)) dla dowolnych X; nie spetia warunku identycznosci
kinematycznej z rzeczywistym uktadem, poniewaz dozna on przemieszczen w miejscu odrzuconych podpor.
Aby spetnic¢ ten warunek, do uktadu podstawowego wprowadzamy dodatkowe warunki na X;, w postaci
rownan liniowych (tzw. réwnan kanonicznych), wyrazajacych zgodno$¢ przemieszczen uktadu
rzeczywistego i podstawowego a konkretniej rzecz ujmujac przez liczenie przemieszczen w ukladzie
statycznie wyznaczalnym, takich punktow, ktorych w ukladzie statycznie niewyznaczalnym znamy

konkretne wartosci. Ogolnie, dla obciazenia zewngtrznego rdwnania kanoniczne przyjma nastgpujaca postac
(3.1.1):

2.0 Xi+A,,=0 (.1.1)
k=1

a w naszym przypadku dla ukladu dwukrotnie statycznie niewyznaczalnego, przyjma one postac
naste¢pujacego uktadu rownan (3.1.2):

6,/ X,+6,,X,+A,,=0
8y X, +8,,X,+A4,,=0 (3.12)
gdzie di, 0w 1 Aip to odpowiednie przemieszczenia. Jako ze rozpatrywany uktad jest tukiem wyniostym

(3.1.3):

20

/
f>§ - 4,3>7 (3.1.3)

oraz cienkim, w obliczeniach przemieszczen pomijamy wplyw sit normalnych i tnacych, stad wspotczynniki
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Oik, Oki 1 Ajp wyrazone beda nastgpujacymi wzorami (3.1.4 1 3.1.5):

MM,
5,=6,=] s

(kN Im’)-m’ kN -
(KN Im”)-m

Warto zaznaczy¢, ze w celu obliczenia powyzszych (3.1.4 i 3.1.5) wspotczynnikéw (przemieszczen), nie
mozemy skorzysta¢ z twierdzenia Mohra-Wiereszczagina, z tytulu nieprostoliniowo$ci catkowanych
wykresow (obydwa sa krzywoliniowe). Powyzsze catkowanie mozemy wigc wykonaé¢ w sposob tradycyjny
przy wykorzystaniu odpowiednich matematycznych zaleznosci lub skorzysta¢ z innych sposobow
utatwiajacych to catkowanie. W projekcie skorzystano z metod numerycznych. W takim przypadku
dokonano nastgpujacych modyfikacji wzoréw na wspotczynniki rownania kanonicznego (3.1.6):

ﬂzcosa - dsz—dx
ds cosx  stad:
1 ¢ MM, Q,, m-m m
5. =5, =— dx= =
WO TET) Teosa 0 EJ (kN Im’)-m’ kN (3.16)
A. _ 1 i P gy ip Mzm[’.mzm
"7 EJ cos«x EJ | (KN /m”)-m

gdzie: ,,QQ” to pole wykresu pod rozpatrywana krzywa. W projekcie pole to wyliczono stosujac metodg
parabol (Simpsona) (3.1.7) oraz w celu porownania wynikoéw, metode prostokatdéw (3.1.8).

n a
‘Q=Z 'Qtzg'(‘Io+4‘11+2‘]2+4‘I3+---+2q,172+4qn71+qn)
i-1

n

.Q:z Q.=a- éq0+q1+...+qn_1+ 1

i=1

(3.1.7)

= 3.1.8
54 (3.1.8)

gdzie: ,,q” to odpowiednia rzedna pod rozpatrywang krzywa.

W celu skorzystania z powyzszych zalezno$ci musimy wyznaczy¢ odpowiednie wykresy sit wewngtrznych

(Rys. 3.1.2).
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Rys. 3.1.2 Wykresy momentow zginajacych w uktadzie podstawowym pochodzqce kolejno od: a) obcigzenia
zewnetrznego, b) sily jedynkowej przylozonej w miejsce niewiadomej X, c) sily jedynkowej przylozonej w miejsce
niewiadomej X;

Po uwzglednieniu powyzszych wykreséw (Rys. 3.1.2) w wzorach sumacyjnych catkowania numerycznego
(3.1.7 1 3.1.8) a nastegpnie po podstawieniu uzyskanych w ten sposéb wartosci (Tab. 3.1.1) do odpowiednich
wzorow na wspotczynniki (3.1.4 1 3.1.5), uzyskano nastgpujace wielkosci:

Metoda Parabol (Simpsona) Metoda Prostokatow
91,31628 93,10073

T '] e T |’

0 0

512:5212520 [m3] 512:6212520 [m3]

5, = 19918332 1 5, = 80430758 1 (3.1.9)
10618,17271 3 _10825,66615 3

8, = L0818 17201 . ) 8, = 108250615 .|
—30494,20417 3 _ —30869,65865 3

A,,= o |kN -’ A,,= = |kN-mi’|

Tab. 3.1.1 Dane potrzebne do wyznaczenia wspotczynnikow réwnan kanonicznych
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1 M/’ MM, M) M, M MM
X Y COS X; M| Mo M, cosjtxl. COS &, cosZ(xi cos txip cos aip
[m] | [m] [m] | [m] |[kNm]
[-] [m?] [m’] [m?] [kN m’] [kN m?]
0 0 1,31894 -4,300 -10 0 2438718 56,71438  131,89390 0 0
1 0,817 1,26455 -3,483 -9 0 15,34057  39,63972  102,42821 0 0
2 1,548 1,21381 -2,752 -8 0 9,19282 26,72332 | 77,68408 0 0
3 2,193 1,16722 -2,107 -7 0 5,18182 17,21534 57,19381 0 0
4 2,752 1,12528 -1,548 -6 0 2,69651 10,45160  40,51009 0 0
5 3,225 1,08853 -1,075 -5 0 1,25793 5,85085 27,21328 0 0
6 3,612 1,05751 -0,688 -4 0 0,50057 2,91028 16,92022 0 0
7 3913 1,03275 -0,387 -3 0 0,15467 1,19902 9,29471 0 0
8 4,128 1,01468 -0,172 -2 0 0,03002 0,34905 4,05874 0 0
9 4,257 1,00369 -0,043 -1 0 0,00186 0,04316 1,00369 0 0
10 4,300 1 0 0 0 0 0 0 0 0
11 4,257 1,00369 -0,043 1 -10 0,00186 -0,04316 1,00369 0,43159 -10,03691
12 4,128 1,01468 -0,172 2 -40 0,03002 -0,34905 4,05874 6,98103 -81,17473
13 3,913 1,03275 -0,387 3 -90 0,15467 -1,19902 9,29471 35,97054 -278,84138
14 3,612 1,05751 -0,668 4 -160 = 0,50057 -2,91028 16,92022  116,41115  -676,80900
15 3,225 1,08853 -1,075 5 -250 1,25793 -5,85085 27,21328  292,54274  -1360,66390
16 2,752 1,12528 -1,548 6 -360  2,69651 -10,45160  40,51009  627,09627 -2430,60568
17 2,193 1,16722 -2,107 7 -490 5,18182 -17,21534  57,19381 1205,07359 -4003,56676
18 1,548 1,21381 -2,752 8 -640 9,19282 -26,72332  77,68408 2137,86601 -6214,72678
19 0,817 1,26455 -3,483 9 -810  15,34057  -39,63972 102,42821 3567,57446 -9218,53865
20 0 1,31894 -4300 10  -1000 24,38718 -56,71438 131,89390 5671,43756 -13189,38968
Calkowanie Metodami Numerycznymi
n
Ide : fM"M"dx Q=Y 0,
. cosKx . COSX Py
Sumowanie Metoda Parabol (Simpsona) 91,31628 0 799,18332 10618,17271 -30494,20417
Sumowanie Metoda Prostokatow 93,10073 0 804,50758 10825,66615 -30869,65865

Po podstawieniu otrzymanych w ten sposob wspotczynnikow (3.1.9) do uktadu rownan kanonicznych
(3.1.2), przyjmie on nastgpujaca postac (3.1.10):

Metoda Parabol (Simpsona) Metoda Prostokatow
91,31628 -X1+]06]8’]7271 —0 93,10073 'X]+]0825,66615 —0
EJ EJ EJ EJ (3.1.10)
799,18332 30494,20417 804,50758 30869,65865
e L. X ,- =0
EJ EJ EJ EJ
a po jego rozwiazaniu otrzymamy poszukiwane niewiadome (3.1.11):
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Metoda Parabol (Simpsona) Metoda Prostokatow
X,=—116,2791 X,=—116,2791 m__ N (3.1.11)
X ,=38,1567 X ,=38,3709 mlkN

Jak widzimy z powyzszych wynikéw (3.1.11) réznica migdzy dwiema uzytymi metodami catkowania
numerycznego jest niewielka. Do dalszych obliczen przyjeto jednak wyniki obliczone metoda parabol
(Simpsona) gdyz jest ona metoda doktadniejsza.

3.2 Obliczenia sil wewnetrznych

Po obliczeniu poszukiwanych niewiadomych metody sit przystgpujemy do wyliczenia sit
wewngtrznych. W projekcie momenty zginajace znaleziono (Rys. 3.2.1 i Tab. 3.2.1) przez geometryczne
sumowanie (tzn. stosujac zasade¢ superpozycji skutkow), zgodnie ze wzorem (3.2.1):

k
M"=M +) XM, dla k=2 M"=M ,+X M +X,M, (B2.1)
i=1

za$ sily tnace (poprzeczne) i normalne (Rys. 3.2.1 i Tab. 3.2.1) przez ponowne rozwiazanie uktadu
podstawowego, ale juz z konkretnymi wyliczonymi przez nas danymi, podstawionymi za odpowiednie
niewiadome.

Tab. 3.1.1 Obliczenia sit wewngtrznych

x [m] [ y [m] igog [[1| sine, [-]| cose; [[]| M" [kNm] T" [kN] N" [kN]
0 0 0,8600 0,6520 0,7582 118,433 -46,389 -113,041
1 0,817 0,7740 0,6121 0,7908 61,590 -40,998 -115,308
2 1,548 0,6880 0,5668 0,8238 14,746 -34.473 -117,424
3 2,193 0,6020 0,5158 0,8567 22,097 27,281 -119,300
4 2,752 0,5160 0,4586 0,8887 -48,940 -19,411 -120,830
5 3,225 0,4300 0,3950 0,9187 -65,783 -10,880 -121,895
6 3,612 0,3440 0,3253 0,9456 72,627 -1,743 -122,367
7 3,913 0,2580 0,2498 0,9683 -69,470 7,898 -122,124
8 4,128 0,1720 0,1695 0,9855 56,313 17,894 -121,064
9 4,257 0,0860 0,0857 0,9963 -33,157 28,053 -119,121
10 4,300 0 0 1 0 38,157 -116,279
11 4257 0,0860 0,0857 0,9963 33,157 28,053 -114,296
12 4,128 0,1720 0,1695 0,9855 56,313 17,894 -114,909
13 3,913 0,2580 0,2498 0,9683 69,470 7,898 -118,049
14 3,612 0,3440 0,3253 0,9456 72,627 -1,743 -123,566
15 3,225 0,4300 0,3950 0,9187 65,783 -10,880 -131,252
16 2,752 0,5160 0,4586 0,8887 48,940 -19,411 -140,863
17 2,193 0,6020 0,5158 0,8567 22,097 27,281 -152,147
18 1,548 0,6880 0,5668 0,8238 -14,746 -34.473 -164,858
19 0,817 0,7740 0,6121 0,7908 -61,590 -40,998 -178,772

20 0 0,8600 0,6520 0,7582 -118,433 -46,389 -193,689
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-116,279

119,121
121,064

Rys. 3.2.1 Zestawienie wynikow (wykresow sit wewnetrznych powstatych od obciqzenia zewnetrznego) dla

AlmaMater

rozpatrywanego tuku statycznie niewyznaczalnego
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3.3 Kontrola kinematyczna uzyskanych wynikow

Metoda ta polega na wykazaniu, ze dla wybranych punktéw (na ogol punktoéw, ktore nie doznaja
przemieszczen w ukladzie statycznie niewyznaczalnym) przemieszczenia sa rowne warto$cia rzeczywistym
tam wystepujacym. Przemieszczenia wyliczymy korzystajac z rownania pracy wirtualnej oraz z twierdzen
redukcyjnych, z ktorych wynika, ze liczac przemieszczenia w ukladzie statycznie niewyznaczalnym, jeden
ze stanow (rzeczywisty lub wirtualny), mozemy wyliczy¢ dla dowolnego uktadu podstawowego (3.3.1).

A

"M M,M" M"M m-
M MM MM, Mmm] 63

EJ EJ B [(kN/m2)~m4

N N N

Wybieramy nowy (inny niz poprzednio) uktad podstawowy (Rys. 3.3.1a)). Warto zaznaczyc¢, ze jezeli
wybierzemy ten sam uktad podstawowy co przy liczeniu wspotczynnikow, pomimo spetnienia kontroli
kinematycznej wyniki moga by¢ nieprawidtowe, poniewaz efektem tego sprawdzenia bgdzie wykazanie
poprawnosci rownania kanonicznego a nie konkretnych wartosci Xi.. (Mogliby$Smy np. dwukrotnie skorzystac
ze 7le obliczonych wykresow M;.)

10

A A

43

10

[m]

A A
Y
a

Yy

Rys. 3.3.1 Nowy uktad podstawowy wykorzystany w kontroli kinematycznej: a) obciqzony jedynkowq sita wirtualng,; b)
wykres momentow zginajqcych od rozpatrywanego obciqzenia

Obliczajac (Tab. 3.3.1) kat obrotu przekroju w punkcie ,,S” (Rys. 3.3.1 a)), skorzystamy analogicznie jak
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wcezesniej z metod numerycznych a konkretniej rzecz ujmujac stosujac metode parabol (3.1.7). W tym celu
postuzymy si¢ wykresami sit wewngtrznych dla rozpatrywanego uktadu statycznie niewyznaczalnego (Rys.
3.2.1), oraz wykresem sit wewnetrznych dla uktadu podstawowego obcigzonego sita wirtualng (Rys. 3.3.1

b)).

Tab. 3.3.1 Obliczenia kata obrotu przekroju w punkcie ,,S”

1 _ M" M
. Y COS X; M’ M COS ;
[m] [m] [kN m] [-]
[-] [kN m]
0 0 1,31894 118,433 -1,0 -156,20607
1 0,817 1,26455 61,590 -0,9 -70,09481
2 1,548 1,21381 14,746 -0,8 -14,31959
3 2,193 1,16722 -22,097 -0,7 18,05432
4 2,752 1,12528 -48,940 -0,6 33,04284
5 3,225 1,08853 -65,783 -0,5 35,80368
6 3,612 1,05751 -72,627 -0,4 30,72154
7 3,913 1,03275 -69,470 -0,3 21,52348
8 4,128 1,01468 -56,313 -0,2 11,42806
9 4,257 1,00369 -33,157 -0,1 3,32791
10 4,300 1 0 0 0
11 4,257 1,00369 33,157 0,1 3,32791
12 4,128 1,01468 56,313 0,2 11,42806
13 3,913 1,03275 69,470 0,3 21,52349
14 3,612 1,05751 72,627 0,4 30,72155
15 3,225 1,08853 65,783 0,5 35,80371
16 2,752 1,12528 48,940 0,6 33,04290
17 2,193 1,16722 22,097 0,7 18,05442
18 1,548 1,21381 -14,746 0,8 -14,31943
19 0,817 1,26455 -61,590 0,9 -70,09457
20 0 1,31894 -118,433 1,0 -156,20573
Calkowanie Metoda Parabol (Simpsona) -0,0006
@S:—O’OEZO‘SNO | rad | (3.3.2)
Jak wynika z powyzszego (3.3.2) sprawdzenie kinematyczne zostato spelnione.
3.4 Kontrola statyczna uzyskanych wynikow
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Sprawdzenie to polega na wykazaniu, ze przy wyznaczonych sitach wewngtrznych, spetnione sa
warunki statycznej rownowagi (EX =0, XY = 0, ZM = 0), sprawdza wigc poprawnos¢ wykonania wykresow
sit wewnetrznych, przy danych wartos$ciach niewiadomych (niekoniecznie prawidtowych). Nie bada wige
poprawnosci samych obliczen niewiadomych.

W tym celu rozpatrywany przez nas uktad ,,zawiesmy” na wewngtrznych sitach przypodporowych (Rys.
3.4.1).

20 kN/m
IEEEEEXEEEEEEEEXEEEEEN

K

118,433 kN m

sinx,=0,6520

113,041 kN COS&X,= 0,7582

118,433 kN m

46,889 kKN 193,689 kN

(=}
(=}

Y
y
A

o ~ [m]

-

5
(=}

[y

Rys. 3.4.1 Rozpatrywany uklad ,,zawieszony” na wewnetrznych sitach przypodporowych

> X=0
113,041-cosx,+46,889-sinx,—193,689-cos x,+46,889-sinx,=—0,004~0,00
> Y=0
113,041-sinx,—46,889-cos x,+193,689-sin x,+46,889-cos x,— 20-10=—0,012~0,0

ZMKZO
118,433+113,041-10-sinx,—113,041-4,3-cos x,—46,889-10-cos x,—
—46,889-4,3-sinx,+20-10-5—193,689-10-sin x,+ 193,689-4,3-cos &x,—

—46,889-10-cosx,—46,889-4,3-sinx,+ 118,433 =0,0337 ~0,0

(3.4.1)

Jak wynika z powyzszego (3.4.1) sprawdzenie statyczne zostalo spetnione.
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