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Stateczno$¢ ram — wersja komputerowa

Dla uktadu przedstawionego ponizej nalezy: - dowolna metoda znalez¢ rozktad sit
normalnych w pretach od zadanego
obciazenia jednoparametrowego

- zbudowac¢ globalne macierze: sztywnosci
1 geometryczng przez agregacje macierzy
elementowych

- obliczy¢ wartosci obciazenia krytycznego
1 narysowac postac utraty statecznosci

- obliczy¢ przemieszczenia i sily
przekrojowe uwzgledniajac sity osiowe
dla obciazenia odpowiadajacego polowie
obciazenia krytycznego (wykonac jedna

iteracje)
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Charakterystyki przekrojow

1) 1180 2) 1220

Jx, =1450|cm*| = 0,0000145|m*] Jx, =3060|cm* | = 0,0000306]m* |
A, =279|em? | =0,00279|m? | A, =39,6|em? | = 0,00396]m? |
EJx, = 2972500 Nm?] EJx, = 627300|Nm"|

EA, =571950000[ V] EA, = 811800000[V]
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Stan rownowagi dla elementu pretowego opisuje rOwnanie:

~

[k+K )g=R-F,

gdzie:
K - macierz sztywnos$ci elementu
K . —  macierz geometryczna elementu
Z - wektor przemieszczen weztowych
R - wektor sil przywegztowych
R, - wektor sit przyweztowych od obciazenia przestowego

E

~

Réznice wektorow sit przyweztowych mozemy zapisaé: R — EO =A

X

ED

) -

W ten sam sposob od parametru A mozemy uzaleznic:

N, =AN/
=7
K, =K/

4 4

Zatem zadanie sprowadza si¢ do znalezienia A_,, =A,., a nastgpnie R, =A, [R
Z utrata stateczno$ci zwiazany jest punkt bifurkacji w ktérym przy ustalonym obciazeniu
R™ odpowiadaja dwa rézne rozwiazania q, 1qg , spelniajace rOwnania:

X

(k + 1K), =R orez (K + AK", ), =R

Po odjgciu tych rownan stronami otrzymujemy:

Po rozwiazaniu tego problemu wlasnego otrzymujemy zestaw par zlozonych z
wartosci 1 wektoréw wlasnych (/]in), z ktorych A, =A,, a wektor v, okresla z

doktadno$cia do statego czynnika przemieszczenia weztowe w globalnym ukladzie
wspotrzednych, czyli postac utraty statecznosci uktadu.

Dla uproszczenia obliczen przyjeto ze jeden element odpowiada jednemu pretowi.
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Przyjecie uktadu globalnego, uktadow lokalnych 1 przemieszczen weztowych..

o qr2
g4 /N Q7
(16(> — — N Qo
qs$ $§ % 2 ylg X 3 E

"

o la v

Dla tak przyjetych uktadéw transformacje wektora przemieszczen, macierzy geometrycznej i
sztywnosci z ukladu lokalnego do globalnego dla preta 1 nalezy przeprowadza¢ dla kata

a =-90°, natomiast dla elementéw 2 i 3 warto$ci z uktadu lokalnego pokrywaja si¢ z
warto$ciami dla uktadu globalnego.

Tabela powigzan

nr preta 1 2 3 4 5 6
1 1 2 3 4 5 6
2 4 5 6 7 8 9
3 7 8 9 10 11 12

Budowa macierzy sztywnosci

Dla elementu 1 korzystam z macierzy sztywnos$ci elementu z przegubem na lewym koncu.

EAI? 0 0 —-EAl’ 0 0
0 3E] 0 0 -3EJ 3EJI
~ 1 0 0 0 0 0 0
K(@) - 2 2
I’ |- EAl 0 0 EAl 0 0
0 -3EJ 0 0 3EJ -3EJI
0 3EJl 0 0 -3EJl 3EJI?
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Dla elementow 2 i 3 korzystam z macierzy sztywnos$ci elementu obustronnie utwierdzonego.

EAl? 0 0 —EAP 0 0
0 12EJ  6EJI 0 -12EJ 6EJI
e 0 6EJl  AEJI® 0 —-6EJl 2EJI’
“ P |-EAa® 0 0 EAP 0 0
0 —12EJ -6EJI 0 12EJ —-6EJI
0 6EJI  2EJI’ 0  -6EJl 4EJI’
Po podstawieniu danych i wyliczeniu otrzymuje:
/‘I-63414285,7 0 0 -163414285, 0 0 \
- 0 207988,3382 0 0 -207988,338 727959,1837
K= 0 0 0 0 0 0
-163414285, 0 0 163414285,7 0 0
0 -207988,338 0 0 207988,3382 -727959,187
\ 0 727959,1837 0 0 -727959,183 2547857,143
/-270600000 0 0 -270600000 0 0 \
0 2788000 4182000 0 -2788000 4182000
K(Z) = 0 4182000 8364000 0 -4182000 4182000
-270600000 0 0 270600000 0 0
0 -2788000 -4182000 0 2788000 -4182000
\ 0 4182000 4182000 0 -4182000 8364000 /
/—202950000 0 0 -202950000 0 0 \
0 1176187,5 2352375 0 -1176187,5 2352375
K(3) = 0 2352375 6273000 0 -2352375 3136500
-202950000 0 0 202950000 0 0
0 -1176187,5  -2352375 0 1176187,5 -2352375
\ 0 2352375 3136500 0 -2352375 6273000 -/
Transformacja macierzy sztywnos$ci dla preta 1 do uktadu globalnego.
Macierz transformacji dla a = -90°
cosa sina 0 0 0 0 0 -1 00 0 O
—sina cosa O 0 0 0 1 0 00 O O
7= 0 0 1 0 0 0 |0 0 1.0 0 O
0 0 0 cosa sina 0 0 0 00 -10
0 0 O -sina cosa 0 0 0 01 0 O
0 0 0 0 0 1 0 0 00 0 1
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K, =T"K,T
/2-07988,338 0 0 -207988,38 0 727959,184\
0 163414285,71 0 0 -163414285,71 0
K = 0 0 0 0 0 0
-207988,33 0 0 207988,338 0 -727959,184
0 -163414285,7 0 0 163414285,714 0
727959,184 0 0 -727959,18 0 2547857,143

Agregacja macierzy sztywnosci

1 23 45 6 7 8 9101112

1 o
2 o
3 |
4

5

6

7

8 FEN

9

10 ®
11 o
12 o

o0on 00

pret 1 | — pret2 pret 3

Elementy w polach naktadajacych si¢ zostaly dodane; w komoérce 8x8 uwzgledniono
sprezyne (dajaca dodatkowa sil¢ sprezysta po kierunku 8 przemieszczenia) dodajac jej
sztywno$¢ k =lEA1 =1 14390000{iN =£}

5 m m

Po wykonaniu powyzszych dziatan wykreslam 1,2,10,11,12-ty rzad 1 kolumng
(oznaczone kropka na rysunku powyzej), poniewaz warunki podparcia eliminujg mozliwo$¢
przemieszczenia. Redukuje réwniez 3 wiersz i kolumng (oznaczona kwadratem), gdyz do
obliczen macierzy sztywnosci elementu 1 wykorzystatem fakt istnienia przegubu na lewym
jego koncu.

W rezultacie otrzymuje macierz wielkosci 6x6 (zaznaczona wytluszczong linia na rysunku
powyzej)

Stateczno$¢ uktadu ramowego — wersja komputerowa 5
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270807988 0 -727959  -270600000 0 0

0 166202286 4182000 0 -2788000 4182000

K= -727959 4182000 10911857 0 -4182000 4182000
-270600000 0 0 473550000 0 0

0 -2788000 -4182000 0 118354187,5 -1829625

0 4182000 4182000 0 -1829625 14637000

o /

Budowa macierzy geometrycznej

Dla elementu 1 korzystam z macierzy geometrycznej dla elementu z przegubem na lewym
koncu.

0 0 00 O 0

0 36 0 0 -36 o

Fe _N 0 0 00 O 0
@ 30/{0 0 0 0 O 0
0 -36 0 0 36 -6/

0 6 0 0 -6 6l

Dla elementow 2 i 3 korzystam z macierzy geometrycznej dla elementu obustronnie
utwierdzonego.

0 0 0 0 O 0

0 36 3 0 -36 3/

Fe _N 0 3 4° 0 -3 -I
@ 30/{0 0 0 0 O 0
0 -36 -3/ 0 36 -3

0 3 -1 0 =3 4

Sity normalne w poszczegdlnych elementach uktadu ramowego

-59,12

79,77

-79,7"

N [kN]

-59,12
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zatem:

N, ==59120[N]
N, ==79770[N]

N, =-79770[N]

Po podstawieniu danych i wyliczeniu otrzymuje:

4 N

0 0 0 0 0 0
N 0 -20269,714 0 0 20269,714 -11824,000
gy 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 20269,714 0 0 -20269,714 11824,000
\ 0 -11824,000 0 0 11824,000 -41384,000
/- 0 0 0 0 0 0 \
- 0 -31908 -7977 0 31908 -71977
22) = 0 -71977 -31908 0 7977 7977
0 0 0 0 0 0
0 31908 7977 0 -31908 7977
\ 0 -1977 7977 0 7977 -31908
/ 0 0 0 0 0 0 \
N 0 -23931 -71977 0 23931 -71977
23) = 0 -71977 -42544 0 7977 10636
0 0 0 0 0 0
0 23931 7977 0 -23931 7977
0 -1977 10636 0 7977 -42544

o _/

Transformacja macierzy geometrycznej dla elementu 1 do uktadu globalnego.
Macierz transformacji dla @ = -90°

cosad sing 0 0 0 0
—-sina cosa O 0 0 0
7= 0 0 1 0 0 0
0 0 0 cosa sinag 0
0 0 0 -sina cosa O
0 0 0 0 0 1

K, @ r £(e)
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-20270 0 0 20270 0 -11824
0 0 0 0 0 0
K = 0 0 0 0 0 0
g0 20270 0 0 -20270 0 11824
0 0 0 0 0 0
\ 11824 0 0 11824 0 41384 )

Agregacja macierzy geometrycznej

1 23 45 6 78 9101112

[
o — > 0 00 NNV AW =

oon L X N
pret 1 pret 2 pret 3

Wartosci z pol naktadajacych si¢ zostaty dodane.

Po wykonaniu powyzszych dziatan wykre§lam 1,2,10,11,12-ty rzad i kolumng
(oznaczone kropka na rysunku powyzej), poniewaz z warunki podparcia eliminuja mozliwos¢
przemieszczen. Redukuje rowniez 3 wiersz i kolumng (oznaczona kwadratem), gdyz do
obliczen macierzy geometrycznej elementu 1 wykorzystatlem fakt istnienia przegubu na
lewym jego koncu.

W rezultacie otrzymuje macierz wielkosci 6x6 (zaznaczona wyttuszczona linia na rysunku
powyzej)

Stateczno$¢ uktadu ramowego — wersja komputerowa 8
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/. N

-20269,7 0 11824,0 0 0 0
0 -31908,0 -7977,0 0 31908,0 -7977,0
Kg = 11824,0 -7977,0 -73292,0 0 7977,0 7977,0
0 0 0 0 0 0
0 31908,0 7977,0 0 -55839,0 0
0 -7977,0 7977,0 0 0 -74452,0

o /

Mozna zauwazy¢ ze macierz powyzej ma na glownej przekatnej w komorce 4x4 (7x7
w uktadzie globalnym) warto§¢ zerowa, poniewaz przemieszczenie po kierunku 7 uktadu
globalnego nie powoduje, przy dziataniu sit normalnych, powstania dodatkowego momentu.
Nastepstwem tego jest brak mozliwosci rozwigzania problemu wiasnego:

(k -7k, )3 =0

w tak skonstruowanej macierzy geometryczne;.
Przeksztatcam powyzsze rownane (dzielac obustronne przez A) do postaci:

(Kg -1 gj B=0
— A
Tak przeksztatcony problem wlasny rozwiazuj¢ korzystajac z programu UPW.

Otrzymane wyniki

-236907E-13 ~0,004005616

-.610725E - 04 ~0,00646364
5 |- 15740E -03 Amaz/‘i:mo,n Vg = 1

-.582350E - 03 o = 72307 -0,00231781

- 386811E-02 0,018787

- .992845E - 02 ~0,690549

Do problemu zwigzanego z rozwiazaniem problemu wlasnego mozna podejs¢ w inny
sposob. Mozna zauwazy¢, ze przemieszczenie po kierunku 7 nie ma istotnego wplywu na
utrate statecznos$ci uktadu, umozliwia to zatem redukcje macierzy poprzez wykreslenie 4
wiersza 1 kolumny oraz przyjgcia przemieszczenie po kierunku 7 rownego zero; otrzymuje
nastgpujace zredukowane macierze: sztywnosci 1 geometryczna:

270807988 0 -727959 0 0
0 166202286 4182000 -2788000 4182000
K" = -727959 4182000 10911857 -4182000 4182000
0 -2788000 -4182000 118354187,5 -1829625
0 4182000 4182000 -1829625 14637000

Stateczno$¢ uktadu ramowego — wersja komputerowa 9
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-20269,7 0 11824,0 0 0
0 -31908,0  -7977,0 319080  -7977,0
K,”=| 118240  -79770  -732920  7977,0 7977,0
0 319080 79770  -55839,0 0
0 -7977,0 7977,0 0 -74452,0

Zatem rozwiazuj¢ problem wiasny (korzystajac z programu upw):

[k -2K, )5 =0

Otrzymane wyniki

0,00055937

0,00055937
0,00209795

0,00209795
/]min = /]kr = 100’73 r - 0,324662

v, =5 —0,324662 ; = v, =q,= 0
—0,00609885
—0,00609885
0,224220
0,224220

Na pierwszy rzut oka mozna zauwazyC, ze sita krytyczna jest prawie taka sama,
natomiast przemieszczenia we¢zlowe (postaé wyboczenia) rézne. Jest to spowodowane
zatlozeniem nieskracalno$ci elementu 3 (poprzez wykreslenie 7 wiersza 1 kolumny w
globalnych macierzach sztywnos$ci i geometrycznej).

Jednak po glebszej analizie wynikow mozna dostrzec ze pozornie rozne przemieszczenia w
rezultacie daja prawie t¢ sama posta¢ wyboczenia, poniewaz relacje miedzy najwigkszymi
warto$ciami (obroty weztowe) pozostaja bardzo zblizone mimo redukcji macierzy.

Uktad z redukcja:

95 — ~0,324662 _ -0,69063
q, 0,224220

Uktad bez redukcji:
95 — ~0,69055 _ -0,69055
q; 1

Zalezna ta mozemy uogodlni¢ i stwierdzié¢, ze jezeli mamy do czynienia z ukladem w
ktérym pole przemieszczen wywotane jest przede wszystkim poprzez obroty weztowe, to
znaczy sztywnos¢ elementow na dziatanie sit wzdtuz ich osi jest zdecydowanie wigksza od
sztywnosci elementu na dzialanie momentéw wezlowych oraz warunki podparcia ukladu
eliminuja mozliwo$¢ znaczacych przesuwdéw weztow, ktére moglyby wplynaé na jego
stateczno$¢ to redukcja wyrazOw w macierzy geometrycznej, a co za tym idzie macierzy
sztywnosci niezwiazanych z katami obrotow nie spowoduje znaczacego btedu w wyznaczeniu

sity krytyczne;.

Stateczno$¢ uktadu ramowego — wersja komputerowa 10
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Wyzej opisany problem przedstawiam ponizej w formie tabelaryczne;.

Redukcja

przemieszczenia

(kierunek w
uktadzie
globalnym)

Liczba

niewiadomych

(liczba
elementow w
macierzy)

r

(%]

Przemieszczenia
weztowe

q3

red
9 _ 96

red

red
4ds  _ 4

red

6

q;

Bez redukcji

6 (36)

100,721

0,0000

0,0000

—0,004005616
—0,00646364
1
—-0,00231781
0,018787
—-0,690549

-0,69055

0,000

0,00000

5(25)

100,730

0,0090

0,0089

—0,00055937
—0,00209795
0,324662
0
0,00609885
—-0,224220

-0,69 063

0,00008

0,01158

7,4

4(16)

100,736

0,0150

0,0149

0
—0,00385829
0,597193
0
0,0112176
-0,412470

-0,69068

0,00013

0,01900

7,4,5

3(9)

100,793

0,0720

0,0715

0

0

1

0
0,0186984
—-0,694231

-0,69423

0,00368

0,53291

7,4,5,8

2(4)

101,117

0,3960

0,3932

0,701767

-0,70177

0,01122

1,62479

Podsumowujac, jezeli chcemy w sposob przyblizony okresli¢ wartos¢ sity krytycznej

uktadu spetiajacego warunki wcze$niej podane, nalezy zbudowa¢ zredukowane macierze:
sztywnosci 1 geometryczna w nastgpujacy sposob.

Stateczno$¢ uktadu ramowego — wersja komputerowa
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Zredukowana macierz sztywnosci:

kll k12 k13 klm

k21 k22 k23 kZm

K™ =\ky ky ks ks,
_knl an kn2 o knm ]

gdzie:
- n 1 m okre$laja numery weztow

Elementy macierzy K" obliczamy ze wzoréw:

g(“@ﬂ) j da n=m

1

gdzie:
( EJ ), — sztywnos¢ na zginanie pretow zbiegajacych sie¢ w wezle n;

(&),

=0 jezeli pret jest potaczony z weztem przegubowo

i

( EJ ), =— (EJ ) jezeli pret jest polaczony z jakimkolwiek wezlem przegubowo
[, - d{ugos'é pretéw zbiegajacych si¢ w wezle n
j — 1lo$¢ pretow zbiegajacych sig¢ w wezle n

2 EQEJ)’ dlanzm

gdzie:
(EJ ) ; — sztywnos¢ na zginanie pretow laczacych wezty nim;
(EJ )i =0 jezeli pret jest polaczony z jakimkolwiek weztem przegubowo

[, — dlugos¢ pretow taczacych wezty nim

Zredukowana macierz geometryczna:

kgn kglz kg13 kglm
221 22 g3 ey

r — D)
Kg - kg31 kg32 kg33 kg3m
L &nl kgnZ kgn2 kgnm_

gdzie:
- n1 m okreslaja numery we¢ziow

. r . ’
Elementy macierzy K Ko obliczamy ze wzordw:

L (4
Z( mujdlanmn

i=1

Stateczno$¢ uktadu ramowego — wersja komputerowa

12



Politechnika Poznanska

Wydzial Architektury, Budownictwa i Inzynierii Srodowiska
Projekt wykonat: Krzysztof Szajek

Konsultacje: dr inz. Przemystaw Litewka

gdzie:
N, - silanormalna w pretach zbiegajacych si¢ w wezle n

[, —» dlugos¢ pretow zbiegajacych sig w wezle n;

[, =0 jezeli pret jest potaczony z wezlem przegubowo
[, = %Zi jezeli pret jest polaczony z jakimkolwiek weztem przegubowo

j — 1ilo$¢ pretow zbiegajacych si¢ w wezle n

=—— L dlanzm
30

& nm
gdzie:

N, - silanormalna w pretach taczacych wezty nim

[, —» dlugos¢ pretow taczacych wezty nim;

[, =0 jezeli pret jest potaczony z jakimkolwiek weztem przegubowo

. r . r . . 14 .
Macierze K’ oraz K ¢ Mmozemy rowniez uzyska¢ poprzez agregacje zredukowanych

elementowych macierzy w nastgpujacej postaci.

]Z - utwirdzenie _ 1 4EJ12 2EJI
I°| 2EJI  AEJI’

]Zr przegub—lewa - l O O
- Lo 3EJP

~ . przegub—prawa 1 _3EJ l 2 0j| ()

K’ ==
[ 0 0

E - utwierdzenie N _412 _12
— 30/ -1 4

Ze T 30010 612

]2 - przegub—prawa - i 6l 2 O % CE
g 300 0 O ﬁ

Nalezy jednak pamigtaé, ze w tym wypadku jedynymi przemieszczeniami sa katy
obrotu weztow, wigc wymiar macierzy po agregacji nie powinien przekraczad [nxn] , gdzie n
jest liczba weztéw. Duzym udogodnieniem jest fakt, ze dzigki tak skonstruowanym

E - przegub=lewa _ N |:O O :|

Stateczno$¢ uktadu ramowego — wersja komputerowa 13



Politechnika Poznanska

Wydzial Architektury, Budownictwa i Inzynierii Srodowiska
Projekt wykonat: Krzysztof Szajek

Konsultacje: dr inz. Przemystaw Litewka

macierzom elementowym mozemy przeprowadzi¢ agregacje bez transformowania ich do
uktadu globalnego, gdyz sa one niezalezne od przyj¢tego uktadu.

Ostatecznie rozwiazujac problem wlasny zapisany w nastgpujacy sposob:
(& -2k, )5 =0
otrzymujemy przyblizone wartoéci A oraz v"

Do dalszych rozwazan przyjmujg przemieszczenia weztowe uzyskane z pierwszego sposobu,
gdyz jest on, mimo wszystko, najdoktadniejszy.

Stateczno$¢ uktadu ramowego — wersja komputerowa 14



Wektor wiasny:

)
o
]

Wektory przemieszczen we¢ztowych dla poszczegdlnych elementow:

@:

przegubie wstawiam warto$¢ 1.

-0,004056165
-0,00646364
1
-0,00231781
0,018787
-0,690549

- _/

4 N

0

0

1
-0,004056165
-0,00646364

1

- _/

Politechnika Poznanska
Wydzial Architektury, Budownictwa i Inzynierii Srodowiska
Projekt wykonat: Krzysztof Szajek

Konsultacje: dr inz. Przemystaw Litewka

902 =

Wyznaczenie postaci utraty statecznosci

-0,004056165
-0,00646364
1
-0,00231781
0,018787

-0,690549

- _/

903 =

4 N

-0,00231781
0,018787
-0,690549

0
0
0

o _/

Uwaga: dla preta pierwszego, w miejsce niepotrzebnego, wyeliminowanego kata obrotu przy

Transformacja wektora ¢, do ukltadu lokalnego o kat @ =-90° zgodnie z wzorem

~

9o = r Blm

gdzie T jest macierza transformacji dla a =-90°

Zatem wektory przemieszczen weztowych w uktadzie lokalnym maja postaé

4 N
0
0
1
0,00646364
-0,004056165
1
o _/
4 N
0
0
1
0,00646364
-0,004056165
1
o _/

-0,004056165
-0,00646364
1
-0,00231781
0,018787
-0,690549

- _/

Stateczno$¢ uktadu ramowego — wersja komputerowa

/’

-

~

-0,00231781
0,018787
-0,690549
0
0
0

_/
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Aby znalez¢ przemieszczenia oraz ksztalt uktadu po wyboczeniu obliczam

2

przemieszczenia w punktach w 5 , 5 oraz 5 dhugosci poszczegolnych pretéw korzystajac z

funkcji ksztattu w nastepujacej postaci.

Pret obustronnie utwierdzony Pret z przegubem na lewym koncu
Nl(;):1_§ Nl(;):l_x

N
N2($)21—3[ﬁ§j2+2E€zJ3 Nz(%):l—%gj_+%[@j3

Potozenie kazdego punktu opisane jest wektorem U (f , t) = {

Q[le] :N[2x6] I:@[()xl]
gdzie macierz N

a wektor i jest wektorem przemieszczen lokalnych danego preta

Stateczno$¢ uktadu ramowego — wersja komputerowa 16
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Po podstawieniu danych otrzymuj¢ nast¢pujace macierze funkcji ksztattu

Dla elementu pierwszego

N(l)(i _! j _ 06667 00000 00000 03333 0,0000  0,0000
- 3 0,0000 05185  0,0000 0,0000 04815 -0,5185
N(l)(x _! j _ 0,5000  0,0000  0,0000  0,5000  0,0000  0,0000
- 2 0,0000 0,3125 0,0000 0,0000 0,6875 -0,6563
N(l)[)7 _2 ) _| 08333 00000 00000 06667 00000 0,000
- 3 0,0000 0,1481  0,0000  0,0000 0,8519  -0,6481

Dla elementu drugiego

(z)(N lj: 0,6667  0,0000  0,0000 0,3333  0,0000  0,0000
0,0000 0,7407 04444  0,0000 0,2593  -0,2222

0,5000 0,0000 0,0000 0,5000 0,0000 0,0000

~_ 1
N @) X =—j
2 0,0000 0,5000 0,3750 0,0000 0,5000 -0,3750

(USHN O}

Mz’(z _

uj - 0,3333 0,0000 0,0000 0,6667 0,0000 0,0000
0,0000 0,2593 0,2222 0,0000 0,7407  -0,4444

Dla elementu trzeciego

N(”()? _1 J _ 0,6667  0,0000  0,0000 0,3333  0,0000  0,0000
- 3 0,0000  0,7407 05926  0,0000  0,2593  -0,2963
~
N(3)(i _1 j _ 0,5000  0,0000  0,0000 0,5000  0,0000  0,0000
- 2 0,0000  0,5000  0,5000  0,0000  0,5000  -0,5000
N\
e
N(s)()7 _2 uj _| 03333 00000 00000 06667 00000 0,000
= 3 0,0000 0,2593  0,2963  0,0000 0,7407  -0,5926
-

Stateczno$¢ uktadu ramowego — wersja komputerowa
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Ze wzoru U=N E@ otrzymuj¢ nastgpujace wektory przemieszczen punktow
na poszczegolnych pretach w uktadzie lokalnym

Q@)(%:g): [o,oon Q(l)(ﬁi}{o,mj Q(l)(fzgj:{o,ooq
3 -0,520 2 -0,65 3 -0,652

(-0,003") (-0,003") ("-0,003")
Q(z)(f :ij: Q(Z)()?ZLJ: Q(z)(fzz_lj:
3) (0598 | 2) (L0640 3) 0541
e N\ e N e N
-0,002 -0,001 -0,001
Q(3)(3{ :ij: Q(3)(3{ :ij: Q(S)(fzz_lj:
3 (_-0,395 2) 1-0,336 3 (_-0,200

Przemieszczenia poszczegodlnych punktow daja nastgpujaca postaé utraty statecznos$ci
uktadu. Punkty zostaty naniesione bez skalowania wigc katy obrotu nie sa znieksztalcone.

i -0,690549 rad

\
\

1,0000 rad

Stateczno$¢ uktadu ramowego — wersja komputerowa 18
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Obliczenie przemieszczen wywolanych obcigzeniem rownym polowie obcigzenia
krytycznego z uwzglednieniem dodatkowego momentu od sil normalnych

Obciazenie krytyczne wystepuje dla mnoznika A, =100,73 zatem 0,5[A, =50

Schemat obciazenia ramy sitami rownymi F*** =050, [F :

— 4
3000 kN 100 kN/m

4000 kN PPN §
2 k=1EA, 2]

2.0

~— m

Aby znalez¢ przemieszczenie pretow uktadu nalezy najpierw znalez¢ przemieszcezenia
weztowe spetniajace rownanie:

\K+K,)G=R-R,

gdzie:
K - macierz sztywnosci elementu

K, - macierz geometryczna elementu

q - wektor przemieszczen weztowych
R - wektor sil weztowych
R, - wektor reakcji weztowych od obciazenia przgstowego

|2

Macierz K oraz macierze K () nie sa zalezne od sit normalnych zatem sa takie same jak

zostaly wyliczona przy okazji obliczania sity krytyczne;j.

Macierze geometryczne zaréwno lokalne jak i globalng nalezy ponownie wyznaczy¢ z
powodu jej zalezno$ci od sit normalnych w pretach uktadu.

Stateczno$¢ uktadu ramowego — wersja komputerowa 19
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Budowa macierzy geometrycznej

Dla elementu 1 korzystam z macierzy geometrycznej dla elementu z przegubem na lewym
koncu.

0O 0 00 O 0
0 36 0 0 -36 ol
~ N0 0 0 0 O 0
K =
@ 30,10 0 0 0 O 0
0 -36 0 0 36 -6l
0 6 0 0 -6/ 6l

Dla elementow 2 i1 3 korzystam z macierzy geometrycznej dla elementu obustronnie
utwierdzonego.

0 O 0O 0 O 0
0 36 3/ 0 -36 3/
~ N |0 3 4* 0 -3 -/
K =
f@ 30/|10 0 0O 0 0 0
0 -36 -3/ 0 36 -3l
0 3 -=1> 0 -3 4I°

Wykres sit osiowych dla obciazenia rownego F*** =050, [F

-3988,37

-2955,98

-3988,37

-2955,98
T

zatem:
N, =—2955980[V]

N, =-3988370[N]
N, =-3988370[N]

Stateczno$¢ uktadu ramowego — wersja komputerowa 20
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Po podstawieniu danych 1 wyliczeniu otrzymuje:

l

g

l

HON

l

g3)

-~

0
0
0
0
0
0
o
o
0
0
0
0
0
o
ar
0
0
0
0
0

o

0
-1013478
0
0
1013478
-591196

0
-1595348
-398837
0
1595348
-398837

0
-1196511
-398837

0
1196511

-398837 531782,6667

O O O O o o

0
-398837
-1595348
0
398837
398837

0
-398837
-2127130
0
398837

~

0 0 0

0 1013478  -591196

0 0 0

0 0 0

0 -1013478 591196

0 591196  -2069186

0 0 0 \\\
0 1595348  -398837

0 398837 398837

0 0 0

0 -1595348 398837

0 398837  -1595348

0 0 0 \\\
0 1196511 -398837

0 398837 531782,6667

0 0 0

0 -1196511 398837

0 398837 -2127130

_/

Transformacja macierzy geometrycznej dla elementu 1 do uktadu globalnego.

Macierz transformacji dla a =-90°

gm

-1013479
0
0
1013479

0
\\:?91196

Stateczno$¢ uktadu ramowego — wersja komputerowa

cosad sina 0 0 0 0

—sina cosa O 0 0 0

7= 0 0 1 0 0 0

0 0 0 cosa sina 0

0 0 0 -sina cosa O

0 0 0 0 0 1

K, = TTKg(e)T

0 0 1013479 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 -1013479 0
0 0 0 0
0 0 591196 0

-591196
0
0
591196
0

-20691??//
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Projekt wykonat: Krzysztof Szajek
Konsultacje: dr inz. Przemystaw Litewka

Agregacja macierzy geometrycznej

1 23 45 6 7 8 9101112

1 L
2 |
3 u
4
5
6
7
8
9
10 |
11 @
12 L ]
oo n L K
pret 1 pret 2 pret 3

Wartosci z pdl naktadajacych si¢ zostaty dodane.

Po wykonaniu powyzszych dziatan wykre§lam 1,2,10,11,12-ty rzad i kolumng
(oznaczone kropka na rysunku powyzej), poniewaz z warunki podparcia eliminuja mozliwo$¢
przemieszczen. Redukuje rowniez 3 wiersz i kolumng (oznaczona kwadratem), gdyz do
obliczen macierzy geometrycznej elementu 1 wykorzystatem fakt istnienia przegubu na
lewym jego koncu.

W rezultacie otrzymuje macierz wielko$ci 6x6 (zaznaczona wytluszczong linia na rysunku

powyzej)
\

-1013478 0 591196 0 0 0
0 -1595348 -398837 0 1595348 -398837
Kg = 591196 -398837 -3664534 0 398837 398837
0 0 0 0 0 0
0 1595348 398837 0 -2791859 0
0 0 -3722478

0 -398837 398837
o _/

Budowa wektora reakcji wezlowych R, wywolanych obciazeniem prze¢stowym

Uktad obciazony jest tylko jednym obciazeniem przgslowym (element 3) wigc sasiednie
wezly beda jedynymi, gdzie powstana reakcje.

Stateczno$¢ uktadu ramowego — wersja komputerowa 22
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Aby wyznaczy¢ reakcje weztowe w 3 elemencie wycinam go myslowo, traktuje jako
obustronnie utwierdzony, obciagzony zadanym obciazeniem.

4 m

q [kKN/m]

N
~

12 =
ql ql

2 2

M, = —w = —133333[Nm] - znak “-“ poniewaz kierunek reakcji jest przeciwny
do zatozonego

M, :w =133333[Nim]

T, = ——1000020 49 - _200000[¥]

T, = _w = ~200000[N]

Wektory reakcji weztowych w lokalnych uktadach wspoirzgdnych

4 N 4 N 4 N

0 0 0

0 0 -200000
- 0 ~ 0 ~ -133333
Ry = 0 Ry = 0 Rys = 0

0 0 -200000

0 0 133333

- _/ - _/ o /

Wektory reakcji we¢ztowych od obciazenia przgstowego w uktadzie lokalnym maja identyczna
posta¢ co w ukladzie globalnym, gdyz wektor

Ry =Ry =0

a wektory & 1 & odpowiadaja elementom, ktérych osie uktadu lokalnego pokrywaja si¢

z uktadem globalnym.
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Agregacja wektorow reakcji wezlowych od obcigzenia przestowego

Agregacje przeprowadzam zgodnie ze schematem ponize;.

1 23 45 6 7 8 91011 12
o0on 00
pret 1 pret 2 pret 3

Wartosci z pol naktadajacych sig zostaty dodane.

Po wykonaniu powyzszych dziatan wykreslam 1,2,10,11,12-ta kolumng¢ (oznaczone
kropka na rysunku powyzej), poniewaz z warunki podparcia eliminuja mozliwo$¢
przemieszczen. Redukuje rowniez 3 wiersz 1 kolumne (oznaczona kwadratem), gdyz do
obliczen macierzy geometrycznej elementu 1 wykorzystatem fakt istnienia przegubu na
lewym jego koncu.

W rezultacie otrzymuje wektor wielkosci 6x1 (zaznaczona wytluszczona linia na rysunku
powyzej)

R'=[ 0 0 0 0 200000 -133333 |

Budowa wektora sil wezlowych P

Zgodnie ze wzorem:
P=R-R,

Uklad obciazony jest tylko w jednym wezle sitami dziatajacymi zgodnie z 4 i 5-tym
kierunkiem przemieszczenia w uktadzie globalny, zatem:
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e I 4 I 4 I
0 0 0
0 0 0
0 0 0
4000000 0 4000000
3000000 0 3000000
0 0 0
R= 0o |- R=| o |=R=| o
0 -200000 200000
0 -133333 133333
0 0 0
0 -200000 200000
_ 0 ) K 133333 ) K_133333/

Wszystkie warto$ci podane sa w [N] oraz [Nm]
Po przeprowadzeniu redukcji w sposob analogiczny jak dla wektoréw reakcji
weztowych wywotanych obciazeniem przgstowym otrzymujg wektor:

R = [ 4000000 3000000 0 0 200000 133333 |

. . 7 e . - . . 0,5Akr _
Obliczenie wartosci przemieszczen wywolanych sitami F, " = 0,50, [F,

1

Po przeksztatceniu wzoru:
[K+K, )G =R~R,

Otrzymuje rownanie z ktdrego bezposrednio wyliczam przemieszczenia wegztowe

K'g=P - ¢=(k")" P

gdzie:
/-1013478 0 591196 0 0 0 )
0 1595348  -398837 0 1505348  -398837
| 591196 -398837  -3664534 0 308837 398837
K= 0 0 0 0 0 0
0 1595348 398837 0 2791859 0
0 -398837 398837 0 0 -3722478

o _/

Jestsuma K+K,

Rownanie rozwiazuje korzystajac z programu URL
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Otrzymane przemieszczenia w uktadzie globalnym:

BN
I

Wektory przemieszczen weztowych dla poszczegdlnych pretow

/

o

o

0,0347132
0,0183127
-0,0162664
0,0198361
0,00159238

0,0129626

_/

\

0

0

1
0,0347132
0,0183127

-0,0162664

_/

0,0347132
0,0183127

-0,0162664
0,0198361
0,00159238

0,0129626
o

_/

/’

-

0,0198361
0,00159238
0,0129626
0
0
0

Uwaga: dla preta pierwszego, w miejsce niepotrzebnego, wyeliminowanego kata obrotu przy

przegubie wstawiam warto$¢ 1.

Transformacja wektora ¢, do ukfadu lokalnego o kat a =-90° zgodnie z wzorem

g, =Ty,

gdzie T jest macierza transformacji dla a =-90°

/

o

\

0

0

1
-0,0183127
0,0347132
-0,0162664

_/

Zatem wektory przemieszczen weztowych w uktadzie lokalnym maja postac

/

o

\

0

0

1
-0,0183127
0,0347132
-0,0162664

_/

0,0347132
0,0183127
-0,0162664
0,0198361
0,00159238

0,0129626
o

_/

Stateczno$¢ uktadu ramowego — wersja komputerowa

/’

o

0,0198361
0,00159238
0,0129626

0

0

0

~

_/

\

_/
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Aby znalez¢ przemieszczenia oraz ksztalt uktadu pod zadanym obciazeniem obliczam

2
przemieszczenia w punktach w g , 5 oraz E dhugos$ci poszczegolnych pretow korzystajac z
funkcji ksztattu w nastepujacej postaci.
Pret obustronnie utwierdzony Pret z przegubem na lewym koncu
Nl(;):1_§ Nl(;):l_x

N
N2($)21—3[ﬁ§j2+2E€zJ3 Nz(%):l—%gj_+%[@j3

Potozenie kazdego punktu opisane jest wektorem U (f , t) = {

Q[le] :N[2x6] I:@[()xl]
gdzie macierz N

{Nl(x) 0 o N,(&) o0 0}
Lo mE) ME) o NE) NE)

a wektor i jest wektorem przemieszczen lokalnych danego preta
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Po podstawieniu danych otrzymuj¢ nast¢pujace macierze funkcji ksztattu

Dla elementu pierwszego

N(l)(i _! j _ 06667 00000 00000 03333 0,0000  0,0000
- 3 0,0000 05185  0,0000 0,0000 04815 -0,5185
N(l)(x _! j _ 0,5000  0,0000  0,0000  0,5000  0,0000  0,0000
- 2 0,0000 0,3125 0,0000 0,0000 0,6875 -0,6563
N(l)[)7 _2 ) _| 08333 00000 00000 06667 00000 0,000
- 3 0,0000 0,1481  0,0000  0,0000 0,8519  -0,6481

Dla elementu drugiego

(z)(N lj: 0,6667  0,0000  0,0000 0,3333  0,0000  0,0000
0,0000 0,7407 04444  0,0000 0,2593  -0,2222

0,5000 0,0000 0,0000 0,5000 0,0000 0,0000

~_ 1
N @) X =—j
2 0,0000 0,5000 0,3750 0,0000 0,5000 -0,3750

(USHN O}

Mz’(z _

uj - 0,3333 0,0000 0,0000 0,6667 0,0000 0,0000
0,0000 0,2593 0,2222 0,0000 0,7407  -0,4444

Dla elementu trzeciego

N(”()? _1 J _ 0,6667  0,0000  0,0000 0,3333  0,0000  0,0000
- 3 0,0000  0,7407 05926  0,0000  0,2593  -0,2963
~
N(3)(i _1 j _ 0,5000  0,0000  0,0000 0,5000  0,0000  0,0000
- 2 0,0000  0,5000  0,5000  0,0000  0,5000  -0,5000
N\
e
N(s)()7 _2 uj _| 03333 00000 00000 06667 00000 0,000
= 3 0,0000 0,2593  0,2963  0,0000 0,7407  -0,5926
-
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Ze wzoru U=N [@ otrzymuj¢ nastgpujace wektory przemieszczen punktow na
poszczegolnych pretach w uktadzie lokalnym

; - N ; - N . - N
Q(l)()NC _ _j _ | o008 | 0 (f _ _J Z| 0009 | (}7 :_j _ | 0012
3) L0025 2) 0,035 3) 0,040

e N
U(z)(x :i) _ (0,030 ") e ()NC ZLJ _ (0,027 ) e ()NC _ 21} _ | o025
- L0004 ) L-0001)

l e N l e N l
Q“’(%z—): 0,013 g (I:—): 0,010 v &:2_): {o,ooq
3 L 0,009_) 2) 0,007 3 0,004

Przemieszczenia poszczegdlnych punktéw daja nastgpujaca postaé przemieszczenia
uktadu. Punkty zostaly naniesione przez skalowanie wigc katy obrotu sg znieksztatcone.
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Obliczenie sit przekrojowych wywolanych obcigzeniem FI.O’SAkr =0,54,, LF,

1

Sity przekrojowe przywe¢ztowe obliczam zgodnie ze wzorem:

0, = @
+K,

Po zsumowaniu elementowych macierzy sztywnosci i elementowych macierzy
geometrycznych otrzymujg:

Obliczenie macierzy E 0~ K

/163414285 0 0 -163414285 0 0o )
0 -805490,51 0 0 805490,519  136763,2
ol _ 0 0 0 0 0 0
= -163414285 0 0 1634142857 0 0
0 805490,51 0 0 -805490,519  -136763
_ 0 136763,18 0 0 -136763,1837 4786711 Dy
/270600000 0 0  -270600000 0 0 N
0 1192652 3783163 0 -1192652 3783163
go® - 0 3783163 6768652 0 -3783163 4580837
_ -270600000 0 0 270600000 0 0
0 -1192652  -3783163 0 1192652  -3783163
\_ © 3783163 4580837 0 3783163 6768652 )
602950000 0 0 -202950000 0 0 N
0 -20323,5 1953538 0 203235 1953538
g - 0 1953538  4145869,333 0 -1953538 3668283
_ -202950000 0 0 202950000 0 0
0 203235  -1953538 0 -20323,5  -1953538
\_ © 1953538  3668282,667 O 1953538 4145869 )

Po przemozeniu powyzszych macierzy z wektorami lokalnych przemieszczen weztowych
oraz dodaniu reakcji we¢ztowych od obciazenia przgstowego, zgodnie ze wzorem:

~(i ~ i) : ~ (i
E():KD W(Z)Jr&()
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otrzymuje¢ nastepujace wektory reakcji weztowych w uktadach lokalnych (wartosci podane sa
w kN 1 kNm):

4 N

2992,557 4025,743 4025,736

25,737 7,443 -174,709

_ 0,000 _ 12,534 B -76,481
R = -2992,557 R, =1 4025743 R, = -4025,736
-25,737 7,443 -225,291

-12,534 76,481 183,995

- _/ - _/ o _/

Dla elementu 3 przebieg sit tnacych oraz momentdéw zginajacych znajduje z
réwnan rOwnowagi (pret obciazony obcigzeniem rownomiernie roztozonym)

100 [kN/m]
76,48 TTTTTTTU I TTTT] 183,96
1 2
174,71 225,29
X
76,48 T M
1  100x %
174,71

> X =0« 174,71-100x = T(x)
2

M, =0 M, = —76,48+174,71x—100x7

M(2) =72,94
M(4) = -177,64

Mozna zauwazy¢, ze wyznaczona przeze mnie funkcja przebiegu momentow
zginajacych nie  jest poprawna, gdyz nie spetnia  warunkow  brzegowych
(M(4)# —183,96[kNI71] ). Jest to spowodowane nieuwzglednieniem dodatkowego momentu
od dziatania sity N na mimos$rodzie powstatym po ugieciu preta. W dalszych obliczeniach
przyjmuje wykres momentdw w tym elemencie jako superpozycje: liniowego, spetniajacego
warunki brzegowe, oraz paraboli powstalej od obciazenia ciagltego. Analogicznie postepuje z
pozostatymi elementami. Nalezy jednak pamigta¢, ze to uproszczenie sprowadza funkcje
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momentu do funkcji kwadratowej lub liniowej, a tnacych do funkcji liniowej, a co za tym
idzie nie odzwierciedla poprawnie tych warto$ci w przesle.

Wykresy sit przekrojowych:

183.96
76,48
12,53
12,53
69,78
M [kNm]
Y/
4025 4025
2992
N [kN]
20—
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225,29
7,44 7,44
| | [ [
-12,74 §
- Y e
] 174,71
] T [kN]
-12,74 L

Poréwnanie sit normalnych w pretach z rozwiazania statycznego oraz po pierwszej iteracji
(uwzglednienie dodatkowych momentow od sit normalnych)

Numerpreta | N (statyka) [kN] | N' (Literacja) [kN]| N' = N*“ Ny | N' = N™ [%]

1 -2955 -2992 -37 1,25
2 -3988 -4025 -37 0,93
3 -3988 -4025 -37 0,93
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