Roman LEWANDOWSKI *
Anita KACZOR **
Bozena OKUPNIAK **

DRGANIA STOCHASTYCZNE RAM PLASKICH
Z. ZAINSTALOWANYMI TEUMIKAMI DRGAN

1. Wstep

Parcie wiatru jest zasadniczym obcigzeniem budynkéw wysokich. Ma ono charak-
ter obciazenia dynamicznego i powinno by¢ traktowane jako przestrzenno-czasowy proces
losowy. Oznacza to, ze odpowiedZ dynamiczna konstrukcji ma réwniez charakter procesu
losowego. Amplitudy drgan budynkow wysokich moga by¢ znaczne i wobec tego moze
zachodzi¢ potrzeba dodatkowego usztywnienia konstrukcji lub zastosowania innych sposo-
bow w celu zmniejszenia przemieszczen dynamicznych. Jeden z tych sposobow polega na
instalowaniu w budynku czynnych lub biernych tlumikow drgan.

W analizie drgan stochastycznych czgsto stosuje si¢ podejscie modalne. Jest ono
bardzo korzystne poniewaz pozwala na znaczna redukcjg stopni dynamicznej swobody przy
zachowaniu wymaganej doktadno$ci obliczen. Zalety tego podejscia sa w pelni wykorzy-
stane jezeli rownania ruchu we wspotrzednych gtéwnych sa rozseparowane. Jest to mozliwe
tylko wtedy gdy macierz thumienia C jest proporcjonalna do macierzy mas M i macierzy
sztywnos$ci konstrukcji K tzn.

C=1M +kK , e
gdzie symbolami [ oraz K oznaczono wspolczynniki proporcjonalnosci.

Wspomniana powyzej struktura macierzy C nie moze by¢ z reguly zachowana
jezeli na budowli zainstalowano thumiki drgan. Czgsto sa to dynamiczne, masowe thumiki
drgan lub tez dodatkowe bezmasowe elementy ttumiace. Nalezy rowniez zauwazy¢, ze
proby doktadniejszego opisu sit thumienia czgsto prowadza do macierzy thumienia nie spet-
niajacej warunku (1).

W niniejszej pracy omawia si¢ komputerowa metodg analizy dynamicznej ram
ptaskich poddanych dziataniu wiatru. Zaktada si¢, ze macierz thumienia nie spetnia warunku
(1). Dziatanie wiatru w czasie jest traktowane jako stacjonarny proces stochastyczny. Po-
stuluje si¢ pelng korelacjg przestrzenna obcigzenia wiatrem.
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Podano sformutowanie ogélne oraz wyniki przyktadowych obliczen. Wykazano, ze
podejscie modalne prowadzi doznacznych bledéw jezeli pomija si¢ wzajemne sprz¢zenia w
rownaniach ruchu wynikajace z nieproporcjonalnego thumienia. Zaproponowana metoda
bezposrednia analizy drgan stochastycznych nie wymaga zadnych zatozen odnosnie postaci
macierzy ttumienia.

2. Rownania ruchu

Roéwnanie ruchu konstrukcji ramowej traktowanej jako uktad dyskretny daje si¢
zapisaé w postaci:

Mq(z) + Cq(z) +Kq(1) =P(1) , )
gdzie symbole q(¢#) oraz P(t) oznaczaja odpowiednio wektor przemieszczen i obciazen
weztowych.

Wektor obciazen weztowych okresla si¢ na podstawie parcia wiatru p(x,z,t).
Parcie to wyznacza si¢ ze wzoru:

p(x,2,6) =050C. V> (x,2,1) , 3)
gdzie symbole p, C, oraz V(x,z,t) oznaczaja odpowiednio ggsto$¢ powietrza, wspot-
czynnik optywu oraz chwilowa predkos¢ wiatru. Pregdkos$¢ wiatru jest suma predkosci sred-
niej 7 (x,z)oraz losowych fluktuacji predkosci V,(x,z,¢). Losowe fluktuacje predkosci
wiatru sa male w poréwnaniu z predkosciami Srednimi i wobec tego statyczne parcie Sred-
nie p(x,z) oraz losowe, dynamiczne parcie wiatru p, (x,z,#) mozna przedstawi¢ w po-
stact:

Px.2)=050C. 7V (x,2) . pr(x,z.0) = pCV (2, 2V (x,2.0) . @

Na tej podstawie, w zwykly sposob otrzymuje si¢ wektory obciazen weztowych P
i P,V, (¢) wynikajace odpowiednio ze statycznego i dynamicznego parcia wiatru.

Wektor przemieszczen wezlowych q(#) mozna réwniez podzieli¢ na cze$é sta-
tyczng q oraz czg$¢ dynamiczna q,(¢). Poniewaz czg$¢ dynamiczna przemieszczenh ma
charakter losowy wigc oszacowanie catkowitych przemieszczen konstrukcji moze by¢ zapi-
sane w postaci:

q=q*oq, (%)
gdzie symbolami ¢ oraz ¢ oznaczono odpowiednio wspotczynnik krotnosci odchylenia
standardowego oraz wektor odchylen standardowych od warto$ci oczekiwanej q .

Czg$¢ statyczna wektora przemieszczen (warto$¢ oczekiwang procesu) wyznacza
si¢ rozwiazujac rbwnanie rownowagi statycznej o postaci:

Kq=P . (6)

Przemieszczenia dynamiczne konstrukcji otrzymamy rozwiazujac nastgpujace
réwnanie ruchu:

Mq, () +Cq, (1) +Kq, (1) =PV, (7) . (7
3. Rozwigzanie problemu dynamicznego

Wystgpujace w rownaniu ruchu (7) sity wymuszajace sa sitami zmieniajacymi sig
w czasie w sposob losowy. Opis losowego wymuszenia wymaga podania funkcji ggstosci
widmowej. W niniejszej pracy korzysta si¢ z funkcji ggstosci widmowej podanej przez
Davenporta. Ma ona postac:
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gdzie K oznacza wspotezynnik zalezny od uksztaltowania terenu, p - czestoS¢ kotowa
wymuszenia V' - $rednia predko$cia wiatru na wysokosci 10 m, a L oznacza skalg dlugosci
(przyjeto L = 600 m).

Rozwiazanie problemu sprowadza si¢ do wyznaczenia wektora odchylenia stan-
dardowego q .

Zalozmy, ze znamy dwa wektorowe procesy stochastyczne q;(¢;) 1 q;(t,) .
Funkcje korelacji tych procesow definiuje si¢ w sposob nastepujacy:

Ky, (012) = Elag()af ()] | ©)

gdzie symbol E[*] oznacza warto$¢ oczekiwang wielkosci podanych w nawiasie.

Stan dynamiczny uktadu mozna okresli¢ za pomoca macierzowej funkcji przejscia
H(#) w sposo6b nastgpujacy:

—, @®)
3

t
a,(0) = [H@=DPY, (0T . (10)
Macierzowsq funkcje przejécia nalezy rozumie¢ jako reakcje uktadu w chwili ¢ na impulsy
jednostkowe przytozone w chwili 7. Doktadniej, element tej macierz o indeksach £,/ opisu-
je ustalona reakcj¢ (w chwili ¢ ) przemieszczenia uogélnionego & na jednostkowy impuls
przytozony po kierunku przemieszczenia uogolnionego / (w chwili 7) podczas gdy pozo-
state sktadowe wektora wymuszenia sg rowne zeru.
Podstawiajac (10) do (9) otrzymuje sig:

f i
Ky, (112) = E| [ B, =1)PV,()dT, [V, () PTHT (1 ~0y)dry | (1)
Poniewaz wymuszenie ma charakter losowy wigc funkcja korelacji obciazenia
moze by¢ przedstawiona w postaci:
K, (1,,7) =E[PLVL(r1)VL(r2)PLT] =,
PLE[V, (1)), (1)|P] =P,K,,(T,.1,)P] . (12)
gdzie K,,(7,,7,) jest funkcja korelacji obciazenia wzgledem czasu.
Umozliwia to zapisanie rownania (11) w sposob nastgpujacy:
B

Ky, (.12)= | [0 =1)P,K,, (0 0PI (0 Ty )dr s (13)
Jezeli obciazenie zewngtrzne zaczgto dziata¢ w chwili ¢, =0, a dla ¢+ <0 uktad
byt w spoczynku to dolna granica catek w (13) jest rowna 0. Zaktadajac stacjonarnos¢ wy-
muszenia mozna dokona¢ nastepujacej zamiany zmiennych:
H-T,=T,, 1,—-T, =T,, th—=t, =T , (14)
a nastgpnie przepisa¢ zwiazek (13) w postaci:
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Ky (= [ [HEOPK,, @0, T DPTHT @ )\ (15)
W dalszym ciagu pomijac¢ si¢ begdzie kreski przy 7 1 i T'2 .
Jezeli odwrotna transformata Fouriera K, oraz K,, bedzie zdefiniowana w

sposob nastepujacy:

K, ()= I S, (pe?Tdp . K, (1)= j S, (p)e”7dp (16)
to zaleznos¢ (13) da si¢ zapisaé w postaci:
0 0 1 1y
[Su e dp= [ [ [H@)PLS,, (e VR[H (0y)dr drydp,  (17)

przy czym symbolem i oznaczono jednostke urojona (i* = —1).
Niech macierzowa funkcja przenoszenia F rozumiana jako odwrotna transformata
Fouriera impulsowej macierzowej funkcji przejscia H bedzie zdefiniowana w sposob na-

stgpujacy:

F(ip) = j H(r)e "Tdr | (18)
0

przy czym zaklada si¢ dodatkowo, ze impuls nie wystapit dla 7 <0. Funkcja ta wyraza
stosunek ustalonego rozwigzania réwnania ruchu przy wymuszeniu harmonicznym do war-
tosci tego wymuszenia. Dokladniej element tej macierzy o indeksach £,/ jest rozumiany jako
amplitudg rozwiazania ustalonego opisujace przemieszczenie g, wywolanego sila wymu-
szajaca P, =e”" dzialajaca po kierunku przemieszczenia g, . Macierz ta moze by¢ wobec
tego zapisana w sposob nastegpujacy:

-1
F(ip) = (-p*M +ipC+K) . (19)

Roéwnanie (17) moze by¢ teraz przepisane w postaci:
ISqq (p)e® dp = j F(ip)P,S,,,(p)P[F' (ip)e® dp (20)

gdzie F(ip) = F(=ip) . Poniewaz réwnanie (20) ma by¢ spetnione dla dowolnego 7 wigc

Sy (P) =Fp)PS,, (PP F' (ip) . @1
Podstawiajac (21) do rownania (16.1) oraz biorac pod uwage, ze funkcja podcat-
kowa jest parzysta mozemy napisac:

[

K, (=2 I F(ip)PS,,(p)P"F' (ip)e ™" dp . (22)

0
Obliczajac macierz korelacji nalezy przyja¢ ¢, =¢, =t oraz7 =0 i wobec tego:
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K, (0)=2 j F(ip)P,S,,(p)P/F' (ip)dp . (23)

0
Element g; wektora §redniego odchylenia standardowego wektora q jest rowny:

g =VK; . (24)
Jak juz wspomniano powyzej, do rozwigzania omawianego problemu czgsto stosu-
je si¢ podejscie modalne. Rownanie ruchu (7) jest wtedy przeksztalcane do postaci modal-
nej

P2y wd + ofr =RV, (1), =12, (25)

za pomoca transformacji wlasnej
q; =Vr . (26)
W powyzszych rownaniach V oznacza macierz wektorow wlasnych, r wektor wspotrzed-
nych gtéwnych a symbolami «;, y; oraz R, oznaczono odpowiednio czgsto$¢ drgan wia-

snych, bezwymiarowy wspolczynnik ttumienia oraz wymuszenie modalne. Postgpujac po-
dobnie jak to opisano w pracy [1] mozna zapisa¢ wzor na korelacje wzajemna wspotrzed-

nych gtownych r, oraz r; zapisa¢ w postaci:

" :j 28,8, o) (@F = (@ ) +4 1y @ g
A=t 3T oo |

Wielko$¢ k;; jest elementem macierzy korelacji K, wspotrzgdnych gtownych. Kwadrat

27

odchylenia standardowego wspohrzednej fizycznej g ; oblicza sig ze wzoru

~2 _ T

qg; =v;K,v; , (28)
gdzie symbolem v ; oznaczono wektor kolumnowy utworzony z wiersza o numerze j ma-

cierzy V.
4. Wyniki przykladowych obliczen numerycznych

Do opisu zachowania dynamicznego budynku zastosowano czg¢sto stosowany mo-
del ramy $cinanej [2]. W modelu tym zaktada si¢, ze masa konstrukcji jest skoncentrowana
na poziomie stropdéw oraz, ze stropy sa elementami nieodksztalcalnymi w plaszczyznie
poziomej. Wektor przemieszczen weztowych konstrukeji sktada si¢ z przemieszczen po-
ziomych poszczegdlnych kondygnacji, a macierze mas, sztywno$ci i ttumienia sa macie-
rzami trojdiagonalnymi. Analizuje si¢ drgania budynku bez zainstalowanych thumikow
drgan i z zainstalowanym tlumikiem drgan. Przyjeto, ze masowy thumik drgan zostal za-
montowany na ostatniej kondygnacji budynku. Sktada si¢ on z dodatkowej masy potaczone;j
z konstrukcja budynku za pomoca wigzi o sztywnosci & i wspotczynniku thumienia c. Zbli-
zone do optymalnych parametry masowego tlumika drgan zostaly okreslone za pomoca
procedury opisanej w pracy [3]. Wykonano przykladowe obliczenia dla ramy jednoprzg-
stowej budynku o 16 kondygnacjach. Przyjeto nastepujace podstawowe dane do obliczen:

* wysoko$¢ kondygnacji 3 m,
* masa stropu 35000,0 kg,



* sztywnos¢ stupa na zginanie EJ =43200,0 kNm?
¢ bezwymiarowy wspotczynnik thumienia 1 i 2 postaci drgan 0,02.

Wartosci sit statycznych i amplitud sit dynamicznych przylozonych na poziomie
stropu kazdej kondygnacji podano w tabeli 1. Obliczono je zaktadajac, ze budynek znajduje
si¢ na terenie podmiejskim, a wspotczynnik optywu przyjgto rowny C, =0,7.

Tablica 1 Obciazenia statyczne i dynamiczne ram

Nr stropu 1 2 3 4 5 6 7 8
Sita statyczna [kN] 3,74 | 5,51 | 6,91 | 8,12 | 9,20 | 10,19 | 11,11 | 11,97
Sita dynamiczna [kN] | 0,349 | 0,424 | 0,474 | 0,514 | 0,548 | 0,576 | 0,602 | 0,624
Nr stropu 9 10 11 12 13 14 15 16
Sita statyczna [kN] 12,79 | 13,56 | 14,31 | 15,02 | 15,71 | 16,38 | 17,02 | 8,82
Sita dynamiczna [kN] | 0,645 [ 0,665 | 0,683 [ 0,700 | 0,715 | 0,730 | 0,745 | 0,379

Pierwsze cztery czestosci drgan wlasnych ramy sa rowne:

w, =3,1521s" | w,=94278s", w,=15618s" |, w, =21,667s" .

W tabeli 2 zestawiono statyczne przemieszczenia poziome stropow (warto$ci ocze-
kiwane procesu stochastycznego) oraz odchylenia standardowe wspomnianych przemiesz-
czen. Wyniki obliczen uzyskane za pomoca podej$cia modalnego i bezposredniego sg iden-
tyczne poniewaz przyjeta macierz thtumienia konstrukcji spetnia warunek (1).

Tablica 2 Przemieszczenia statyczne i odchylenia standardowe ramy bez ttumika drgan

Nr stropu 1 2 3 4 5 6 7 8
Przemieszczenie sta- 0,470 | 0,930 | 1,375 | 1,803 | 2,209 | 2,592 | 2,948 | 0,327
tyczne [cm]

Odchylenie standar- 0,422 | 0,838 | 1,243 | 1,634 | 2,009 | 2,363 | 2,694 | 3,000
dowe [cm]

Nr stropu 9 10 11 12 13 14 15 16

Przemieszczenie 3,570 | 3,833 | 4,060 | 4,250 | 4,401 | 4,511 | 4,578 | 4,601
statyczne [cm]

Odchylenie standar- 3,279 | 3,528 | 3,744 | 3,927 | 4,075 | 4,186 | 4,260 | 4,295
dowe [cm]

Ponadto wykonano obliczenia tej samej ramy z zainstalowanym na stropie najwyz-
szej kondygnacji thumikiem drgan. Parametry ttumika sg nastgpujace:
e masa thumika m=2024,0 kg,
e sztywnos¢ tlumika £=1987 N/m,
e wspotczynnik thumienia ¢=698,0Ns/m.
Macierz ttumienia ramy z thumikiem nie spelnia warunku (1). Pierwsze cztery czgstoSci
drgan wtasnych ramy z ttumikiem s réwne:

w, =3,0129s" , w,=32756s", w;=94318s" , w, =1562s".
W tablicy 3 podano odchylenia standardowe przemieszczen poziomych wegztow ramy z
thumikiem obliczone za pomoca obu omawianych metod. Wykonujac obliczenia we wspot-

rzednych gtéwnych zaniedbano sprzg¢zenia w rownaniach modalnych wynikajace z niespet-
nienia przez macierz ttumienia warunku (1). Widaé, ze odchylenia standardowe wyznaczo-



ne za pomoca metody modalnej sa znacznie mniejsze od odchylen standardowych otrzyma-
nych z obliczen metoda bezposrednia. Projektujac thumik drgan zatozono, ze w wyniku
zainstalowania ttumika maksymalne odchylenie standardowe zmniejszy si¢ o 40%. Rezulta-
ty obliczen pokazuja, ze maksymalne odchylenie standardowe zmniejszyto si¢ jednak tylko
0 20%. Wskazuje to na potrzebg doskonalenia procedur projektowania thumikow drgan dla
budowli poddanych dziataniu obcigzen losowych

Tablica 3 Odchylenia standardowe przemieszczen ramy z thumikiem drgan

Nr stropu 1 2 3 4 5 6 7 8
Odchylenie standar-
dowe - podejscie 0,147 1 0,292 | 0,432 | 0,568 | 0,697 | 0.819 | 0,933 | 1,038

modalne [cm]

Odchylenie standar-

dowe - podejscie 0,343 | 0,679 | 1,006 | 1,320 | 1,620 | 1,902 | 2,166 | 2,409
bezposrednie [cm]

Nr stropu 9 10 11 12 13 14 15 16
Odchylenie standar-

dowe - podejscie 1,134 | 1,219 | 1,293 | 1,356 | 1,407 | 1,445 | 1,470 | 1,482

modalne [cm]

Odchylenie standar-
dowe - podejscie 2,630 | 2,826 | 2,997 | 3,142 | 3,258 | 3,346 | 3,403 | 3,430
bezposrednie [cm]

5. Zakonczenie

Dynamiczne zachowanie ram z zainstalowanymi ttumikami drgan opisywane jest
réwnaniami ruchu w ktorych wystgpuja nieproporcjonalne sity thumienia a macierz ttumie-
nia nie spetnia warunku (1). Analiza dynamiczna tych uktadéw we wspolrzgdnych gltow-
nych z rdownoczesnym pominigciem sprzgzen migdzy poszczegolnymi wspotrzednymi pro-
wadzi do biednych rezultatow. Przedstawiona w pracy metoda bezposrednia rozwiazania
pozwala na uwzglednienie thumienia nieproporcjonalnego.
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STOCHASTIC VIBRATION OF PLANAR FRAMES



WITH TUNED MASS DAMPER
Summary

In this paper, the analysis of stochastic, wind induced vibration of planar frames
with and without tuned mass damper are presented. The direct and modal methods of analy-
sis of considered systems are discussed and compared. It was found that for frames with
mass damper the modal equations are coupled by damping terms which cannot be neglected.
The direct method is more appropriate in this case because the modal transformation is not
used.



