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1. Wprowadzenie

W pracy omawia giwyniki analizy numerycznej ramy i belki, na ktéhyezainstalowano
wiskotyczne ttumiki drga. W szczegdlngi analizuje si, w jaki sposob zmieniajsie cha-
rakterystyki dynamiczne uktadu z ttumikiem dfiga zaleznosci od wartdci wspotczynnika
ttumienia ttumika. Przez charakterystyki dynamicukéadu rozumie gitutaj czstasci drga
wiasnych i bezwymiarowe wspoétczynniki ttumienia. ZRatrywane uktady traktuje ¢sjako
uktady dyskretne z masami granulowanymi. Na ranammstalowano wiskotyczny ttumik
drgar. Ttumik wiskotyczny jest rowniejedm z podpor rozpatrywanej belki.

2. Analiza drgan swobodnych ttumionych i niettumionych

Ruch dowolnej konstrukcji traktowanej jako uktadskretny opisuje réwnanie macierzo-
we 0 postaci:

Mg(t) +Cq(t) +Ka(t) =0 ; 1)

gdzie symboleM , C, K i q(t) oznaczaj odpowiednio macierze mas, ttumienia i sztywno-

$ci o wymiarach(nxn) i wektor przemieszczeo wymiarze(nx1). Kropka oznaczono ri

niczkowanie wzgidem czasu.
Rozwiazanie réwnania ruchu (1) przyjmuje si postaci:

q(t) =e*'c; )

gdziec jest nieznanym wektorem,ajest nieznanym parametrem.

Po podstawieniu funkcji (2) do réwnania (1) otrzyensic kwadratowy problem wiasny o
postaci:

(s’M +sC+K)C=0 . ®3)

Kwadratowy problem wiasny (3) jest trudny do rogzzéinia. Aby unika¢ komplikaciji
Zwigzanych z rozwazaniem kwadratowego problemu wiasnego korzysta &tw. zmiennych
stanu. Do réwnania ruchu (1) doka s¢ oczywist, zaleznosc:

9=9. (4)

a réwnanie (1) przepisujecsiv postaci:

4=-M"Kgq-M™"Cq . (5)
Po wprowadzeniu oznaaze
0 I
t) = col(q(t),q(t)) , A= - - : 6
2(t) = col(q(t), 4(t)) A {_Mlﬁ -Mlg} 6)

mozna rownania (4) i (5) zapiéav nasgpujacy sposob:
2(t) = Az(t) . (7)

Wektor z(t) jest nazywany wektorem stanu.
Po przygciu rozwihzania réwnania (7) w postaci:

Z(t) =e%c ; (8)
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gdzie ¢ jest wektorem wtasnym, i podstawieniu tego rezania do réwnania (7) otrzymuje
liniowy problem wtasny o postaci:

(A-sl)c=0 . )

Rozwigzaniem problemu wtasnego (9) jest 2n wario wektorow wiasnych. Feli thu-
mienie uktadu jest podkrytyczne to waitoi wektory wtasne gliczbami i wektorami zespo-
lonymi, parami sprgzone tzn.

S, = K, +i/7j : Sisn = M, —il7j ; (10)
G :§j+ipj ; 9]+n:§j_ipj ; (11)

gdziei = J-1 jest jednostk urojor, a j =12,..,n.
Jezeli ttumienie jest dize (uktad jest ttumiony nadkrytycznie) to niektoransci i wekto-
ry wkasne g rzeczywiste. W tym przypadku co najmniej dwie wgst wtasne (nps; i s;,,,)

j+n?

sq liczbami rzeczywistymi. Odpowiadge im wektory wiasneg; i ¢

rzeczywistymi.
Na podstawie wartei wtasnych mana obliczy czgstasci drgah wiasnych ttumionychw;

I bezwymiarowe wspotczynniki ttumienig; . Jereli wartasci wiasne g liczbami zespolony-
mi, parami sprgzonymi to:

s takze wektorami

jon

/j.
W, =4+ =L (12)

Jezeli wartdsci wkasne g liczbami rzeczywistymi to:

_ __Si*Sjm
w; =s;s; y; == : (13)

JT)+n 20)]

przy czym teraz wielk@& w; nie mae by interpretowana jako estos¢ drga wtasnych ttu-

mionych.

Charakterystyki dynamiczne uktadu bez ttumienian. tezstasci i postacie drga wia-
snych, otrzymuje sipo podstawienilC =0 w réwnaniu (1), przyciu rozwihzania rOwnania
ruchu o postaci:

q(t) =acosat , (14)
I rozwiazaniu pontszego liniowego problemu wtasnego:
(K-w’M)a=0. (15)
Rozwigzaniem problemu wiasnego (15) jestvartéici «® (kwadratow czstasci drgan
wiasnych niettumionych) n wektoréw wtasnych (postaci dngaviasnych niettumionych).
Omawiane wielkéci 51 liczbami i wektorami rzeczywistymi.
2. Analiza dynamiczna ramy

2.1  Wprowadzenie

Schemat obliczeniowy rozpatrywanej ramy pokazanoysal. Do obliczé przyjgto mo-
del tzw. ramyscinanej. Masy tej ramyasskoncentrowane na wysalm rygli, a rygle ramy &
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nieskaiczenie sztywne. Oznacza tee jedynymi stopniami dynamicznej swobody ramy s
przemieszczenia poziome rygli.

Ml n
P"(t) - - qn(l)
Mn—] n-1
Pn—](t,) - - qn—l(v
M2 2
Pz(t) - - qz(t)
EJ=
M/ 1
PI(U - - (’L(Z)
77777 77777

Rys.1 Schemat obliczeniowy ramy

Wektor przemieszczeoraz macierze mas i sztywdod map postd:

q(t) =col(q,(t), 9, ().....9, (1) M =diag(m,,...,m,) .
'k, +k, -k, 0 0 0 |
-k, k,+k; -k, 0 0
K= : (16)
0 0 “Koa Keg Tk, kg
0 0 0 -k, K, |
gdzie
24EJ, 24EJ;,
ki = L3 , ki+l = L3 . ! ’ (17)

a symboleEJ;, i L, oznaczaj odpowiednio sztywrni na zginanie przekroju poprzecznego
stupa o numerze oraz wysokéc stupa ramy. Wielk& k, nazywa si sztywndcia pigtra o

numerzd.
Sity tumienia dziatajce na rara sa sumy sit ttumienia ramy oraz sit ttumienia wywoty-

wanych przez ttumiki drga Mozna wobec tego napisa
C=C, +C,, (18)
gdzie C, jest macierz ttumienia ramy, aC, wynikajaca z istnienia ttumikow drga W obli-
czeniach przyjto, ze ttumienie wewgtrzne ramy jest pomijalnie mate, tz@, =0.
W pracy analizuje girane z wbudowanym ttumikiem wiskotycznym. &ifF, (t) z jaka
ttumik dziata na ramoblicza s¢ ze wzoru:
F () =cx(t) , (19)
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gdzie c, jest wspotczynnikiem ttumienia ttumika,>dt) wzglednym przemieszczeniem ko
cow tlumika.

Przyktadowo, jeeli na trzeciej kondygnacji ramygquiokondygnacyjnej pokazanej na rys.
2 umieszczony jest ttumik drgdo macierz ttumienia ma posta

0 0 0 00O
01 -100
C,=c,00 -1 1 0 0. (20)
00 000
0 0 0 00
m
k k
2 2
m
k k
2 2
m
k c |k
2 2
m
Kk k
2 2
m
k k
2 2
T FIEEE

Rys. 2 Rama z zainstalowanym ttumikiem drga
2.2 Wyniki obliczen

Analizie poddano ram pigeciokondygnacyjna z ttumikiem wiskotycznym umieszcym
na trzeciej kondygnacji. Schemat obliczeniowy rappkazano na rys. 2. Masy skupione
umieszczone na kolejnychepiach g jednakowe. Jednakowe sOwniez sztywndci pigcter,
tzn. k, =k=const Przygto nas¢pujace dane do oblicke masa typowego stropu

m =10000kg, sztywnd¢ typowego pitra k =2250000N / m
Czestaéci drgar whasnych niettumionych wyznaczono rozwmijac problem wiasny (15).
W rezultacie otrzymano:
o, =4,2694rad / s, w, =12,4625rad / s, w; =19,6458rad /s,
w, =252376rad/s, w;,=287848rad/s.
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Postacie drgawtasnych niettumionych rozpatrywanej ramy (bemika) pokazano na
rys. 3i4.

I postac II postac III postac
1,0000 0,9190 0,7635
\
0,9190 0,2846 0,5462
0,7635 0,5462 0,9190
0,5462 11,0000 0,2846
0,2846 0,7635 1,0000
T TILTET 777, Frrrrrs 7T

Rys. 3 Postacie drgavtasnych ramy

IV postad V postaé

7 0,5462 0,2846 N

1,0000 £— 0,7635

0,2846  1,0000

0,7635 —> 0,9190

0,9190 0,5462

TEETEE P s FEATE
Rys. 4 Postacie drgavtasnych ramy

Obliczono rownie czstasci drgar wkasnych ttumionych i bezwymiarowe wspétczynniki
ttumienia ramy z zainstalowanym tlumikiem diig@®Dmawiane wielkéci wyznaczono roz-
wiazujac problem wiasny (9) i wykorzystag wzory (12) i (13). Obliczenia wykonano dla
roznych  wartdci  wspoétczynnika  tlumienia c¢,, wzigtych z  przedzialu

1000Ns/ m< ¢, < 250000Ns/ m. W tabeli 1 podano zestawienie wynikow oblitz&estawiono

W niej wartgci wkasne, cgstasci drgar wkasnych ttumionych i bezwymiarowe wspotczynniki
ttumienia patej postaci drg@awyliczone dla ranych wartdci wspotczynnika ttumienia, .
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Tabela 1
L.p. | ¢ [Ns/nj Hs Ns s Vs
1 1000 -0,06560| -28,7844 28,784470,002278975
2 10000 -0,65649| -28,7448 28,752300,022832716
3 20000 -1,31608| -28,6243 28,654540,045929198
4 30000 -1,98211) -28,4224 28,491430,069568639
5 40000 -2,65831) -28,1370 28,262300,094058529
6 50000 -3,34907, -27,7651 27,966860,119753537
7 60000 -4,06074) -27,3014 27,601740,147118986
8 70000 -4,80520| -26,7378 27,166(150,176881869
9 80000 -5,60664| -26,0683 26,6641410,210266806
10 90000 -6,50514| -25,3058 26,128540,248966883
11 100000 | -7,52813 -24,5064 25,63662,293647503
12 110000 | -8,63943 -23,7332 25,25677,342063902
13 120000 | -9,77672 -22,9906 24,98303,391334389
14 130000 | -10,90770 -22,2497 24,77950,440189244
15 140000 | -12,02380 -21,4835 24,6193%,488388141
16 150000 | -13,12500 -20,6718 24,48651,536009523
17 160000 | -14,21330 -19,7984 24,3720®,583181443
18 170000 | -15,29100 -18,8480 24,2706®,630021636
19 180000 | -16,35980 -17,8038 24,1788®,676615229
20 190000 | -17,42140 -16,6451 24,0949D,723032472
21 200000 | -18,47680 -15,3434 24,0169D,769324549
22 210000 | -19,52700 -13,8566 23,94387,815532197
23 220000 | -20,57280 -12,1152 23,87509,861686034
24 230000 | -21,61470 -9,98536 23,80972,907809997
25 240000 | -22,65330 -7,12516 23,7474D,953926827
26 245000 | -23,17150 -5,0588 23,71729,976987565
Ttumienie nadkrytyczne
27 250000 | -23,93110
28 -23,44680 23,68771 1,000052249
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Z kolei rys. 5 przedstawia, w jaki sposéb zmieriia S wart@d¢ wlasna i warté¢ z nig
sprzzona wraz ze wzrostem wspoétczynnika ttumiegiaNa omawianym rysunku strzatkami
pokazano kierunek przemieszczanig, sia ptaszcziynie zespolonej, omawianych waito
wiasnych. Punkt bifurkacji odpowiada takiej wadiowspotczynnika ttumienia ttumika, dla
ktorej ttumienie pitej postaci drgastaje st krytyczne.

40.0

30.0 +

20.0 —

10.0
punkt bifurkacji

0.0

-10.0 +

-20.0 - S

Czes¢ urojona wartaci wlasnej

-30.0

-40.0 T T T T T

-30.0 -25.0 -20.0 -15.0 -10.0 -5.0 0.0
CZes¢ rzeczywista wart@i wiasnej

Rys. 5 Wykres zalaosci piatej wartagci wiasnej od wspoétczynnika ttumienig

Na rys. 6 pokazano podobne wykresy, ale poka&ewyv jaki sposdb zmieni@pic pozosta-
le wartgci wkasne wraz ze wzrostem wspoétczynnika ttumidhianika. Pokazano tylko te
wartasci wiasne ktorych eg¢ urojona jest dodatnia. Strzatki wskazlgjerunek zmian warto-
sci wkasnych wraz ze wzrostem waitd wspotczynnika ttumienia ttumika. Widaze po-
szczegolne wartkgi wkasne zmieniaj sic w rGznym stopniu wraz ze wzrostem wspétczynnika
ttumienia ttumika. Wida rowniez, ze zadna z tych warkei nie zmienia s w taki sposob,
aby, tak jak dla 5 warfgi wtasnej, ich cgsci urojone zmierzaty do zera. Oznacza to rownie
ze bezwymiarowe wspotczynniki ttumienia nigdy nigdp rowne 1,0. Oznacza to tak ze
odpowiadajce im postacie drgazawsze bda podkrytycznie ttumione, niezaleie od tego
jak duzy bedzie wspotczynnik ttumienia ttumika.

Na kolejnych rysunkach (rys. 7 i 8) pokazano jakemiaj sie odpowiednio bezwymiaro-
wy wspoétczynnik ttumienia (rys. 7) i egtas¢ drgar wkasnych ttumionych ptej postaci drga
(rys. 8) w zalencsci od wspotczynnika ttumienia ttumika,. Widat, ze omawiany bezwy-
miarowy wspotczynnik ttumienia jest w przykdiniu wprost proporcjonalny do wspétczynni-
ka ttumienia thumika w pewnym zakresie jego wécto



Wptyw ttumienia na charakterystyki dynamiczne ratmsiki

30
IV wartas¢ wtasnal
25 — —
o~ 11l wartosé¢ wlasna
C
(7]
& sl
= 20
8
(@]
=
©
< 15 —
2
'QV)J ——
o Il wartos¢ wiasna
c 10 —
_O
o)
p—
35
5 — —
| wartosé¢ wtasna
0 T T T T T T

21 -18 -15 -12 -09 -06 -03 0.0
rzeczywista czes¢ wartosci wtasnej

Rys. 6 Wykres zalamaosci 1, 2, 3 i 4 wartéci wkasnych od wspoétczynnika ttumienéa

1.1

1.0 +

0.9

0.8
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0.6
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0.4

0.3

0.2

0.1

bezwymiar owy wspétczynnik ttumienia

0.0 \ I \ I \ I \ I \
0.0x1d 5.0x1d 10° 1.5x16 2.0x16 2.5x10
wepdtczynnik ttumienia ttumika [ Ns/m]

Rys. 7 Zalenos¢ bezwymiarowego wspotczynnika ttumienia 5 postaigadl od wspoétczyn-
nika ttumienia ttumikac,
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Rys. 8 Zalenos¢ 5 czstasci drgar whkasnych ttumionych od wspétczynnika ttumieniantilca

10
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3. Analiza dynamiczna belki z ttumikiem wiskotycznyn

3.1 Wprowadzenie

Analizie dynamicznej poddano belpokazan na rys. 9. Prawy koniec belki opiera sa
wiskotycznym ttumiku drg@& Belka ta jest traktowana jako uktad dynamiczrigzech stop-
niach swobody zdefiniowanych na rys. 10.

mEJ m m/2
o - o .
L . .

7/ U4 7

a

Rys. 9 Schemat obliczeniowy belki z ttumikiem

Réwnania ruchu belki zostamvyprowadzone za pomaggilku metod.
Réwnania ruchu zapisane przyyaiu wspotczynnikow podatsoi majp nastpujaca po-
stat macierzow:

DM(t) + DCq(t) +q(t) =0 , (21)
gdzie D jest macierz podatnéci o wymiarach(3x3) . Macierze mas i ttumienia mgpost&:
M =diag(m,,m,,m;) , C=diag (0,0,c) , (22)

a c jest wspotczynnikiem ttumienia ttumika driga

% ’m .m m/2
i i q; i 4. - i *

L a &, a

7/ 7 7/ 4

Rys. 10 Stopnie dynamicznej swobody belki z ttuerikidrga
Macierz wspotczynnikOw podatdc ma posté

o1 O, O
D=0y 05 Oy , (23)
031 Oy Oy

a wspoétczynniki podatrigi oblicza s¢ ze wzoru:
5, =[O o (24)
EJ

gdzie M, (x) jest funkci momentéw zginagcych wywotanych sit jednostkowy dziatajca po
kierunku stopnia dynamicznej swobody o numerze

Réwnania ruchu (21) otrzymujegskorzystajc z zasady de’Alemberta i zasady superpo-
zycji skutkow. Po wykorzystaniu wspomnianych zasadna napisé

11
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0, (t) =0,,B, (t) + 5,,B,(t) + 9,5B5(t) + O5F (t)
g, (t) = 9,,B, (t) + 5,,B, (1) + 0,3B; (t) + I,5F, (t)
05 (t) = 04,B, (t) + 05,B, (t) + 033B; (t) + I55F (1) - (25)
Po podstawieniu zataosci:
B, (t) =-mq,(t) , B,() =—myd(t) .  Bs(t)=-matis(t) ,  F(t) =—cgs(t) , (26)
maozna réwnania (25) zapiéav postaci:
Oy (1) + Asmy Gy (t) + O1,M, G5 (1) + Sy3Mylis () + 913005 (1) =0
02 (t) + 3y My Gy (t) + G,M, G, (1) + DMyl (t) + 035(t) =0
O3 (t) + 331my Gy (t) + F3,m, G, (1) + O55Mylis () + D55005(t) =0 (27)

lub macierzowo w postaci réwnania (21).
Wykresy momentow zginggych niezlgdnych do wyznaczenia wspotczynnikdw podatno-
$ci pokazano narys 11,12 13.

a

ﬁ l Bi=1 @

Rys. 11 Wykres momentow zgimaych wywotanych si B, =1

2a

a

\i B2=1 @

Rys. 12 Wykres momentow zginaych wywotanych sit B, =1

3a
2a

Rys. 13 Wykres momentow zginaych wywotanych sit F, =1

Mozna fatwo sprawdzj ze wspotczynniki podatrsgi omawianej belki mazna obliczy ze
WZOrow:

12
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3 3 3 3
a 8a 9a 5a
Op =—— 0,y =— , =—, =0, =—— ,
1 3Eg 2 3] ¥ E] 12772 6Eyg
4a° 14a°
On =0 =—— | Opa = Oy = —o 28
13 31 3EJ 23 32 3EJ ( )

Réwnania ruchu belki nima rownie zapis& za pomog wspotczynnikOw sztywrkei.
Réwnanie ruchu ma wtedy poéta

Mg(t) +Cq(t) + Kg(t) =0 . (29)

Réwnanie ruchu w postaci (29) vm@a otrzymé& mnazac rOwnanie (21) przez macierz
D™ =K . Po obliczeniu macierzy odwrotnej do macierzy podi otrzymuije st:

240 _138  36]
13 13 13
(_E)| 1% 1% 18
T a 13 13 13
% _48 21
13 13 13]

(30)

Do wyprowadzenia macierzy sztywqod mozna take wyé zmodyfikowanej metody
wspotczynnikdéw sztywniei i zastosowa metod redukcji statycznej. W metodzie tej korzy-
sta s¢ z uktadu podstawowego pokazanego narys. 14.

2L

%
R

K

Rys. 14 Ukfad podstawowy pomocny przy obliczenip@szynnikOw sztywngci

Po wykorzystaniu zasady de’Alemberta i zasady sugmsicji skutkow mena napisé na-
stepujace rownania (patrz rys. 14 ):

R1=E11H]1+I212m2+I213Bq3+ﬁl4m4+l215[d15+R13+R1Ft:0 ,
R2:lzmmlﬂzzthz+E23m3+|224[dq4+E25[q5+R253+R2Ft:o ,
R3=|231Edql+lz32@qz+IZ33Edq3+IZ34Eq4+IZ35ms+R§+R3Ft:o,
R4=IZ41H]1+IZ42B12+E43m3+E44m4+E45m5+Rf+th:0 ,
Rs = Koy [0 + Ksp (B, + ks (83 + Ky [0, + Kss s + RS +RE =0, (31)

gdzie symbolamizij oznaczono wspotczynniki rozszerzonej macierzyveatjci, a ponadto
tatwo mana ustak, ze

RE=md,, RZ=m,d,, R{=myd;, R;=0, RS =0,
R"=0, RI'=0, Ri'=-cq,, R['=0, R'=0. (32)

13
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Wspotczynniki sztywnégci IZ”- wyznacza si rozwiazujac zadania pomocnicze zdefiniowa-
ne narys. 15 - 19.
STAN q,=1

k41 k51

\
.
C

e

31

~

N
;T -

~

6EJ
a2

Rys. 15 Pierwsze zadanie pomocnicze

Wspotczynniki sztywngci wyznaczone po rozwzaniu pierwszego zadania pomocnicze-
go s rowne:

~  24EJ ~ 12EJ ~ ~ ~ 6EJ
kll: 3 , k21:_ 3 , k31:0 , k41:O , k51:—2 . (33)
a a a
STAN q,=1
T‘242 E 52

A
A
—

Rys. 16 Drugie zadanie pomocnicze

Wspotczynniki sztywngci wyznaczone po rozwzaniu drugiego zadania pomochniczego
Sa rOwne:
~ _ 12B) ~ _ 3E) ~ _ 6EJ ~ _15E] _3EJ

Ky, = P Kgp = P Kyp = 22 Koz FER Ks, = 22 . (34)

14
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STAN q.=1

k43 I(53

AV
B

LN

v Kis y Kz yKas
L a L a [k a b
A A A A
3EJ
a2

Rys. 17 Trzecie zadanie pomocnicze

Wspotczynniki sztywngéci wyznaczone po rozwzaniu trzeciego zadania pomocniczego
Sa rowne:

~ ~ 3EJ ~ 3EJ ~ ~ 3EJ
ki3 =0, Koz = T3 Kss =3 Kes =0, Kss = T (35)
a a a
STAN q.=1
E44 E54

2
L
-

AT -
~
IS
N -—
At
N
s
— 47
i
W
B

a 4E]
da

Rys. 18 Czwarte zadanie pomochicze

Wspotczynniki sztywngci wyznaczone po rozwzaniu czwartego zadania pomocniczego
sq réwne:

- -~ 6EJ ~ -~ 8E]  ~ _2EJ
ki4 =0, 24:_? ' Kss =0, k44=T ' k54=T . (36)

=~
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STAN g.=1
E45 ESS
3 A\ \
EIS EZS E35
I a | a | a [
| | | 1
4EJ
a
2E] 3EJ
a a

Rys. 19 Pite zadanie pomocnicze

Wspotczynniki sztywngéci wyznaczone po rozwzaniu patego zadania pomocniczegp s
rowne:

~ 6EJ ~ 3EJ ~ 7EJ ~ 3EJ ~ 2EJ
Kis=—- Ks=——, = Kos = ks =— . (37)
a a a a
Z uktadu rowna (31) mana wyredukowé, za pomog redukcji statycznej, przemieszcze-
nia uogolnione (tu &y obrotu przekroi nad podporami bella) (t) i g.(t). Jeeli ze wspot-

czynnikOw sztywnéci wystpujacych w (31) utworzymy macierz sztyw§ed o postaci:

- [K,_ K
ﬁ - tzz tzr ’ (38)
5I'Z ﬁrf
gdzie
l211 l212 E13 l214 l215 ~ ~ ~ ~ ~
~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ k k k ~ k k
K=k Koy Kozl Kyu=|ky kys|, K, ={~41 -+ ~43} , Ky :{'*44 ~45} , (39)
I E L |'<' |'<~ Ksy Ksp Ksg Kss Kss
31 K32 Kaz 34 Kgg

to macierz sztywriei uktadu rowna po wykonaniu redukcji statycznej wyznaczaz wzo-
ru:

K=K

— —27ZZ

Po wykonaniu redukcji statycznej rownania ruchuwznazapisaw postaci (29), a po wy-
konaniu stosownych oblicaetrzymuje st macierz sztywnéi w postaci (30). Macierze mas
I ttumienia belki g okreslone wzorami (22).

K, K, K,. (40)

— I —rz

3.2 Wyniki obliczen dynamicznych belki z ttumikiem drgan

Do obliczex przyjcto nastpujace dane: belka wykonana jest z dwuteownika zwyktego
1300, a rozstaw mdzy masami skupionymi wynoar~2,0 m masa jednostkowa belki wynosi

m=54.2 kg/m , moment bezwtadsoi przekroju poprzecznego belki =9800cm*, modut
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sprezystasci materiatu belki E =205GPa. Masy skupione umieszczone na belger®wvne:

m, =m, =1626kg, m, =813kg, a EJ/a®=2511250N/m. Po wykonaniu stosownych obli-
czeh otrzymano nagpujace wspotczynniki sztywniai:

4636153816 -26657884%62 6954230769
K =]1-26657884%62 254988445 -9272307692|[N/m]| .
6954230769 -9272307692 4056634615

Macierz mas ma posta

1626 O 0
M= 0 1626 O
0 0 813

Czestasci drga belki bez ttumika (belki wspornikowej)asrowne: w, =4623rad/s,
w, =26111rad/s (kotka na rys.20) orazv, =65051rad /s. Czstadéci drgax belki utwierdzo-
nej na lewym kacu i swobodnie podpartej na prawymnka s rowne: o =2119rad/s,
w, =6301rad/s (romby na rys.20).

Obliczono wartéci wtasne, cgstasci drgar wkasnych i bezwymiarowe wspotczynniki thu-
mienia dla ranych wartdci wspoétczynnika ttumienia ttumike. Otrzymano trzy pary zespo-
lonych i sprzzonych wartéci wiasnych lub 2 pary zespolonych, sgianych wartéci wia-
snych i 2 wartéci rzeczywiste w zalaosci od wartdci wspotczynnika ttumienia ttumika. Na
rys. 20 przedstawiono, na ptaszozie zespolonej jak zmieniggie wartasci 1, 2, 3 i 5 warto-
$ci wkasnej wraz ze wzrostem wadto wspotczynnika ttumienia ttumika. Strzatkami zazn
czono kierunek zmian przy wae wspotczynnika ttumienia thumika.

800
5 wartos¢ wtasna

)
»n 600 —
K
=
k3]
‘0
S 400
g 3 warto$¢ wiasna
g — b
S 200 —
o
5 1 wartos$¢ wlasna
9 \ P
& 04—
3

2 warto$¢ wlasna /

-200 T T T T

-50 -40 -30 -20 -10 0
czescC rzeczywista wartosci wiasnej

Rys. 20 Zmiany potzenia wartéci wkasnych spowodowane zmianami wspotczynnika
ttumienia ttumika

Na rys. 21 pokazano zaleos¢ pierwszej cgstasci drgar wkasnychaw, od wartgci wspot-
czynnika ttumieniac. Widat, ze pierwsza agtas¢ drgar wiasnych rénie wraz ze wzrostem
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wartasci wspotczynnika ttumienia . Wykres w (c) pokazano dla tych wada wspoétczyn-
nika c, dla ktérych ttumienie tej postaci jest podkrytyez pogcie czstasci drgar wkasnych
ma sens fizyczny. Na rys. 22 pokazaasdany zaleznos¢, ale dla drugiej i trzeciej ¢atasci
drgax wtasnych belki. Wid& ze druga i trzecia estas¢ drgar wkasnych maleje wraz ze
wzrostem wspoétczynnika ttumienia ttumika. Porowgujysunki 20 i 22 widg ze dla duych
wartasci wspotczynnikac druga czstas¢ drgar wiasnych belki z tumikiem jest bliska, co do
wartasci, pierwszej cgstasci drgar wikasnych belki utwierdzonej na lewymiau i swobod-
nie podpartej na prawym kou. Podobnie trzecia ¢ztas¢ drgar wkasnych belki z ttumikiem
jest bliska, dla diych wart@ci c, drugiej czstasci drgar wkasnych wspomnianej pov]
belki utwierdzonej — swobodnie podpartej.

50

48 —

46 —

1 czestosc¢ drgan wiasnych [rad/s]

44 I I

0 4000 8000 12000
wspotczynnik ttumienia thumika [Ns/m]

Rys. 21 Zalenos¢ pierwszej cgstasci drgar od wspotczynnika ttumienia ttumika

700

600 — \ 3 czestosc

500 —

400 —

300 —
2 czestosé

\__

200 —

czestos¢ drgan wiasnych [rad/s]

100 I I I I

e 200000 400000 600000 800000 1000000
wspotczynnik ttumienia ttumika [Ns/m]

Rys. 22 Zalenos¢ drugiej czstasci drgar od wspoétczynnika ttumienia ttumika
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Na rys 23 pokazano zaleos¢ bezwymiarowego wspoétczynnika ttumienia pierwszsj p
staci drga od wspotczynnika ttumienia tumika. Wiélaze jest to zalenos¢ liniowa.

1

0.8 —

0.6 —

0.4 —

bezwymiarowy wspoétczynnik ttumienia

0 T T

0 4000 8000 12000
wspotczynnik ttumienia ttumika [Ns/m]

Rys. 23 Zalenos¢ bezwymiarowego wspotczynnika ttumienia 1 postagedl od wspotczyn-
nika ttumienia ttumika
Na rys. 24 pokazano te same zal®ci, ale dla drugiej i trzeciej postaci digd'ym razem
zaleznosci y,(C) i y3(C) sa nieliniowe. Widd, ze ttumienie 2 postaci drggest wiksze od
ttumienia 3 postaci. Obie funkcje makstrema maksima. Na rys. 20 maksimom tym odpo-
wiadap punkty na krzywychs;(C) i s;(c) ktére g najbardziej oddalone od osi urojonej.

0.12

0.10 — .
2 postaci

0.08 —

0.06 —

0.04 —

0.02 — 3 postaci

bezwymiarowy wspoéiczynnik ttumienia

0 100000 200000 300000 400000 500000
wspotczynnik ttumienia thumika [Ns/m]

Rys. 24 Zalenos¢ bezwymiarowych wspotczynnikow ttumienia 2 i 3 pastdrga od wspot-
czynnika ttumienia ttumika
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4. Uwagi kaicowe

W pracy przedstawiono analizvptywu ttumika wiskotycznego na charakterystykindy
miczne (tzn. na exstasci drgar wkasnych i bezwymiarowe wspotczynniki ttumienia aadne-
go) ramy ptaskiej i belki. Rozpatrywano szeroki reskzmienngci wspotczynnika ttumienia
ttumika. Wyniki obliczéd wskazug na pewne podohbistwa w sposobach zmian charaktery-
styki dynamicznych obu uktadéw.

1) W obu przypadkach odpowiedniozguwzrost wspétczynnika ttumienia ttumika spowo-
dowat pojawienie si pary rzeczywistych wargoi wkasnych i nadkrytyczne ttumienie jed-
nej z postaci drga(5 postaci drgaw przypadku ramy i 1 postaci digav przypadku bel-
ki).

2) Zaleznos¢ bezwymiarowego wspotczynnika tlumienia omawianypbstaci drga od
wspotczynnika ttumienia ttumika jest w przykeniu liniowa.

3) Krzywe reprezentage na ptaszczypie zespolonej przesuwanie siprzzonych, zespolo-
nych wartdci wkasnych stowarzyszone ze wspomaignstaci drgax map punkt bifurka-
cji.

4) Pozostate krzywe reprezenitg przemieszczaniegsna ptaszczinie zespolonej pozosta-
tych wartgci wkasnych maj ksztatt charakterystycznegit.

5) Istniep takie wartdci wspoétczynnikow tlumienia ttumika, dla ktorych zweymiarowe
wspotczynniki ttumienia podkrytycznie ttumionych giaci drga map wartcci ekstre-
malne.

6) Wraz ze wzrostem wspétczynnika ttumienia ttumikartasci czestasci drgar wiasnych
omawianych postaci drgabelki zmierzaj do czstasci drgaa wtasnych belki z podpar
przegubow w miejscu ttumika.
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