
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Optymalne rozmieszczanie wiskotycznych tłumików drga� – cz��� 2 
 

Roman Lewandowski 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Autor pragnie wyrazi� podzi�kowanie swoim studentom: Tomaszowi Drgasowi, Jakubowi Jaro-
szy�skiemu, Tobiaszowi Rynowieckiemu i Maciejowi Ma�kowskiemu, którzy wykonali wi�k-
szo�� oblicze� b�d�cych podstaw� niniejszego opracowania. 
 

Pozna�, lipiec 2008 



Optymalne rozmieszczanie wiskotycznych tłumików drga� – cz��� 2 
 

 2

 
1. Opis zadania optymalizacji 
 

Celem prezentowanego zadania jest optymalizacja poło�enia tłumików wiskotycznych roz-
mieszczonych na dziesi�ciokondygnacyjnej konstrukcji ramowej. Na konstrukcji nale�y umie�ci� 
10 tłumików o zadanych współczynnikach tłumienia .constcci ==  Jako model rozpatrywanej 
konstrukcji przyj�to ram� �cinan�. Konstrukcja jest obci��ona siłami wywołanymi wymuszeniem 
kinematycznym (siłami wywołanymi trz�sieniem ziemi lub siłami parasejsmicznymi). 

Przyj�to 2 kryteria optymalizacji 
Tłumiki rozmieszczano na ramie w ten sposób, aby: 

a) zminimalizowa� maksymaln� amplitud� przemieszcze� ramy w 1 obszarze rezonansowym, 
b) zminimalizowa� maksymaln� amplitud� wzgl�dnych przemieszcze� ramy w 1 obszarze rezo-

nansowym. 
Przez wzgl�dne przemieszczenia ramy rozumie si� ró�nic� przemieszcze� dwóch s�siednich 

stropów budynku. 
 
2. Równania ruchu ramy �cinanej bez zainstalowanych tłumików drga�. 

 
Pod poj�ciem rama �cinana rozumie si� konstrukcj� ramow� spełniaj�c� nast�puj�ce zało�e-

nia[1]: 
• rygle ramy s� niesko�czenie sztywne, 
• słupy s� niewa�kie, a masa ramy jest skoncentrowana na poziomie stropów, 
• pr�ty ramy s� nieodkształcalne osiowo, 
• rama jest obci��ona siłami poziomymi. 

Jedynymi stopniami dynamicznej swobody ramy �cinanej s� przemieszczenia poziome rygli. 
Schemat obliczeniowy omawianej ramy pokazano na rys. 1. 

 

Rys. 1 Schemat obliczeniowy ramy �cinanej 
 

Równanie ruchu ramy bez zainstalowanych tłumików drga� mo�na zapisa� w postaci: 
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    )()()()( tttt PKqqCqM =++ ���  ,              (1) 

gdzie M  jest macierz� mas, K  jest macierz� sztywno�ci, C  macierz� tłumienia, )(tq  wektorem 
przemieszcze� dynamicznych konstrukcji, a )(tP  wektorem sił wymuszaj�cych. Kropk� ozna-
czono pochodn� wzgl�dem czasu t . 

W omawianym przypadku macierze mas i sztywno�ci maj� posta�: 

    ),.....,,( 21 nMMMdiag=M  ,               (2) 
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gdzie iM  jest mas� pi�tra o numerze i, (i=1,2,..,n), ik  sztywno�ci� kondygnacji o numerze i. 
W przypadku ramy jednoprz�słowej sztywno�� kondygnacji o numerze i oblicza si� ze wzoru: 

     3
i

i
i l

24EJ
k =  ,                (4) 

gdzie symbolem li oznacza si� wysoko�� kondygnacji o numerze i, a symbolem iEJ  sztywno�� 
na zginanie słupa tej�e kondygnacji. 

Przyj�to, �e siły tłumienia ramy maj� charakter sił wiskotycznych, a macierz tłumienia jest 
macierz� tłumienia proporcjonalnego, tzn.  

     KMCC   κα +== k  ,              (5) 

gdzie symbolami κα  ,  oznaczono współczynniki proporcjonalno�ci. 
W dalszym ci�gu zakłada si�, �e rama jest obci��ona siłami wywoływanymi trz�sieniem ziemi 

lub siłami parasejsmicznymi. Siły wymuszaj�ce opisywane s� wzorem: 

     (t)q(t) 0 ��MeP −=  ,               (6) 

gdzie )(0 tq��  jest przyspieszeniem podstawy ramy, a )1,...,1,1(col=e  jest wektorem jednostko-
wym. 
 
3. Równania ruchu ramy �cinanej z zainstalowanymi tłumikami drga�. 
 

Schemat obliczeniowy ramy z zainstalowanymi tłumikami drga� pokazano na rys.2. Na rys. 3 
pokazano natomiast schematycznie budow� tłumika drga�. W omawianych poni�ej obliczeniach 
zało�ono, �e tłumik jest tłumikiem wiskotycznym. Sił� tłumienia w takim tłumiku mo�na wyzna-
czy� ze wzoru: 
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     xcf t � =  ,                (7) 

gdzie c jest współczynnikiem tłumienia, a x�  jest pr�dko�ci� wzgl�dnego przemieszczenia tłoka 
tłumika wzgl�dem jego obudowy. 

 

Rys. 2 Schemat obliczeniowy ramy �cinanej z zainstalowanymi tłumikami drga�. 

 
Rys. 3 Schemat tłumika drga�.  

Pisz�c równania ruchu ramy �cinanej z wiskotycznymi tłumikami drga� zało�ono ponadto, �e 
elementy ł�cz�ce tłumik z ram� (zastrzały) maj� niesko�czenie du�� sztywno��. 

Równanie ruchu ramy �cinanej z zainstalowanymi tłumikami drga� mo�na tak�e zapisa� w 
postaci: 
    )()()()( tttt PKqqCqM =++ ���  .              (8) 

Równania (1) i (8) ró�ni� si� tylko macierz� tłumienia. Siły tłumienia s� w omawianym przy-
padku sum� sił tłumienia konstrukcji )t(k qC �  i sił tłumienia wywoływanych przez tłumiki. Te 
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ostatnie siły mo�na przedstawi� w postaci )(ttqC �  i wobec tego macierz tłumienia wyst�puj�ca w 
równaniu (8) mo�e by� zapisana w postaci: 

     tk CCC +=  .                (9) 

Na macierz tC  składaj� si� współczynniki tłumienia poszczególnych tłumików umieszczo-
nych na konstrukcji. Mo�na j� zapisa� w postaci: 

     �
=

=
m

j
tjt

1

CC  ,              (10) 

gdzie tjC  jest macierz� tłumienia uwzgl�dniaj�c� wpływ tłumika o numerze j. Je�eli tłumik o 
numerze j jest umieszczony na kondygnacji i to macierz ta ma posta�: 

   �
�
�
�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�
�

�

�

−
−−

=

−

                  0000000
                  
                   0000000
                   

        00000
1    0 0000

                   0000000

         1                
                 

.......

.......

iwierszcc

iwierszcc

ii

kolumny

jj

jj

tjC

,           (11) 

gdzie symbolem jc  oznaczono współczynnik tłumienia tłumika o numerze j. Na rys. 2 współ-

czynnik ten opisano symbolem dic . Je�eli tłumiki s� umieszczone w uko�nych zastrzałach to nie-
zerowe elementy macierzy tjC   liczy si� w sposób opisany w [1]. 

 
5. Rozwi�zanie macierzowego równania ruchu 
 

Zakłada si�, �e zmiana w czasie sił wymuszaj�cych działaj�cych na ram� jest opisana funkcj� 
o postaci: 

    )exp( 0 tiq(t) λ��MeP −=  ,             (12) 

gdzie λ  jest cz�sto�ci� wymuszenia. 
Zakładaj�c, �e rozwi�zanie równania ruchu ma posta�: 

    )exp(~ ti(t) λaq =  ,              (13) 

oraz podstawiaj�c (12) i (13) do równania (1) lub (8) otrzymuje si� równanie (14): 

    ( ) )( ~ 0
2 tqi ��MeaCMK −=+− λλ  ,            (14) 

z którego mo�na wyznaczy� wektor a~ .  
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W dalszym ci�gu posługiwa� si� b�dziemy zmodyfikowanym wektorem a  zdefiniowanym w 
nast�puj�cy sposób: 

     0/~ q��aa =  .              (15) 

Moduły elementów wektora a  nazywa s� zmodyfikowanymi amplitudami drga�. W dalszym 
ci�gu krótko nazywa� si� je b�dzie amplitudami drga�. Wykres funkcji opisuj�cej zale�no�� tak 
rozumianej amplitudy drga� od cz�sto�ci wymuszenia λ  b�dziemy nazywa� zmodyfikowan� 
krzyw� rezonansow� lub krótko krzyw� rezonansow�. 
 
6. Opis zastosowanej procedury optymalizacyjnej 
 

Do rozwi�zania zadania optymalizacyjnego u�yto metody tzw. optymalizacji sekwencyjnej. 
Jest to procedura heurystyczna. Ogólnie rzecz bior�c polega ona na umieszczaniu w optymalnym 
miejscu jednego tłumika drga� za pomoc� pewnego post�powania rekurencyjnego przy zało�e-
niu, �e nie zmienia si� ustawienia tłumików uprzednio ju� ustawionych. Nie ma formalnego do-
wodu, �e uzyskana w ten sposób konfiguracja tłumików b�dzie konfiguracj� optymaln�. Opisana 
procedura optymalizacyjna jest jednak cz�sto stosowana. 

Składa si� ona z kilku opisanych poni�ej kroków. 
Załó�my, �e w wyniku dotychczasowych oblicze� ustalono pozycje r-1 tłumików. Optymalne 
ustawienie tłumika o numerze r wymaga wykonania nast�puj�cych czynno�ci: 
 
Krok 1: 
Wyznaczy� maksymalne amplitudy drga� w pierwszej strefie rezonansowej przy zało�eniu, �e 1 
tłumik został umieszczony na 1 kondygnacji. Obliczy� dla tego ustawienia warto�� funkcji celu. 
 
Krok 2: 
Powtórzy� obliczenia wykonane w kroku 1 dla wszystkich mo�liwych poło�e� tłumików. 
 
Krok 3: 
Jako optymalne poło�enie tłumika o numerze r wybra� to poło�enie, dla którego warto�� funkcji 
celu jest maksymalna. 
 
Krok 4: 
Je�eli wszystkie tłumiki zostały rozmieszczone na ramie to zako�czy� obliczenia. W przeciwnym 
wypadku wróci� do kroku 1 i przyst�pi� do optymalnego ustawiania tłumika o numerze  r+1. 
 

Nie ma formalnego dowodu, �e omawiana procedura prowadzi do wyznaczenia rozwi�zania 
optymalnego. W szeregu zadaniach udało si� jednak uzyska� rozwi�zania w sposób istotny lep-
sze od rozwi�za� przyjmowanych intuicyjnie lub na podstawie do�wiadczenia in�ynierskiego. 

Tłumiki rozmieszcza si� we wszystkich mo�liwych miejscach i dla ka�dego poło�enia tłumika 
ustala si� na podstawie krzywych rezonansowych maksymalne przemieszczenie (lub przemiesz-
czenie wzgl�dne) stropów. Jako optymalne miejsce ustawienia tłumika wybiera si� na ramie to 
miejsce dla którego maksymalne wychylenie stropu osi�ga warto�� najmniejsz�. 

Technicznie poszukiwanie tego poło�enia polega na tym, �e ustawia si� pierwszy tłumik na 
pierwszej kondygnacji i oblicza si� krzywe rezonansowe przemieszcze�. Nast�pnie na podstawie 
tych krzywych ustala si� maksymalne amplitudy przemieszcze� iamax  wszystkich pi�ter (tzn. 
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dla i=1,2,..,n). Spo�ród wszystkich iamax  wybieramy najwi�ksze, które oznacza� b�dziemy 
symbolem 1

~max a . Indeks 1 podkre�la, �e jest to maksymalna wzgl�dna amplituda stowarzyszo-
na z tłumikiem ustawionym na 1 kondygnacji. Nast�pnie tłumik przestawiamy na drug� kondy-
gnacj� i tak�e szukamy najwi�kszego wzgl�dnego wychylenia, które tym razem jest oznaczone 
symbolem 2

~max a . Post�powanie powtarzamy ustawiaj�c tłumik na kolejnych kondygnacjach. 
W ten sposób uzyskamy zbiór wielko�ci ka~max  (k=1,2,..,n). Spo�ród tych wielko�ci wybie-

ramy najmniejsze, a odpowiadaj�ce mu poło�enie tłumika uznajemy za optymalne. 
Powy�sze post�powanie powtarzamy z kolejnymi tłumikami przy czym nie nale�y pomija� 

kondygnacji na których ju� stoi który� z tłumików. Ustawienie dwóch tłumików na jednej kon-
dygnacji mo�e by� realizowane przez ustawienie jednego tłumika o dwukrotnie wi�kszym tłu-
mieniu. 
 
7. Opis analizowanej konstrukcji 
 

Do oblicze� przyj�to nast�puj�ce dane charakteryzuj�ce ram� i tłumiki drga�: 
• masy stropów s� jednakowe; masa 1 stropu jest równa 32000,0 kg, 
• wszystkie kondygnacje ramy maj� jednakow� wysoko�� równ� 3,5 m; 
• sztywno�� 1 słupa jest równa m/N  , 710822 ⋅ ; na kondygnacji s� 2 słupy; 
• sztywno�� pi�tra (równa podwójnej sztywno�ci słupa) jest opisana wzorem (4) i jest 

równa m/N ,ki
710645 ⋅= ; sztywno�ci wszystkich pi�ter s� jednakowe; 

• macierz tłumienia konstrukcji jest macierz� proporcjonaln�; macierz t� nale�y obli-
czy� przyjmuj�c, �e bezwymiarowe współczynniki tłumienia 1 i 2 postaci drga� wy-
nosz�: 02021 ,=γ=γ ; 

• na ramie nale�y rozmie�ci� 10 tłumików wiskotycznych; współczynniki tłumienia 
wszystkich tłumików s� jednakowe; a współczynnik tłumienia 1 tłumika jest równy 

m/Ns ,cd
410020 ⋅= . 

Cz�sto�ci drga� własnych omawianej ramy wynosz�:  

 srad / 275,61 =ω  , srad / 685,182 =ω  , srad / 677,303 =ω  ,    srad / 984,414 =ω  , 

 srad / 353,525 =ω  , srad / 553,616 =ω  , srad / 378,697 =ω  ,    srad / 652,758 =ω  , 

 srad / 238,809 =ω  , srad / 030,8310 =ω  . 
 
8. Wyniki optymalizacji – 1 kryterium optymalizacji (Tomasz Drgas, Jakub Jaroszy�ski) 
 

W tej cz��ci opracowania opisano wyniki optymalizacji w której posługiwano si� pierwszym 
kryterium tzn. tłumiki rozmieszczano na ramie w ten sposób, aby zminimalizowa� maksymaln� 
amplitud� przemieszcze� ramy w 1 obszarze rezonansowym. 
 
8.1 Wyniki oblicze� ramy bez tłumików 
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Na rys. 4 pokazano zmodyfikowan� krzyw� rezonansow� przemieszczenia stropu ostatniej 
kondygnacji ramy bez tłumików. Wida�, �e amplitudy drga� w 1 strefie rezonansowej s� wielo-
krotnie wi�ksze od amplitud drga� w 2 strefie rezonansowej i w obszarach nierezonansowych. 
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Rys. 4. Krzywa rezonansowa ramy bez tłumików 

Na rys. 6 pokazano maksymalne zmodyfikowane amplitudy drga� poszczególnych pi�ter roz-
patrywanej ramy, okre�lone dla 1ωλ = . Warto�ci tych amplitud zestawiono tak�e w 2 kolumnie 
tablicy 1. Wida�, �e pocz�tkowa warto�� funkcji celu wynosi 0.804597. 
 
8.2 Optymalne poło�enie pierwszego tłumika 
 

Posługuj�c si� metod� sekwencyjnej optymalizacji wyznaczono optymalne poło�enie 1 tłumi-
ka. Na rys. 5 pokazano jak zmienia si� amplituda drga� ostatniej kondygnacji w zale�no�ci od 
ustawienia tłumika. Z przeprowadzonych oblicze� wynika, �e optymalnym poło�eniem pierw-
szego tłumika drga� jest pierwsza kondygnacja. Warto�� funkcji celu dla tego poło�enia wynosi�
0.727998. 

Krzyw� rezonansow� zmodyfikowanej amplitudy drga� stropu ostatniej kondygnacji ramy z 
optymalnie ustawionym pierwszym tłumikiem pokazano na rys. 6, na którym, dla porównania, 
pokazano równie� krzyw� rezonansow� ramy bez tłumików. 

Na rys. 7 pokazano maksymalne zmodyfikowane amplitudy drga� poszczególnych pi�ter roz-
patrywanej ramy, okre�lone dla 1ωλ = . Warto�ci tych amplitud zestawiono tak�e w 3 kolumnie 
tablicy 1. 
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Rys. 5 Warto�ci maksymalnej amplitudy drga� rezonansowych w zale�no�ci od poło�enia pierw-
szego tłumika. 
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Rys. 6. Krzywe rezonansowe ramy bez tłumika i z jednym optymalnie ustawionym tłumikiem 

Tablica 1. Maksymalne amplitudy drga� ramy bez i z 1 tłumikiem 

Numer 
kondygnacji 

Maksymalna amplituda 
drga� – rama bez tłumików 

Maksymalna amplituda 
drga� – rama z 1 tłumikiem 

10 0.804597 0.727998 

9 0.786632 0.711742 
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8 0.751102 0.679591 

7 0.698800 0.632264 

6 0.630891 0.570814 

5 0.548889 0.496612 

4 0.454621 0.411311 

3 0.350190 0.316813 

2 0.237921 0.215226 

1 0.120318 0.108820 
 
8.3 Optymalne poło�enie drugiego tłumika 
 

Posługuj�c si� metod� sekwencyjnej optymalizacji wyznaczono optymalne poło�enie 2 tłumi-
ka. Na rys. 8 pokazano jak zmienia si� amplituda drga� ostatniej kondygnacji w zale�no�ci od 
ustawienia drugiego tłumika. Z przeprowadzonych oblicze� wynika, �e optymalnym poło�eniem 
drugiego tłumika drga� jest pierwsza kondygnacja. Warto�� funkcji celu dla tego poło�enia tłu-
mika wynosi�0.664783. 
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Rys. 7 Amplitudy drga� rezonansowych ramy bez tłumika oraz z 1 optymalnie ustawionym tłu-

mikiem 

Krzyw� rezonansow� zmodyfikowanej amplitudy drga� stropu ostatniej kondygnacji ramy z 
optymalnie ustawionymi dwoma tłumikami pokazano na rys. 9, na którym, dla porównania, po-
kazano równie� krzyw� rezonansow� ramy bez tłumików. 
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Na rys. 10 pokazano maksymalne zmodyfikowane amplitudy drga� poszczególnych pi�ter 
rozpatrywanej ramy, okre�lone dla 1ωλ = . Warto�ci tych amplitud zestawiono tak�e w 2 kolum-
nie tablicy 2. 
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Rys. 8. Warto�ci maksymalnej amplitudy drga� rezonansowych w zale�no�ci od poło�enia dru-
giego tłumika. 
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Rys. 9 Krzywe rezonansowe układu bez oraz z optymalnie ustawionymi dwoma tłumikami  

 
 
8.4 Optymalne poło�enie trzeciego tłumika 
 

Na rys. 11 pokazano jak zmienia si� amplituda drga� ostatniej kondygnacji w zale�no�ci od 
ustawienia trzeciego tłumika. Z przeprowadzonych oblicze� wynika, �e optymalnym poło�eniem 
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trzeciego tłumika jest pierwsza kondygnacja. Warto�� funkcji celu dla tego poło�enia tłumika 
wynosi 0.611821. 
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Rys. 10 Amplitud drga� rezonansowych ramy z jednym oraz z dwoma optymalnie ustawionymi 
tłumikami 
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Rys. 11. Warto�ci maksymalnej amplitudy drga� rezonansowych w zale�no�ci od poło�enia trze-
ciego tłumika. 

Krzyw� rezonansow� zmodyfikowanej amplitudy drga� stropu ostatniej kondygnacji ramy z 
optymalnie ustawionymi trzema tłumikami pokazano na rys. 12, na którym, dla porównania, po-
kazano równie� krzyw� rezonansow� ramy bez tłumików. 
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Na rys. 13 pokazano maksymalne zmodyfikowane amplitudy drga� poszczególnych pi�ter 
rozpatrywanej ramy, okre�lone dla 1ωλ = . Warto�ci tych amplitud zestawiono tak�e w 3 kolum-
nie tablicy 2.  

Tablica 2 Maksymalne amplitudy drga� ramy z 2 tłumikami i ramy z 3 tłumikami 

Numer 
kondygnacji 

Maksymalna amplituda 
drga� –  rama z 2 tłumikami  

Maksymalna amplituda 
drga� – rama z 3 tłumikami 

10 0.664783 0.611821 

9 0.649935 0.598152 

8 0.620570 0.571117 

7 0.577343 0.531320 

6 0.521217 0.479648 

5 0.453444 0.417254 

4 0.375534 0.345530 

3 0.289227 0.266077 

2 0.196450 0.180677 

1 0.099295 0.091283 
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Rys. 12 Krzywe rezonansowe układu bez oraz dla optymalnego ustawienia trzech tłumików 
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Rys. 13 Amplitudy drga� rezonansowych ramy z dwoma oraz z trzema optymalnie ustawionymi 
tłumikami 

 
8.5 Optymalne poło�enie czwartego tłumika 
 

Na rys. 14 pokazano jak zmienia si� amplituda drga� ostatniej kondygnacji w zale�no�ci od 
ustawienia czwartego tłumika. Z przeprowadzonych oblicze� wynika, �e optymalnym poło�e-
niem czwartego tłumika jest pierwsza kondygnacja. Warto�� funkcji celu wynosi 0,566877. 

Krzyw� rezonansow� zmodyfikowanej amplitudy drga� stropu ostatniej kondygnacji ramy z 
optymalnie ustawionymi czteroma tłumikami pokazano na rys. 15, na którym, dla porównania, 
pokazano równie� krzyw� rezonansow� ramy bez tłumików. 

Na rys. 16 pokazano maksymalne zmodyfikowane amplitudy drga� poszczególnych pi�ter 
rozpatrywanej ramy, okre�lone dla 1ωλ = . Warto�ci tych amplitud zestawiono tak�e w 2 kolum-
nie tablicy 3.  

Tablica 3 Maksymalne amplitudy drga� ramy z 4 tłumikami i ramy z 5 tłumikami 

Numer  
kondygnacji 

Maksymalna amplituda 
drga� – rama z 4 tłumikami 

Maksymalna amplituda 
drga� – rama z 5 tłumikami  

10 0.566877 0.528415 

9 0.554205 0.516589 

8 0.529145 0.493200 

7 0.492255 0.458773 

6 0.444357 0.414078 
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5 0.386521 0.360116 

4 0.320039 0.298098 

3 0.246396 0.229417 

2 0.167252 0.155635 

1 0.084454 0.078522 
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Rys. 14. Amplitudy drga� rezonansowych w zale�no�ci od poło�enia czwartego tłumika. 
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Rys. 15 Krzywe rezonansowe układu bez oraz dla optymalnego ustawienia czterech tłumików 
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Rys. 16 Amplitudy drga� rezonansowych ramy z czteroma oraz z trzema optymalnie ustawiony-
mi tłumikami 

 
8.6 Optymalne poło�enie pi�tego tłumika 
 

Na rys. 17 pokazano jak zmienia si� amplituda drga� ostatniej kondygnacji w zale�no�ci od 
ustawienia pi�tego tłumika. Z przeprowadzonych oblicze� wynika, �e optymalnym poło�eniem 
pi�tego tłumika jest pierwsza kondygnacja. Warto�� funkcji celu wynosi 0,528415. 
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Rys. 17 Amplitudy drga� rezonansowych w zale�no�ci od poło�enia pi�tego tłumika. 
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Krzyw� rezonansow� zmodyfikowanej amplitudy drga� stropu ostatniej kondygnacji ramy z 
optymalnie ustawionymi pi�cioma tłumikami pokazano na rys. 18, na którym, dla porównania, 
pokazano równie� krzyw� rezonansow� ramy bez tłumików. 

Na rys. 19 pokazano maksymalne zmodyfikowane amplitudy drga� pi�ter rozpatrywanej ra-
my, okre�lone dla 1ωλ = . Warto�ci tych amplitud zestawiono w 3 kolumnie tablicy 3.  
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Rys. 18 Krzywe rezonansowe ramy bez oraz z pi�cioma optymalnie ustawionymi tłumikami 
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Rys. 19 Amplitudy drga� rezonansowych układu z czteroma oraz z pi�cioma tłumikami 
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8.7 Wyznaczanie optymalnych poło�e� kolejnych tłumików 
 

Na rys. 20 pokazano jak zmienia si� amplituda drga� ostatniej kondygnacji w zale�no�ci od 
ustawienia szóstego tłumika. Z przeprowadzonych oblicze� wynika, �e optymalnym poło�eniem 
szóstego tłumika jest pierwsza kondygnacja. Warto�� funkcji celu dla tego poło�enia tłumika 
wynosi 0.495218. Z dotychczasowych oblicze� wynika, �e pierwsze sze�� tłumików nale�y 
umie�ci� na pierwszej kondygnacji. 
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Rys. 20 Amplitudy drga� rezonansowych w zale�no�ci od poło�enia szóstego tłumika 

W kolumnie 2 tablicy 4 pokazano maksymalne zmodyfikowane amplitudy drga� pi�ter rozpa-
trywanej ramy, okre�lone dla 1ωλ =  je�eli 6 tłumików jest ustawione na 1 kondygnacji. 

Tablica 4 Maksymalne amplitudy drga� ramy z 6 tłumikami i ramy z 7 tłumikami 

Numer 
kondygnacji 

Maksymalna amplituda 
drga� – rama z 6 tłumikami 

Maksymalna amplituda 
drga� – rama z 7 tłumikami 

10 0.495218 0.466175 

9 0.484127 0.455735 

8 0.462192 0.435088 

7 0.429906 0.404696 

6 0.387990 0.365241 

5 0.337385 0.317608 

4 0.279227 0.262868 

3 0.214827 0.202259 

2 0.145658 0.137178 

1 0.073430 0.069127 
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Na rys. 21 pokazano jak zmienia si� amplituda drga� ostatniej kondygnacji w zale�no�ci od 
ustawienia siódmego tłumika. Z przeprowadzonych oblicze� wynika, �e optymalnym poło�eniem 
siódmego tłumika jest druga kondygnacja. Warto�� funkcji celu dla tego poło�enia tłumika wy-
nosi 0.4661750. Z dotychczasowych oblicze� wynika, �e sze�� tłumików nale�y umie�ci� na 
pierwszej kondygnacji i jeden na drugiej kondygnacji. W kolumnie 3 tablicy 4 pokazano maksy-
malne zmodyfikowane amplitudy drga� poszczególnych pi�ter rozpatrywanej ramy; okre�lone 
dla optymalnego ustawienia siedmiu tłumików drga�. 
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Rys. 21 Amplitudy drga� rezonansowych w zale�no�ci od poło�enia siódmego tłumika 

Na rys. 22 pokazano jak zmienia si� amplituda drga� ostatniej kondygnacji w zale�no�ci od 
ustawienia ósmego tłumika. Z oblicze� wynika, �e optymalnym poło�eniem ósmego tłumika jest 
pierwsza kondygnacja. Warto�� funkcji celu dla tego poło�enia tłumika wynosi 0.440361. Z do-
tychczasowych oblicze� wynika, �e siedem tłumików nale�y umie�ci� na pierwszej kondygnacji i 
jeden na drugiej kondygnacji. W kolumnie 2 tablicy 5 pokazano maksymalne zmodyfikowane 
amplitudy drga� poszczególnych pi�ter rozpatrywanej ramy; okre�lone dla optymalnego ustawie-
nia o�miu tłumików drga�. 

Tablica 5 Maksymalne amplitudy drga� ramy z 8 tłumikami i ramy z 9 tłumikami 

Numer  
kondygnacji 

Maksymalna amplituda 
drga� – rama z 8 tłumikami 

Maksymalna amplituda 
drga� – rama z 9 tłumikami 

10 0.440361 0.417222 

9 0.430491 0.407870 

8 0.410972 0.389375 

7 0.382240 0.362152 

6 0.344942 0.326813 

5 0.299914 0.284151 

4 0.248170 0.235129 
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3 0.190885 0.180865 

2 0.129390 0.122633 

1 0.065135 0.061724 
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Rys. 22 Amplitudy drga� rezonansowych w zale�no�ci od poło�enia ósmego tłumika 

Na rys. 23 pokazano jak zmienia si� amplituda drga� ostatniej kondygnacji w zale�no�ci od 
ustawienia dziewi�tego tłumika. Z oblicze� wynika, �e optymalnym poło�eniem dziewi�tego 
tłumika jest druga kondygnacja. Warto�� funkcji celu dla tego poło�enia tłumika wynosi 
0.417222. Z dotychczasowych oblicze� wynika, �e siedem tłumików nale�y umie�ci� na pierw-
szej kondygnacji i dwa na drugiej kondygnacji. W kolumnie 3 tablicy 5 pokazano maksymalne 
zmodyfikowane amplitudy drga� poszczególnych pi�ter rozpatrywanej ramy; okre�lone dla opty-
malnego ustawienia dziewi�ciu tłumików drga�. 

Na rys. 24 pokazano jak zmienia si� amplituda drga� ostatniej kondygnacji w zale�no�ci od 
ustawienia dziesi�tego tłumika. Z przeprowadzonych oblicze� wynika, �e optymalnym poło�e-
niem dziesi�tego tłumika jest druga kondygnacja. Warto�� funkcji celu dla tego poło�enia tłumi-
ka wynosi 0.396435.  

Z dotychczasowych oblicze� wynika, �e siedem tłumików nale�y umie�ci� na pierwszej kon-
dygnacji i trzy na drugiej kondygnacji. W tablicy 6 zestawiono maksymalne zmodyfikowane am-
plitudy drga� poszczególnych pi�ter rozpatrywanej ramy; okre�lone dla optymalnego ustawienia 
dziesi�ciu tłumików. 

 
8.8 Rozwi�zanie zadania optymalizacji 

 
Z przeprowadzonych oblicze� wynika, �e siedem tłumików nale�y umie�ci� na pierwszej 

kondygnacji i trzy na drugiej kondygnacji. 
Warto�� funkcji celu (maksymalna zmodyfikowana amplituda drga�) wynosi 0.396435. Zmo-

dyfikowane amplitudy drga� pozostałych kondygnacji ramy s� podane w tablicy 6. 
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Rys. 23 Amplitudy drga� rezonansowych w zale�no�ci od poło�enia dziewi�tego tłumika 
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Rys. 24 Amplitudy drga� rezonansowych w zale�no�ci od poło�enia dziesi�tego tłumika 

Tablica 6 Maksymalne amplitudy drga� ramy z 10 tłumikami – 
(siedem tłumików na pierwszej kondygnacji i trzy tłumiki na dru-
giej kondygnacji) 

Numer kondygnacji Maksymalna amplituda drga� 

10 0.396435 

9 0.387547 

8 0.369971 

7 0.344100 
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6 0.310516 

5 0.269976 

4 0.223395 

3 0.171840 

2 0.116535 

1 0.058668 
 

8.9 Amplitudy drga� ramy z równomiernie rozstawionymi tłumikami 
 
Wykonano równie� obliczenia ramy z dziesi�cioma tłumikami rozstawionymi równomiernie 

(tzn. w przypadku, kiedy na ka�dym pi�trze znajduje si� 1 tłumik). W tablicy 7 zestawiono war-
to�ci amplitud drga� ramy z tak ustawionymi tłumikami. Najwi�ksza amplituda drga� rezonan-
sowych ramy wynosi 0.517214. 

Tablica 7 Maksymalne amplitudy drga� ramy z 10 tłumikami roz-
stawionymi równomiernie 

Numer kondygnacji Maksymalna amplituda drga� 

10 0.517214 

9 0.505670 

8 0.482840 

7 0.449230 

6 0.405589 

5 0.352889 

4 0.292300 

3 0.225172 

2 0.152996 

1 0.077379 
 
8.10 Porównanie wyników 
 

Na rys. 25 porównano krzywe rezonansowe ramy bez tłumików oraz ramy z równomiernie i 
optymalnie rozstawionymi tłumikami. 

Na rys. 26 porównano amplitudy drga� ramy bez tłumików z amplitudami drga� ramy z tłu-
mikami rozstawionymi równomiernie i z tłumikami rozstawionymi optymalnie w sensie przyj�-
tego kryterium optymalizacji. 

Maksymalna zmodyfikowana amplituda drga� ramy z tłumikami ustawionymi optymalnie 
wynosi 0.396435. Warto�� maksymalnej zmodyfikowanej amplitudy ramy bez tłumików drga� 
jest równa 0.804597. Redukcja maksymalnej amplitudy drga� wynosi wobec tego 50,7%. 
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Maksymalna amplitudy drga� ramy z równomiernie ustawionymi tłumikami wynosi 0.517214 
i jest o 35,7% mniejsza od analogicznej amplitudy drga� ramy bez tłumików drga�.  

Z przeprowadzonych oblicze� wynika, �e poprzez odpowiednie ustawienie tłumików na ramie 
mo�na w istotny sposób (o 15%) zwi�kszy� stopie� redukcji drga�. 
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Rys. 25 Krzywe rezonansowe ramy z ró�nie rozstawionymi tłumikami drga� 
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Rys. 26 Warto�ci amplitud drga� rezonansowych układu dla ró�nego rozstawienia tłumików. 
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Na rys. 27 pokazano zale�no�� maksymalnej amplitudy drga� rezonansowych od sumy współ-
czynników tłumienia tłumików znajduj�cych si� ramie. Na wspomnianym rysunku dla porówna-
nia pokazano równie� rezultaty oblicze� ramy z równomiernie rozstawionymi tłumikami. W tym 
przypadku liczba tłumików pozostaje stała, a zmienia si� warto�� współczynnika tłumienia jed-
nego tłumika. 

 

Rys. 27 Warto�ci amplitud drga� rezonansowych układu dla ró�nego rozstawienia tłumików. 
 
8.11 Uwagi ko�cowe 
 

Do rozwi�zania zadania optymalizacji poło�enia tłumików wiskotycznych z powodzeniem za-
stosowano metod� optymalizacji sekwencyjnej.  

Jako kryterium optymalizacji przyj�to minimalizacj� maksymalnych zmodyfikowanych am-
plitud drga� rezonansowych w pierwszej strefie rezonansowej. 

W wyniku przeprowadzonych oblicze�, stwierdzono, �e optymalnym rozwi�zaniem problemu 
rozmieszczenia dziesi�ciu wiskotycznych tłumików drga� jest ustawienie: 

� siedmiu tłumików na pierwszej kondygnacji i 
� trzech tłumików na drugiej kondygnacji. 

Maksymalna amplituda drga� rama z optymalnie rozmieszczonymi tłumikami jest o 50,7% 
mniejsza od maksymalnej amplitudy drga� rezonansowych ramy bez tłumików. 

Maksymalna amplituda drga� rama z równomiernie rozmieszczonymi tłumikami jest o 35,7% 
mniejsza od maksymalnej amplitudy drga� rezonansowych ramy bez tłumików. 

Optymalne rozmieszczenie tłumików pozwala na dodatkow� redukcj� drga� o 15% w stosun-
ku do redukcji drga� uzyskanej za pomoc� tłumików rozstawionych równomiernie. 

Warto zauwa�y�, �e w konfiguracji optymalnej tłumiki s� ustawione tylko na dwóch pierw-
szych kondygnacjach ramy. 

Ponadto wida�, �e zmiany amplitudy drga� s� nieliniow� funkcj� sumy współczynników tłu-
mienia. 
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9. Wyniki optymalizacji – 2 kryterium optymalizacji (Tobiasz Rynowiecki i Maciej Ma�kow-

ski,) 
 

W tej cz��ci opracowania opisano wyniki optymalizacji w której posługiwano si� drugim kry-
terium tzn. tłumiki rozmieszczano na ramie w ten sposób, aby zminimalizowa� maksymaln� am-
plitud� wzgl�dnych przemieszcze� ramy w 1 obszarze rezonansowym. Przez wzgl�dne prze-
mieszczenia ramy rozumie si� ró�nic� przemieszcze� poziomych dwóch s�siednich stropów bu-
dynku. 
 
9.1 Wyniki oblicze� ramy bez tłumików 
 
Najwi�ksz� amplitud� wzgl�dnych przemieszcze� ma strop pierwszej kondygnacji. Jego maksy-
malna warto�� wynosi 0,240385. Najmniejsz� amplitud� wzgl�dnych przemieszcze� ma strop 10 
kondygnacji. Wykres tych amplitud pokazano na rys. 28, a ich zestawienie w Tablicy 8. 

Tablica 8 Amplitudy maksymalnych wzgl�dnych przemieszcze�  

Nr kondygnacji 1 2 3 4 5 

Max. wzgl�dne przemieszczenie 
0,24039 0,23493 0,22425 0,20863 0,18836 

Nr kondygnacji 6 7 8 9 10 

Max. wzgl�dne przemieszczenie 
0,16388 0,13573 0,10454 0,07102 0,03591 
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Rys. 28 Wykres amplitud wzgl�dnych poziomych przemieszcze� w zale�no�ci od numeru kon-
dygnacji – rama bez tłumików drga�. 
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Na rys. 29 pokazano krzyw� rezonansow� ramy bez tłumików. Na osi pionowej odło�ono am-
plitud� drga� pierwszej kondygnacji, która jest równocze�nie równa amplitudzie wzgl�dnych 
przemieszcze� tej kondygnacji. 
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Rys. 29 Krzywa rezonansowa wzgl�dnych przemieszcze� stropu pierwszej kondygnacji – rama 
bez tłumików 

 
9.2 Wyznaczanie optymalnego poło�enia pierwszego tłumika drga� 
 

Pierwszy tłumik drga� ustawiano na kolejnych kondygnacjach budynku, wyznaczano dla ka�-
dego ustawienia krzywe rezonansowe wzgl�dnych przemieszcze� wszystkich kondygnacji i usta-
lano najwi�ksz� amplitud� drga�. Wyniki oblicze� zestawiono w tablicy 9 i pokazano na rys. 30. 

Tabela 9 Maksymalne wzgl�dne przemieszczenia kondygnacji – ustawianie 1 tłumika drga� 

Nr kondygnacji na której znajduje si� przestawiany (1) tłumik  Ampl. 
wzgl. 

przem. 
stropu 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1a∆  0,2092 0,2106 0,2129 0,2163 0,2204 0,2249 0,2296 0,2339 0,2373 0,2396 

2a∆  0,2046 0,2056 0,2081 0,2114 0,2154 0,2198 0,2244 0,2285 0,2319 0,2342 

3a∆  0,1953 0,1964 0,1985 0,2017 0,2056 0,2098 0,2141 0,2181 0,2214 0,2235 

4a∆  0,1817 0,1827 0,1848 0,1875 0,1912 0,1952 0,1992 0,2030 0,2060 0,2080 

5a∆  0,1640 0,1650 0,1668 0,1694 0,1725 0,1762 0,1798 0,1832 0,1860 0,1877 

6a∆  0,1427 0,1435 0,1451 0,1474 0,1502 0,1532 0,1565 0,1594 0,1618 0,1633 

7a∆  0,1182 0,1189 0,1202 0,1221 0,1244 0,1270 0,1295 0,1320 0,1340 0,1353 
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8a∆  0,0910 0,0916 0,0926 0,0940 0,0958 0,0978 0,0998 0,1016 0,1032 0,1042 

9a∆  0,0618 0,0622 0,0629 0,0639 0,0651 0,0664 0,0678 0,0691 0,0700 0,0708 

10a∆  0,0313 0,0315 0,0318 0,0323 0,0329 0,0336 0,0343 0,0349 0,0354 0,0357 

1
~a∆  0,2092 0,2106 0,2129 0,2163 0,2204 0,2249 0,2296 0,2339 0,2373 0,2396 
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Rys. 30 Zale�no�� maksymalnych wzgl�dnych przemieszcze� stropu od numeru kondygnacji na 
której jest umieszczony przestawiany tłumik drga� – rama bez tłumików 

Z przeprowadzonych oblicze� wynika, �e najmniejsze amplitudy drga� przemieszcze� 
wzgl�dnych b�d� wtedy gdy tłumik umie�cimy na 1 kondygnacji. Krzyw� rezonansow� odpo-
wiadaj�c� temu ustawieniu tłumika pokazano na rys. 31, na którym dla porównania, lini� prze-
rywan�, pokazano równie� krzyw� rezonansow� ramy bez tłumików.  
 
9.3 Wyznaczanie optymalnego poło�enia drugiego tłumika drga� 
 

Pierwszy tłumik ma ustalon� pozycj� – znajduje si� na 1 kondygnacji. Drugi tłumik drga� 
ustawiany jest teraz na kolejnych kondygnacjach budynku. Dla ka�dego ustawienia wyznacza si� 
krzywe rezonansowe wzgl�dnych przemieszcze� wszystkich kondygnacji i ustala najwi�ksz� 
amplitud� drga�. Wyniki oblicze� zestawiono w tabeli 10 i pokazano na rys. 32.  

Z przeprowadzonych oblicze� wynika, �e 2 tłumik nale�y ustawi� na 1 kondygnacji. 
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Rys. 31 Krzywa rezonansowa wzgl�dnych przemieszcze� stropu 1 kondygnacji – rama z tłumi-
kiem na 1 kondygnacji. 

Tabela 10 Maksymalne wzgl�dne przemieszczenia kondygnacji – 1 tłumik na 1 kondygnacji, 
                  ustawianie 2 tłumika drga� 

Nr kondygnacji na której znajduje si� przestawiany (2) tłumik  Ampl. 
wzgl. 

przem. 
stropu 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1a∆  0,1850 0,1862 0,1881 0,1907 0,1939 0,1974 0,2010 0,2042 0,2069 0,2086 

2a∆  0,1813 0,1820 0,1840 0,1865 0,1896 0,1930 0,1965 0,1998 0,2023 0,2040 

3a∆  0,1731 0,1739 0,1754 0,1780 0,1810 0,1843 0,1876 0,1907 0,1931 0,1948 

4a∆  0,1610 0,1617 0,1633 0,1654 0,1683 0,1714 0,1745 0,1773 0,1796 0,1812 

5a∆  0,1454 0,1460 0,1474 0,1494 0,1518 0,1547 0,1575 0,1601 0,1622 0,1636 

6a∆  0,1265 0,1270 0,1283 0,1300 0,1322 0,1345 0,1370 0,1393 0,1411 0,1423 

7a∆  0,1048 0,1052 0,1062 0,1077 0,1095 0,1115 0,1134 0,1154 0,1169 0,1178 

8a∆  0,0807 0,0810 0,0818 0,0830 0,0843 0,0859 0,0874 0,0888 0,0900 0,0908 

9a∆  0,0548 0,0550 0,0556 0,0564 0,0573 0,0583 0,0594 0,0604 0,0611 0,0617 

10a∆  0,0277 0,0278 0,0281 0,0285 0,0290 0,0295 0,0300 0,0305 0,0309 0,0312 

2
~a∆  0,1850 0,1862 0,1881 0,1907 0,1939 0,1974 0,2010 0,2042 0,2069 0,2086 
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Rys. 32 Wykres zale�no�ci max wzgl�dnych poziomych przemieszcze� stropu od numeru kon-
dygnacji – 1 tłumik znajduje si� na 1 kondygnacji a drugi tłumik jest ustawiany na ró�nych kon-

dygnacjach. 
 
9.4 Wyznaczanie optymalnych poło�e� kolejnych tłumików drga� 
 

W sposób analogiczny do opisanego powy�ej wyznaczono poło�enia kolejnych tłumików. W 
tabelach 11 – 18. Z wyników oblicze� zestawionych w powy�szych tabelach wynika, �e 

 – trzeci tłumik nale�y umie�ci� na 1 kondygnacji, 
– czwarty tłumik nale�y umie�ci� na 1 kondygnacji, 
– piaty tłumik nale�y umie�ci� na 1 kondygnacji, 
– szósty tłumik nale�y umie�ci� na 1 kondygnacji, 
– siódmy tłumik nale�y umie�ci� na 2 kondygnacji, 
– ósmy tłumik nale�y umie�ci� na 1 kondygnacji, 
– dziewi�ty tłumik nale�y umie�ci� na 2 kondygnacji, 
– dziesiaty tłumik nale�y umie�ci� na 2 kondygnacji. 
Ostatecznie 7 tłumików nale�y umie�ci� na 1 kondygnacji i 3 na 2 kondygnacji. 

Tabela 11 Maksymalne wzgl�dne przemieszczenia kondygnacji – 2 tłumiki na 1 kondygnacji  
                 ustawianie 3 tłumika drga� 

Nr kondygnacji na której znajduje si� przestawiany (3) tłumik  Ampl. 
wzgl. 

przem. 
stropu 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1a∆  0,1658 0,1668 0,1683 0,1708 0,1729 0,1757 0,1785 0,1811 0,1832 0,1846 

2a∆  0,1630 0,1633 0,1649 0,1669 0,1694 0,1722 0,1749 0,1775 0,1795 0,1808 

3a∆  0,1556 0,1560 0,1573 0,1593 0,1617 0,1643 0,1670 0,1694 0,1714 0,1726 

4a∆  0,1448 0,1451 0,1464 0,1481 0,1504 0,1529 0,1554 0,1576 0,1594 0,1606 
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5a∆  0,1307 0,1310 0,1322 0,1338 0,1357 0,1380 0,1402 0,1423 0,1440 0,1450 

6a∆  0,1137 0,1140 0,1150 0,1164 0,1181 0,1200 0,1220 0,1238 0,1252 0,1262 

7a∆  0,0942 0,0944 0,0952 0,0964 0,0978 0,0994 0,1010 0,1025 0,1037 0,1045 

8a∆  0,0726 0,0727 0,0734 0,0743 0,0754 0,0766 0,0778 0,0789 0,0799 0,0805 

9a∆  0,0493 0,0494 0,0498 0,0504 0,0512 0,0520 0,0529 0,0536 0,0542 0,0547 

10a∆  0,0249 0,0250 0,0252 0,0255 0,0259 0,0263 0,0267 0,0271 0,0274 0,0276 

3
~a∆  0,1658 0,1668 0,1683 0,1704 0,1729 0,1757 0,1785 0,1811 0,1832 0,1846 

 

Tabela 12 Maksymalne wzgl�dne przemieszczenia kondygnacji – 3 tłumiki na 1 kondygnacji  
                 ustawianie 4 tłumika drga� 

Nr kondygnacji na której znajduje si� przestawiany (4) tłumik  Ampl. 
wzgl. 

przem. 
stropu 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1a∆  0,1502 0,1510 0,1522 0,1539 0,1560 0,1583 0,1606 0,1626 0,1643 0,1654 

2a∆  0,1482 0,1482 0,1495 0,1512 0,1532 0,1555 0,1578 0,1598 0,1615 0,1626 

3a∆  0,1415 0,1416 0,1426 0,1444 0,1463 0,1485 0,1506 0,1526 0,1542 0,1552 

4a∆  0,1317 0,1317 0,1328 0,1342 0,1361 0,1381 0,1402 0,1420 0,1435 0,1444 

5a∆  0,1189 0,1190 0,1199 0,1212 0,1228 0,1247 0,1265 0,1282 0,1295 0,1304 

6a∆  0,1034 0,1035 0,1043 0,1055 0,1069 0,1084 0,1101 0,1115 0,1127 0,1135 

7a∆  0,0857 0,0857 0,0864 0,0874 0,0886 0,0898 0,0911 0,0924 0,0933 0,0940 

8a∆  0,0660 0,0660 0,0666 0,0673 0,0682 0,0692 0,0702 0,0711 0,0719 0,0724 

9a∆  0,0448 0,0448 0,0452 0,0457 0,0463 0,0470 0,0477 0,0483 0,0488 0,0492 

10a∆  0,0227 0,0227 0,0229 0,0231 0,0234 0,0238 0,0241 0,0244 0,0247 0,0248 

4
~a∆  0,1502 0,1510 0,1522 0,1539 0,1560 0,1582 0,1606 0,1626 0,1643 0,1654 

 

Tabela 13 Maksymalne wzgl�dne przemieszczenia kondygnacji – 4 tłumiki na 1 kondygnacji  
                 ustawianie 5 tłumika drga� 

Nr kondygnacji na której znajduje si� przestawiany (5) tłumik  Ampl. 
wzgl. 

przem. 
stropu 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
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1a∆  0,1373 0,1379 0,1389 0,1403 0,1420 0,1439 0,1459 0,1476 0,1490 0,1499 

2a∆  0,1361 0,1359 0,1370 0,1384 0,1401 0,1420 0,1439 0,1456 0,1470 0,1479 

3a∆  0,1300 0,1299 0,1307 0,1322 0,1338 0,1356 0,1374 0,1391 0,1404 0,1412 

4a∆  0,1210 0,1208 0,1217 0,1228 0,1245 0,1262 0,1278 0,1294 0,1306 0,1314 

5a∆  0,1092 0,1091 0,1099 0,1110 0,1123 0,1139 0,1154 0,1168 0,1179 0,1186 

6a∆  0,0950 0,0949 0,0956 0,0966 0,0978 0,0990 0,1004 0,1016 0,1026 0,1032 

7a∆  0,0787 0,0786 0,0792 0,0800 0,0810 0,0821 0,0831 0,0842 0,0850 0,0855 

8a∆  0,0606 0,0605 0,0610 0,0616 0,0624 0,0632 0,0640 0,0648 0,0654 0,0658 

9a∆  0,0412 0,0411 0,0414 0,0419 0,0424 0,0429 0,0435 0,0440 0,0444 0,0447 

10a∆  0,0208 0,0208 0,0210 0,0212 0,0214 0,0217 0,0220 0,0223 0,0225 0,0226 

5
~a∆  0,1373 0,1379 0,1389 0,1403 0,1420 0,1439 0,1459 0,1476 0,1490 0,1499 

 

Tabela 14 Maksymalne wzgl�dne przemieszczenia kondygnacji – 5 tłumików na 1 kondygnacji  
                 ustawianie 6 tłumika drga� 

Nr kondygnacji na której znajduje si� przestawiany (6) tłumik  Ampl. 
wzgl. 

przem. 
stropu 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1a∆  0,1265 0,1269 0,1277 0,1289 0,1304 0,1320 0,1336 0,1351 0,1363 0,1371 

2a∆  0,1261 0,1256 0,1266 0,1278 0,1293 0,1309 0,1325 0,1340 0,1351 0,1359 

3a∆  0,1204 0,1201 0,1208 0,1220 0,1234 0,1230 0,1265 0,1279 0,1290 0,1298 

4a∆  0,1120 0,1117 0,1125 0,1134 0,1148 0,1163 0,1177 0,1190 0,1200 0,1207 

5a∆  0,1011 0,1009 0,1015 0,1025 0,1036 0,1050 0,1062 0,1074 0,1084 0,1090 

6a∆  0,0880 0,0878 0,0883 0,0892 0,0902 0,0912 0,0924 0,0935 0,0943 0,0948 

7a∆  0,0729 0,0727 0,0732 0,0739 0,0747 0,0756 0,0765 0,0774 0,0781 0,0785 

8a∆  0,0561 0,0560 0,0564 0,0569 0,0575 0,0582 0,0590 0,0596 0,0602 0,0605 

9a∆  0,0381 0,0380 0,0383 0,0386 0,0391 0,0396 0,0401 0,0405 0,0408 0,0411 

10a∆  0,0193 0,0192 0,0194 0,0195 0,0198 0,0200 0,0203 0,0205 0,0207 0,0208 

6
~a∆  0,1265 0,1269 0,1277 0,1289 0,1304 0,1320 0,1336 0,1351 0,1363 0,1371 
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Tabela 15 Maksymalne wzgl�dne przemieszczenia kondygnacji – 6 tłumików na 1 kondygnacji  
                 ustawianie 7 tłumika drga� 

Nr kondygnacji na której znajduje si� przestawiany (7) tłumik  Ampl. 
wzgl. 

przem. 
stropu 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1a∆  0,1172 0,1175 0,1182 0,1193 0,1205 0,1219 0,1233 0,1246 0,1256 0,1263 

2a∆  0,1176 0,1170 0,1178 0,1189 0,1202 0,1215 0,1229 0,1242 0,1252 0,1258 

3a∆  0,1123 0,1118 0,1124 0,1135 0,1147 0,1161 0,1174 0,1186 0,1196 0,1202 

4a∆  0,1045 0,1040 0,1047 0,1055 0,1067 0,1080 0,1092 0,1103 0,1112 0,1118 

5a∆  0,0944 0,0939 0,0945 0,0954 0,0963 0,0975 0,0986 0,0996 0,1004 0,1009 

6a∆  0,0822 0,0817 0,0822 0,0830 0,0838 0,0847 0,0858 0,0867 0,0874 0,0878 

7a∆  0,0681 0,0677 0,0681 0,0687 0,0694 0,0702 0,0710 0,0718 0,0724 0,0728 

8a∆  0,0524 0,0521 0,0525 0,0529 0,0535 0,0541 0,0547 0,0552 0,0557 0,0560 

9a∆  0,0356 0,0354 0,0356 0,0360 0,0363 0,0368 0,0372 0,0376 0,0378 0,0381 

10a∆  0,0180 0,0179 0,0180 0,0182 0,0184 0,0186 0,0188 0,0190 0,0192 0,0192 

7
~a∆  0,1176 0,1175 0,1182 0,1193 0,1205 0,1219 0,1233 0,1246 0,1256 0,1262 

 

Tabela 16 Maksymalne wzgl�dne przemieszczenia kondygnacji – 6 tłumików na 1 kondygnacji,  
                1 na 2 kondygnacji ustawianie 8 tłumika drga� 

Nr kondygnacji na której znajduje si� przestawiany (8) tłumik  Ampl. 
wzgl. 

przem. 
stropu 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1a∆  0,10940 0,10972 0,1103 0,1112 0,1124 0,1136 0,1148 0,1159 0,1167 0,1173 

2a∆  0,10967 0,10908 0,1099 0,1108 0,1119 0,1131 0,1143 0,1154 0,1163 0,1168 

3a∆  0,10480 0,10443 0,1049 0,1059 0,1069 0,1081 0,1092 0,1103 0,1111 0,1116 

4a∆  0,09753 0,09716 0,0977 0,0984 0,0995 0,1006 0,1016 0,1026 0,1034 0,1039 

5a∆  0,08808 0,08772 0,0882 0,0889 0,0897 0,0908 0,0917 0,0926 0,0933 0,0938 

6a∆  0,07664 0,07631 0,0767 0,0774 0,0781 0,0789 0,0798 0,0806 0,0812 0,0816 

7a∆  0,06349 0,06320 0,0636 0,0641 0,0647 0,0654 0,0661 0,0667 0,0672 0,0676 

8a∆  0,04891 0,04868 0,0490 0,0494 0,0498 0,0504 0,0509 0,0514 0,0518 0,0520 
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9a∆  0,03323 0,03307 0,0333 0,0335 0,0339 0,0342 0,0346 0,0349 0,0352 0,0354 

10a∆  0,01680 0,01672 0,0168 0,0170 0,0171 0,0173 0,0175 0,0177 0,0178 0,0179 

8
~a∆  0,10967 0,10972 0,1103 0,1112 0,1124 0,1136 0,1147 0,1159 0,1167 0,1173 

 

Tabela 17 Maksymalne wzgl�dne przemieszczenia kondygnacji – 7 tłumików na 1 kondygnacji,  
                1 na 2 kondygnacji ustawianie 9 tłumika drga� 

Nr kondygnacji na której znajduje si� przestawiany (9) tłumik  Ampl. 
wzgl. 

przem. 
stropu 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1a∆  0,1024 0,10265 0,1031 0,1040 0,1049 0,1060 0,1070 0,1080 0,1087 0,1092 

2a∆  0,1034 0,1026 0,1034 0,1042 0,1052 0,1062 0,1073 0,1082 0,1090 0,1095 

3a∆  0,0989 0,0983 0,0987 0,0996 0,1005 0,1015 0,1025 0,1034 0,1042 0,1046 

4a∆  0,0920 0,0914 0,0919 0,0926 0,0935 0,0944 0,0954 0,0962 0,0970 0,0974 

5a∆  0,0831 0,0826 0,0830 0,0836 0,0844 0,0853 0,0861 0,0869 0,0875 0,0879 

6a∆  0,0723 0,0718 0,0722 0,0728 0,0735 0,0741 0,0750 0,0756 0,0762 0,0765 

7a∆  0,0599 0,0595 0,0598 0,0603 0,0608 0,0615 0,0620 0,0626 0,0631 0,0634 

8a∆  0,0461 0,0458 0,0461 0,0464 0,0469 0,0474 0,0478 0,0482 0,0486 0,0488 

9a∆  0,0313 0,0312 0,0313 0,0316 0,0318 0,0322 0,0325 0,0328 0,0330 0,0332 

10a∆  0,0156 0,0158 0,0158 0,0160 0,0161 0,0163 0,0164 0,0166 0,0167 0,0168 

9
~a∆  0,1034 0,10265 0,1034 0,1042 0,1052 0,1062 0,1073 0,1082 0,1090 0,1095 

 

Tabela 18 Maksymalne wzgl�dne przemieszczenia kondygnacji – 7 tłumików na 1 kondygnacji,  
                2 na 2 kondygnacji ustawianie 10 tłumika drga� 

Nr kondygnacji na której znajduje si� przestawiany (10) tłumik  Ampl. 
wzgl. 

przem. 
stropu 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1a∆  0,0963 0,09663 0,0971 0,0978 0,0986 0,0996 0,1005 0,1013 0,1020 0,1024 

2a∆  0,0971 0,09640 0,0971 0,0978 0,0987 0,0996 0,1006 0,1014 0,1020 0,1025 

3a∆  0,0930 0,09254 0,0929 0,0936 0,0945 0,0954 0,0963 0,0971 0,0977 0,0981 

4a∆  0,0865 0,08610 0,0865 0,0870 0,0879 0,0887 0,0896 0,0903 0,0909 0,0913 
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5a∆  0,0782 0,07775 0,0781 0,0787 0,0793 0,0801 0,0809 0,0815 0,0821 0,0824 

6a∆  0,0680 0,06766 0,0679 0,0684 0,0690 0,0696 0,0704 0,0710 0,0714 0,0717 

7a∆  0,0563 0,05604 0,0563 0,0567 0,0572 0,0577 0,0582 0,0588 0,0592 0,0594 

8a∆  0,0434 0,04317 0,0434 0,0437 0,0441 0,0445 0,0449 0,0452 0,0456 0,0458 

9a∆  0,0295 0,02933 0,0295 0,0297 0,0299 0,0302 0,0305 0,0308 0,0309 0,0311 

10a∆  0,0149 0,01483 0,0149 0,0150 0,0151 0,0153 0,0154 0,0155 0,0157 0,0157 

10
~a∆  0,0971 0,09663 0,0971 0,0978 0,0987 0,0996 0,1006 0,1014 0,1021 0,1025 

 
Wykonano równie� obliczenia ramy z równomiernie rozmieszczonymi tłumikami. Wyniki ob-

licze� zestawiono w tabeli 19.  
Na rys. 33 pokazano krzywe rezonansowe przemieszczenia 1 kondygnacji odpowiednio ramy 

bez tłumików (linia przerywana), ramy z optymalnie (w sensie przyj�tego kryterium) rozmiesz-
czonymi tłumikami drga� oraz ramy z równomiernie rozmieszczonymi tłumikami. 
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Rys.33 Krzywych rezonansowe wzgl�dnych przemieszcze� stropu pierwszej kondygnacji ramy  
              bez tłumików, ramy z tłumikami rozmieszczonymi równomiernie i ramy z tłumikami 
              rozmieszczonymi optymalnie 

Tablica 19 Amplitudy maksymalnych wzgl�dnych przemieszcze� – równomierne  
                  rozmieszczenie tłumików na ramie  

Nr kondygnacji 1 2 3 4 5 

Max. wzgl�dne przemieszczenie 0,13490 0,13180 0,12577 0,11696 0,10555 

Nr kondygnacji 6 7 8 9 10 
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Max. wzgl�dne przemieszczenie 0,09180 0,07601 0,05854 0,03976 0,02010 
 

Na rys. 34 pokazano w jaki sposób zmieniaj� si� amplitudy wzgl�dnych przemieszcze� na 
wysoko�ci budynku. Porównano na nim amplitudy wzgl�dnych przemieszcze� ramy bez tłumi-
ków, ramy z tłumikami rozmieszczonymi równomiernie i ramy z optymalnie rozmieszczonymi 
tłumikami. 
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Rys.34 Wzgl�dne przemieszczenia stropów ramy bez tłumików, ramy z tłumikami rozmieszczo-
nymi równomiernie i ramy z tłumikami optymalnie rozmieszczonymi 

 
9.5 Omówienie wyników optymalizacji 
 

Ustawienie 7 tłumików na pierwszej kondygnacji i 3 tłumików na drugiej kondygnacji jest po-
szukiwanym rozwi�zaniem rozpatrywanego zadania optymalizacji. Identyczny wynik uzyskano 
stosuj�c 1 kryterium optymalizacji. Przy takim ustawieniu tłumików amplituda maksymalnego 
wzgl�dnego przemieszczenia ramy jest równa 0,09663 i jest o 59,8 % mniejsza od amplitudy 
maksymalnego przemieszczenia ramy bez tłumików. Amplituda maksymalnego przemieszczenia 
ramy bez tłumików wynosi 0,24039.  

Je�eli tłumiki s� rozmieszczone równomiernie to amplituda maksymalnego wzgl�dnego prze-
mieszczenia ramy wynosi 0,13490 i jest o 43,9 % mniejsza od omawianej amplitudy drga� ramy 
bez tłumików. Dzi�ki optymalnemu ustawieniu tłumików drga� mo�na zwi�kszy� stopie� reduk-
cji drga� o 15,9 %.  



Optymalne rozmieszczanie wiskotycznych tłumików drga� – cz��� 2 
 

 36

Wida�, �e w rozwi�zaniu optymalnym mamy do czynienia z koncentracj� tłumików na 2 
pierwszych kondygnacjach ramy. 

Na rys. 35 pokazano zale�no�� maksymalnej wzgl�dnej amplitudy drga� rezonansowych od 
sumy współczynników tłumienia tłumików znajduj�cych si� ramie. Na wspomnianym rysunku 
dla porównania pokazano równie� rezultaty oblicze� ramy z równomiernie rozstawionymi tłumi-
kami. W tym przypadku liczba tłumików pozostaje stała, a zmienia si� warto�� współczynnika 
tłumienia jednego tłumika. 

 

Rys.35 Zale�no�� wzgl�dnych przemieszczenia stropów od liczby tłumików rozmieszczonych na 
ramie 

Momenty zginaj�ce w słupach powstaj�ce na skutek wzgl�dnych przemieszcze� stropów s� 
liniowo zale�ne od wspomnianych przemieszcze�. Oznacza to, �e redukcja momentów wyniesie 
tyle samo co redukcja wzgl�dnych przemieszcze�.  

Z przeprowadzonych oblicze� wynika, �e słupy 1 kondygnacji doznaj� najwi�kszych wzgl�d-
nych przemieszcze�. Dzieje si� tak zarówno w ramie z optymalnie rozmieszczonymi tłumikami, 
równomiernie ustawionymi tłumikami i bez tłumików.  

Poszukiwanie optymalnego ustawienia ma sens; efekty uzyskane przy równomiernym usta-
wieniu 10 tłumików s� porównywalne z efektami jakie uzyskano przy optymalnym ustawieniu 5 
tłumików. 

 

Literatura 

[1] R. Lewandowski, Dynamika konstrukcji budowlanych, Wydawnictwo Politechniki Pozna�-
skiej, Pozna�, 2006. 


