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NUMERYCZNA SYMULACJA SIL. DYNAMICZNYCH
WYWOLANYCH DZIALANIEM WIATRU

1. Wstep

Parcie wiatru, zasadnicze obciazenie dynamiczne wielu konstrukcji budowlanych, jest
traktowane jako przestrzenno - czasowy proces losowy. Zwykle zaklada si¢ réwniez, ze jest
to proces stacjonarny i ergodyczny wzgledem czasu. Sity wywotane parciem wiatru zaleza
od chwilowej predkosci wiatru U(t) 1 sa zazwyczaj przedstawiane jako suma obciazenia

statycznego F,; 1 losowych fluktuacji obciazenia o charakterze dynamicznym Fj.

Przyktadowo, sita parcia wiatru F na plaszczyzng¢ prostopadta do kierunku niezaburzonego
przeptywu powietrza jest wyznaczana ze wzoru:

F=F, +F; =3pCy AU +pCy A Uu(t), (1)

gdzie pjest gestoscig powietrza, C; wspodtczynnikiem optywu, A; polem ekspozycji, U
srednia predkoscia wiatru, a u(?) losowymi fluktuacjami predkosci powietrza w
rozpatrywanym kierunku. Z powyzszego wzoru wynika, ze dynamiczna czg$¢ obcigzenia
wiatrem jest proporcjonalna do losowych fluktuacji predkosci wiatru. Wobec tego funkcja
gestoSci  widmowej charakteryzujaca te fluktuacje charakteryzuje réwniez losowe
wlasciwosci dynamicznej czgsci obciazenia wywotywanego dzialaniem wiatru.

Analize konstrukcji obciazonej sitami losowymi mozna przeprowadzi¢ na dwa
sposoby. Pierwszy sposob, nazywany metoda korelacyjna, sprowadza si¢ do wyrazenia
funkcji gestosci widmowej odpowiedzi dynamicznej konstrukeji za pomoca funkcji ggstosci
widmowej obciazenia [1]. Druga metoda, czgsto stosowana w analizie ukladéw
nieliniowych, jest metoda typu Monte Carlo. W tej metodzie wyznacza si¢ odpowiedzi
dynamiczne konstrukcji poddanej dziataniu réznych, mozliwych do wystapienia, fluktuacji
sit aerodynamicznych. Przebiegi czasowe wspomnianych sit wymuszajacych wyznacza si¢ w
ten sposob aby, traktowane jako przyktadowe realizacje sit losowych, mialy zalozone
charakterystyki probabilistyczne. Symulacje sit dynamicznych sa rowniez niezbedne jezeli
wykonuje si¢ analiz¢ dynamicznego zachowania konstrukcji obciazonych sitami losowymi
w dziedzinie czasu.
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W niniejszej pracy omawia si¢ pewien sposob numerycznej symulacji wyzej
wspomnianych fluktuacji predkosci wiatru. Z uwagi na zaleznos¢ (1) jest to rownoznaczne
V4
symulacja przebiegu losowych fluktuacji sit aerodynamicznych.

Dwa typy metod symulacji, znane w literaturze jako metoda szeregéw czasowych (the
time series method) oraz jako metoda spektralna (the spectral representation method) sa
czesto stosowane do symulacji procesow stochastycznych. Omoéwienie tych metod mozna
znalez¢ w pracach [2, 3]. Prezentowany tutaj sposob symulacji fluktuacji predkosci wiatru
moze by¢ traktowany jako pewna wersja metody spektralnej.

2. Stochastyczny opis wiatru

W niniejszej pracy zaktada sig, ze fluktuacje predkosci wiatru maja charakter losowy nie
tylko wzgledem czasu, ale rowniez wzgledem zmiennych przestrzennych. Ponadto zaktada
si¢ stacjonarno$¢ 1 ergodycznos¢ fluktuacji predkosci wiatru wzgledem czasu. Przyjmijmy
uktad wspotrzednych w ten sposdb aby 0§ x byta rownolegta do kierunku wiatru, a oS z byla
osig pionowa. Pole predkosci wiatru mozna wtedy przedstawi¢ w postaci:

U(y.zt)=U(z)*u(y.z1) , 2)
gdzie wu(y,z,t)=col(u(y,z,t), u,(y,z1t), u(yzt)) jest wektorem losowych fluktuacji

predkosci wiatru, a U(z) =col(U(z), 0, 0) jest wektorem predkosci $rednich. Predkos¢
$rednia jest stata na poziomie y i zalezy tylko od wysokos$ci z ponad poziom terenu.

Zazwyczaj zakltada sig, ze zmiany predkosci wiatru w réznych kierunkach sg
wzajemnie niezalezne i wobec tego symulacje dla kazdego kierunku mozna wykonywaé
oddzielnie. Proponowana metoda symulacji nie korzysta z tej wilasnosci i moze by¢
stosowana takze w przypadku gdyby w opisie fluktuacji predkosci wiatru nalezato
uwzgledni¢ korelacje zmian predkosci wiatru w rdznych kierunkach. Numeryczny charakter
proponowanej metody symulacji umozliwia generowanie przebiegéw czasowych tylko dla
wybranych punktow przestrzeni.

Oznaczmy fluktuacje predkosci wiatru w okreslonym kierunku i w punkcie £ o
wspolrzednych x;, y,, z; symbolem uy(t), (k=1,2,...,n). Traktuyjmy zmiany predkosci
wiatru jako element wektorowego procesu stochastycznego u(t). Stochastyczny opis tego
procesu wymaga podania funkcji gestosci widmowej kazdego ze wspomnianych powyzej
procesow. Funkcje te oznaczamy symbolami S, (w). Najczesciej stosowane w inzynierii
wiatrowej postacie funkcji gestosci widmowych mozna znalez¢é w monografii [4]. Korelacje
przestrzenna procesOw uy (t) opisuje sig¢ za pomoca macierzy ggstosci widmowej S(w).
Elementy tej macierzy oblicza si¢ ze wzoru [4]:

Sk (W) = Sp(WS(W Yu( @, (€)

gdzie symbolem Yy, (w) oznaczono funkcje koherencji. Szczegétowy opis funkcji

koherencji mozna znalez¢ w monografii [4]. W proponowanej metodzie symulacji korzysta
si¢ rowniez z macierzy korelacji wzajemnej R(T). Elementy tej macierzy mozna obliczy¢
na dwa sposoby korzystajac z zaleznoSci:



T °° .
Ryy(t)= lim % [we (O (e +1)dr Ry(1)= [Sp(w)edw , 4)
T - o0 -7 —00

gdzie T jest opdznieniem czasowym, a i jednostka urojona i2=-1. Postugujac sig zapisem
macierzowym mozemy napisac:

T o0
R(1)= Tlim 2—1T [ u(t)u” (1 +1)dt = [S(w)e™dw . (4c)
— 00 _T

— 00

3. Opis metody symulacji

W metodzie spektralnej zmiany predkosci wiatru w punkcie k przedstawia si¢ za pomoca
szeregu Fouriera o postaci [3]:

N
up(t) = X0y cos(w;t +6 ) , ©)
j=1

gdzie symbolem o; oznaczono chwilowo nieznane wspélczynniki rozwinigcia, a 6y;

oznacza losowy kat fazowy o rozkladzie rownomiernym wzigty z przedzialu < 0, 2 11>,
Ponadto, w; =(j-1)0w, dw=@/N, gdzie & jest tzw. czgstoscia obcigeia funkcji
gestosci widmowej, a N jest liczba harmonicznych uwzglgdnianych w rozwinigeiu (5).
Czestos¢ obcigcia ustala si¢ w ten sposob aby odpowiadajace jej rzedne funkcji gestosci
widmowej byly znikomo mate. Ponadto powinna by¢ ona wigksza od tych czgstosci drgan
wlasnych konstrukcji obciazonej parciem wiatru, ktére maja istotny udzial w odpowiedzi
dynamicznej konstrukcji.

Wersja metody spektralnej zaproponowana w pracy [5] wykorzystuje macierz ggstosci
widmowe] S(w) do wyznaczenia wspotczynnikow szeregu (5). Z kolei w pracy [6]
wykorzystano wektory i warto$ci wlasne macierzy ggstosci widmowej do wyznaczenia
wspotczynnikow szeregu Fouriera (5). Niestety, sposob ten wymaga wielokrotnego
rozwigzania liniowego problemu wlasnego poniewaz macierz ggstosci widmowej jest
funkcja w . W niniejszej pracy do wyznaczenia wspotczynnikow szeregu Fouriera (5) uzywa
si¢ macierzy korelacji R(T) wyliczonej dla T= 0 oraz korzysta si¢ z rozktadu spektralnego
tej macierzy. Po raz pierwszy metoda oparta na powyzszym zatozeniu zostata opisana w [7].

Wektor fluktuacji predkosci wiatru u(t) przedstawia si¢ w postaci:

u(t)=Dq(t) , (6)
gdzie macierz D jest macierza wektoréw wilasnych macierzy korelacji R(0), a symbolem

q(t) oznaczono wektor nieskorelowanych proceséw stochastycznych. Kolumny macierzy

D , oznaczone symbolem d; , spetniaja wigc rownanie:
[R(0)-A1]d; =0, (7)

gdzie symbol A; oznacza warto$¢ wlasng stowarzyszona z wektorem wilasnym d;.

Poniewaz macierz korelacji jest symetryczna wigc wektory i warto$ci wlasne tej macierzy sa
wektorami i liczbami rzeczywistymi. Zwraca si¢ uwagg, ze macierz korelacji nie zalezy od



parametru W 1 wobec tego problem wlasny jest rozwiazywany tylko raz. Wektory wlasne
normuje si¢ w ten sposob aby:

D'R(O)D=2Z , (8)
gdzie Z =diag(A|, Ay,......A ).
Podstawiajac (6) do (4c) i biorac pod uwagg, ze procesy stochastyczne ¢(t) sa z
zatozenia nieskorelowane otrzymamy:
R(0)=DTYD , )
gdzie

T
Y= lim —— [a(t)q" (t)dr (10)
T-.ooZT_T

jest macierza diagonalng. Macierz R(0) jest dodatnio okre$lona i wobec tego p'=pT
oraz DT = D . Umozliwia to zapisanie rownania (9) w postaci:
D'R(O)D=Y . (11)

Z porownania rownan (8) i (11) wynika, ze Z =Y . Oznacza to, ze macierz korelacji
stochastycznego procesu wektorowego u(¢) bedzie identyczna z macierza korelacji
obliczona na podstawie znanej macierzy gestosci widmowej S(w) jezeli wspotczynniki
autokorelacji procesow ¢(t) beda rowne wartosciom wiasnym macierzy korelacji R(0) .

Element ¢, (t) nieskorelowanego procesu wektorowego ¢(t) moze by¢ podobnie jak
element wektora u(t) rozwinigty w szereg Fouriera o postaci:

N N
qr(t) = 2By cos(w;t + 8 ) = X (ay; cos w;t +by; sin wyt) , (12)
Jj=1 Jj=l

gdzie symbolami Bkj, ay; oraz by oznaczono chwilowo nieznane wspotezynniki

rozwinigcia przy czym Bij =a,%j +b,%j, oraz 1g8; = —by; / ay; . Podobnie jak w (5) 6y;

oznacza losowe katy fazowe.
Teraz nalezy okresli¢ wspolczynniki szeregu Fouriera i katy fazowe wystepujace w
(12). Katy fazowe wyznacza si¢ za pomoca generatora liczb pseudolosowych o rozktadzie

rownomiernym. Oznaczmy tak wygenerowane liczby symbolem ékj . Nastgpnie, podobnie

jak to ma miejsce w metodzie Shinozuki, oblicza si¢ wspdtczynniki szeregu (12) ze wzorow:

By =251 (w;)3w , (13)

dy; = Pyjcos 6 , by = =By sin 8 . (14)

Procesy losowe wygenerowane za pomoca wyzej omowionego sposobu sa zazwyczaj
skorelowane i nieodpowiednio wyskalowane tzn. ich wspolczynniki autokorelacji nie sa
rowne warto§ciom wlasnym macierzy korelacji R(0) . Podkreslono ten fakt postugujac si¢

symbolami z wezykiem.



Wspolczynnik korelacji wzajemnej dwoch procesow skorelowanych g (¢) 1 g;(t)
mozna obliczy¢ ze wzoru:

N S SURSG
W (T) = lim — [qp(1)q(t+1)dt , (15)
T2l -7
z ktorego po podstawieniu (12) i obliczeniu catki otrzymuje sig:
e Y o
2y (0) =2y = X(agay +byby) =ag a; +by by, (16)
J=1
gdzie 5]( =col(a~k1, a~k2, ’5kN)5 ;k =col(gk1, EkZ’ ’EkN)' POWyZSZy wsp(')%czynnik

korelacji wzajemnej bedzie rowny zeru jezeli oba sktadniki wystepujace po prawej stronie
(16) beda rowne zeru tzn. jezeli EkT a; =0 oraz 5kT 5[ = 0. Oznacza to, ze omawiane procesy
losowe begda nieskorelowane jezeli ciagi wektorow a i Zk, (k=12,..,N) beda

ortogonalne. Proces ortogonalizacji omawianych wektorow mozna przeprowadzi¢ za
pomoca metody Grama - Schmidta. Oznaczmy wspdtczynniki szeregu Fouriera otrzymane w

wyniku ortogonalizacji symbolami &kj i I;kj lub a; i 5k jezeli bedziemy uzywaé notacji
macierzowej. Procesy losowe §;(?) otrzymane w ten sposob sa nieskorelowane, ale w

dalszym ciagu nie sa odpowiednio wyskalowane.
Wspdtczynnik autokorelacji procesu g (¢) mozna obliczy¢ postugujac sig wzorem
(15). Po obliczeniu catki otrzymuje sig:

N ~ PN
2l = Z(ﬁzzg +bk2j) =aja; +bl by . (17)
J=1
Z zaleznosci (17) wynika, ze proces losowy g (t) bedzie wyskalowany w ten sposob

aby My = Ay jezeli wspotezynniki szeregu Fouriera wyznaczaé bedziemy ze wzorow:

ag = g Mg s by = b A /M - (18)

Algorytm proponowanej metody symulacji sktada sig z nastgpujacych krokow:

e krok 1: obliczenie macierzy ggstosci widmowej S(w),

e krok 2: obliczenie macierzy korelacji R(0) na podstawie funkcji gestosci widmowe;j
S(w),

* krok 3: rozwiazanie liniowego problemu wlasnego opisanego rownaniem (7),

e krok 4: wyznaczenie wspotczynnikow Fouriera nieskorelowanych i wyskalowanych
proces6w losowych tworzacych wektor ¢(¢),

e krok 5: wyznaczenie wspolczynnikow Fouriera proceséw losowych tworzacych wektor
u(t),

e krok 6: wyznaczenie wspotczynnikow Fouriera proceséw losowych tworzacych wektor
obciazen dynamicznych konstrukcji.

4. Oméwienie rezultatéw przykladowych obliczen



Wykonano symulacj¢ obciazen dynamicznych wywotanych dziataniem wiatrem na rame
budynku o 15 kondygnacjach. Symuluje si¢ fluktuacje predkosci wiatru na poziomie stropu
kazdej kondygnacji w kierunku réwnoleglym do kierunku niezaburzonego ruchu powietrza.
Przyjmuje si¢, ze rownoczesnie jest to kierunek prostopadly do $ciany budynku na ktory
wiatr dziala. Wysokos$¢ kazdej kondygnacji wynosi 3m., a pole ekspozycji stowarzyszone z
kazda kondygnacja jest rowne A; = 20,0 m?* . Do opisu losowych cech wiatru zastosowano
funkcje gestosci widmowej Davenporta. Funkcja gestosci widmowej opisujaca fluktuacje
predkosci wiatru na poziomie stropu kazdej kondygnacji ma wigc postaé [4]:

816”2 (w)

2, 197

of1+ 720

gdzie f(w)=600w/(77), ﬁ=0,417/[1n(10/zo)], a=4/3. Przyjeto, ze V =270m/s,

Sk(w)=S(w) = (19)

zg = 0,4. Jak wida¢ funkcja ta nie zalezy od predkosci $redniej wiatru na poziomie stropu

rozpatrywanej kondygnacji. Poniewaz symuluje si¢ fluktuacje wiatru w punktach
potozonych wzdhuz linii pionowej wigc funkcja koherencji ma postac [4]:

wC |Zk _Z[|
Yu(w) =exp(—=by) , bu = - - (20)
MU (z)+U(z)]
Srednia predko$é wiatru na wysokosci z ponad poziom terenu oblicza si¢ ze wzoru:
U(z)=25uln(z/zy) . 21

Na rysunku 1 pokazano, otrzymany za pomoca omawianej metody, przebieg zmian w
czasie fluktuacji predkosci wiatru na poziomie stropu 15 kondygnacji budynku. Przebieg
zmian wypadkowej sit dynamicznych wywotanych parciem wiatru dziatajacej na tym samym
poziomie jest identyczny z ta tylko roznica, ze rzedne wykresu pokazanego na rysunku 1
nalezy pomnozy¢ przez pC,U , gdzie U oznacza teraz $rednia predkos$¢ wiatru na poziomie

stropu 15 kondygnacji.
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Rys.1 Fluktuacje predkosci wiatru na poziomie stropu 15 kondygnacji

Jezeli symulowane procesy stochastyczne sa stacjonarne i ergodyczne to omawiana
metoda zachowuje tzw. ergodyczno$¢ symulowanych procesow stochastycznych [8].
Oznacza to, ze wspolczynnik korelacji Ry;(0) dwoéch symulowanych procesow

stochastycznych (tutaj dwdch przebiegow fluktuacji predkosci wiatru w dwoch punktach)

obliczony ze wzoru (4a)
Tablica 1. Poréwnanie wybranych wspotczynnikow macierzy korelacji

Indeks elementu macierzy korelacji 1,1 15,15 1,15 10,10 | 3,10

Wartos¢ elementu macierzy korelacji
wyznaczonego na podstawie funkcji gestoscei | 65,679 | 53,921 | 51,865 | 53,921 | 52,820

widmowej
Wartos¢ elementu macierzy korelacji 65.677 | 53.873 | 51.874 | 53.936 | 52.872
wyznaczonego ze wzoru (16)

Wartos¢ elementu macierzy korelacji
wyznaczonego na podstawie symulowanych | 65,072 | 52,102 | 50,765 | 52,329 | 51,328
fluktuacji predkosci wiatru
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Rys. 2 Wybrane wektory wlasne macierzy korelacji R(0)

jest rowny wspodtczynnikowi korelacji obliczonemu na podstawie funkcji ggstosci widmowe;j
(tzn. za pomoca wzoru (4b)). Jak wynika z pracy [8], nie wszystkie wersje metody
spektralnej posiadaja ta wlasciwos¢. W tablicy 1 poréwnano wartosci wybranych
wspotczynnikéw macierzy korelacji wyliczone odpowiednio na podstawie funkcji gestosci
widmowej predkosci wiatru, ze wzoru (16) oraz na podstawie wygenerowanych, za pomoca
omawianej metody, przebiegbw w czasie fluktuacji predkosci wiatru. Obliczajac
wspolczynniki macierzy korelacji za pomoca wzoru (4a) przyjeto skonczony przedziat
catkowania 7=300 sek. Wida¢, ze omawiana metoda zachowuje wspomniana wyzej cechg



ergodyczno$ci symulowanych procesow. Niewielkie roznice, rzedu 1-2%, sa w gltownej
mierze rezultatem catkowania symulowanych proceséw w skonczonym przedziale czasu.

Interesujaca jest rowniez analiza wektorow i1 wartosci wlasnych macierzy korelacji
R(0) . Warto$ci wlasne tej macierzy sg nast¢pujace:

A =79852, A, =13281, A3 =51181, A, =14330, A5=0,6736,

Ag =03954, A; =02647, Ag=01950, Ag=01524, Ay, =01261,

)\11 = 0,1083, )\12 = 0,0956 , )\13 = 0,0857 , )\14 = 0,0775 , )\15 = 0,0705 .

Na rysunku 2 pokazano pierwszy, drugi, trzeci i pigtnasty wektor wlasny. Poczatkowe
warto$ci wlasne macierzy korelacji sa najwigksze, a odpowiadajace im wektory wlasne
stosunkowo wolno zmieniaja swoje wartosci wraz z wysokoscia. Oznacza to, ze w
omawianym przypadku mamy do czynienia z duza korelacja przestrzenna zmian predkosci
wiatru. Ponadto wyniki te sugeruja, ze w tym przypadku wystarczy uwzgledni¢ tylko kilka
pierwszych procesow nieskorelowanych ¢ (7).

5. Uwagi koncowe

Przedstawiona w niniejszej pracy metoda symulacji sit dynamicznych wywotanych
dzialaniem wiatru okazata si¢ sposobem skutecznym i doktadnym. Otrzymane za jej pomoca
funkcje opisujace fluktuacje predkosci wiatru oraz sity dynamiczne wywotane dziataniem
wiatru zachowuja zadane cechy statystyczne. W szczegolno$ci zachowana jest ergodycznos¢
symulowanych przebiegdw czasowych. W przeciwienstwie od metody szeregdw czasowych
omawiana metoda cechuje si¢ rowniez duza stabilno$cia numeryczna
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NUMERICAL SIMULATION OF DYNAMIC FORCES
INDUCED BY WIND

Summary



In this paper, the method of numerical simulation of dynamic forces induced by wind is
presented. It is assumed that wind fluctuations at different points in space are the stationary
stochastic processes. Some version of the spectral representation method is described to
simulate wind fluctuations treated as n-variate, one dimensional stochastic vector process.
The results of example simulation of wind histories are also presented.
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