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ANALIZA PARAMETRYCZNA DRGAN BELEK WYWOLANYCH
WZBUDZENIEM WIROWYM

1. Wstep

Efektem dzialania wiatru na budowle sa réznego rodzaju drgania. Niektore rodzaje
tych drgan moga stanowi¢ zagrozenie dla bezpieczenstwa konstrukcji. Dotyczy to réwniez
lekkich konstrukeji takich jak np. maszty lub kominy stalowe poddanych dziataniu wymu-
szenia wirowego. Sity wzbudzenia wirowego pojawiaja si¢ w trakcie optywu powietrza
wokot ciata (konstrukcji). Sa one wynikiem oddziatywania wirdow, powstajacych w strumie-
niu aerodynamicznym, na drgajaca konstrukcje. Jezeli czgsto$¢ odrywania si¢ wirOw jest w
przyblizeniu rowna czgsto$ci drgan wlasnych konstrukeji to amplitudy drgan konstrukeji
moga by¢ bardzo duze.

W niniejszej pracy omawia si¢ wyniki analiz numerycznych dotyczacych zachowa-
nia si¢ belek o przekroju kolowym poddanych dziataniu wymuszenia wirowego. W szcze-
golnosci analizuje si¢ drgania w tzw. obszarze synchronizacji. W obszarze tym czgstos¢ sit
wymuszajacych wywotanych wymuszeniem wirowym jest w przyblizeniu rowna wybranej
czestosei drgan wlasnych belki. Oprocz wspomnianych analiz parametrycznych praca zawie-
ra rowniez krotki opis podstaw teoretycznych zastosowanej metody obliczen. Bardziej
szczegblowy opis teorii drgan w obszarze synchronizacji mozna znalez¢é w pracach [1, 2].

2. Potempiryczny model Hartlena - Currie

Problem wzajemnej interakcji ciala i optywajacego to ciatlo powietrza jest bardzo
ztozony. W ogdlnym przypadku do opisu ruchu powietrza nalezy zastosowac, trudne do
rozwiazania, rownania Naviera-Stokesa. W analizie dynamicznej konstrukcji najistotniej-
szym problemem jest okreslenie amplitud przemieszczen drgajacej konstrukcji oraz stowa-
rzyszonych z nimi zmian naprezen. Szczegdtowy opis ruchu powietrza wydaje si¢ by¢ mniej
istotny 1 moze si¢ ogranicza¢ do opisu sit wzbudzenia wirowego. Powyzsze spostrzezenia
pozwalaja na przyjecie przyblizonego modelu teoretycznego w ktorym ruch konstrukcji jest
opisywany klasycznymi roéwnaniami ruchu, a do opisu wzbudzenia wirowego stosuje sig
poétempiryczne
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modele aerodynamiczne. Opis wybranych modeli tego typu mozna znalez¢ w pracach [3, 4].
W niniejszej pracy zastosowano model Hartlena - Currie.

W pracy [4] rozwaza si¢ ruch sprezyscie podpartego, sztywnego cylindra o przekro-
ju kotowym optywanego powietrzem. Zachowanie uktadu cylinder - powietrze jest opisy-
wane uktadem dwdch rownan o postaci:

W28V +w =aw’c; , ¢ —awie, + W5 | w + de; =bw, (1)
gdzie symbole w, ¢;, &, @, oznaczaja odpowiednio przemieszczenie cylindra w kierunku

poprzecznym do ruchu powietrza, tzw. ,,ukryty” parametr aerodynamiczny interpretowany
jako wspotczynnik oplywu (the lift coefficient), wspdtczynnik thumienia cylindra oraz czg-
sto§¢ wymuszenia wirowego. Ponadto symbole a, y, a, b oznaczaja state aerodynamiczne

okreslane eksperymentalnie. Czgsto$¢ wymuszenia wirowego jest dana wzorem:
w,=2m8U /D , 2)
a symbole D, S, U oznaczaja odpowiednio $rednicg cylindra, liczbg Strouhala oraz $rednig
predkos¢ powietrza. Zauwazmy, ze rownanie (1.2) jest nieliniowym réwnaniem roézniczko-
wym typu van der Pola. Model ten zostal rozszerzony w pracach [1, 2] na przypadek kon-
strukcji belkowych traktowanych jako uktady o wielu stopniach dynamicznej swobody.

3. Rownania ruchu

Do analizy drgan belki stosuje si¢ metodg elementéw skonczonych. Wykorzystuje
sie dwuweztowy, belkowy element skonczony, ktérego przemieszczenia prostopadie do
kierunku wiatru opisuje si¢ za pomoca wieclomiané6w Hermite’a. Przestrzen otaczajaca belke
dzieli si¢ na warstwy rownolegle do kierunku niezaburzonego przeplywu powietrza i prosto-
padte do osi belki. Grubos¢ warstwy jest rowna dlugosci elementu skonczonego. Zaktada
sig, ze przeptywy w sasiednich warstwach sa wzajemnie niezalezne. Oznacza to rowniez, ze
sity wzbudzenia aerodynamicznego w warstwie sa wywolywane przeptywem tylko w tej
warstwie. Do opisu wspotczynnika optywu w warstwie uzywa si¢ liniowej funkcji ksztattu
lub zaktada sig, ze wspolczynnik ten jest stalty w warstwie. Wobec tego funkcja przemiesz-
czen elementu belkowego w(x,¢) oraz funkcja wspdtczynnika optywu c; (x,7) moga by¢

aproksymowane w nast¢pujacy sposob:
w(x,1) =Ny ()W, (1), e (x,0) =N (e (1), (3)
gdzie symbolami N,(x), N,(x) oraz w,(¢), c¢,(¢#) oznaczono odpowiednio wektory

funkcji ksztaltu oraz wektory parametrow weztowych elementu skonczonego i warstwy.
Rownanie ruchu belki mozna wyprowadzi¢ w tradycyjny sposob korzystajac np. z

zasady Hamiltona. Ponadto, rownanie (1.2) opisujace zachowanie parametru aerodynamicz-

nego c¢; (x,t) mozna rozumie¢ jako rownanie fikcyjnego oscylatora mechanicznego z nieli-

niowa charakterystyka tlumienia. Dla tego fikcyjnego oscylatora mozna napisa¢ wyrazenie
na ,.energi¢ kinetyczna”, ,,energi¢ potencjalna” oraz ,,pracg wirtualna” sit nickonserwatyw-
nych. Wielkosci te nalezy jednak rozumie¢ jako pewnego rodzaju funkcjonaty, ktére umoz-
liwiaja wyprowadzenie odpowiednikow rownania (1.2) w przypadku ukltadu o wielu stop-
niach swobody. Szczegdétowe wyprowadzenie wspomnianych powyzej wielkosci mozna
znalez¢ w pracy [1].

Po zastosowaniu zasady Hamiltona otrzymuje si¢ rownanie opisujace zachowanie
parametru aerodynamicznego warstwy oraz rdéwnanie ruchu elementu skonczonego. Ré6wna-
nia te maja postac:



R = MW, (1) +Djw, (1) +Kjw, (1) —wiSSe, (1) , )
RY = MSe, (1) —wD5e, (1) + ;' Dy (&, ()., (0)e, () + dKe () =Spw, (1) . (5)

Ponizej podano definicje macierzy wyst¢pujacych w roéwnaniach (4) i (5)
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Latwo mozna zauwazy¢, ze elementy macierzy D%, (¢,,¢,) sa kwadratowymi funkcjami
pierwszych pochodnych parametru aerodynamicznego.
Rownania opisujace zachowanie rozpatrywanego uktadu jako cato$ci maja postac:
R, (1) = M, W(1) +D,W(r) +K,w(t) —;S ,e(1) =0 , (11)

R, (1) =M &) —@,D (1) + ;' D, (&(1),&(1)e() +
WK, e(t)=S,w(t) =0, (12)

a macierze M,, M,, D,, D,, D,, (¢(2),¢(?)), K,, K,, S,, S,, w(?), ¢(¢) sa macierzami
globalnymi zbudowanymi w zwykly sposob na podstawie odpowiadajacych im macierzy
zdefiniowanych dla elementu skonczonego i warstwy powietrza. Wektory reszt R, (¢) 1
R (¢) sa rowne zeru w stanie rownowagi dynamicznej. Réwnanie (12) jest nieliniowym

réwnaniem rozniczkowym typu van der Pola. Rozwiazaniami ustalonymi tego typu rownan
sa najczesciej rozwiazania okresowe zwane cyklami granicznymi [5].

4. Rozwiazanie dla drgan ustalonych

Wyniki eksperymentéw przeprowadzanych w tunelu aerodynamicznym wskazuja,
ze cylinder optywany powietrzem o statej predkosci wykonuje w stanie ustalonym drgania
harmoniczne w ktdrych zasadniczy udziat ma jedna harmoniczna. W niniejszej pracy zato-
zono wobec tego, ze w pierwszym przyblizeniu drgania w stanie ustalonym mozna opisac
funkcja o postaci:

w(t) =w_cosat +w, sinat, w,(t) =w_ cosat +w, sinat , (13)
c(t) =c.cosat +c sinat, c,(t) =c,cosat +c , sinat . (14)



We wzorach (13) i (14) symbolami w,, w,, ¢, ¢,, W,,, W,,, €., C,, 0ZNaczono nie-

co Vs ce’ se ces vse
znane wektory amplitud parametrow weztowych belki i wspotczynnikoéw aerodynamicznych
odpowiednio na poziomie uktadu oraz elementu skonczonego lub warstwy aerodynamiczne;.
Rowniez czgstos¢ drgan ustalonych w jest nieznana. Rozwiazanie dane wzorami (13) i (14)
sa rozwiazaniami przyblizonymi i nie spetniaja rownan (11) 1 (12). Wymaga sig¢ jednak by
spetnialy je w sensie catkowym. Z tego powodu nieznane wektory amplitud w,., w, ¢, ¢,
wyznacza si¢ z uktadu rownan algebraicznych otrzymywanych metoda Galerkina. W oma-

wianym przypadku warunki Galerkina majq postac:

T T
%IRb(t)cosatdt =0, %ij(t) sin adt =0, (15)
0 0

T T
%[RL(t)cosmt:o, %J'RL(t)sinmdt:o, (16)
0 0

gdzie symbol T'=27/« oznacza nieznany okres drgan ustalonych. Wektory reszt R, (¢),
R, (t) wystgpujace w (15) 1 (16) wyznacza si¢ podstawiajac zatozong posta¢ rozwiazania do
réownan (11) 1 (12).

Z warunkoéw Galerkina otrzymuje si¢ nastgpujace nieliniowe réwnania amplitud

[1]:

(K, ~’M,)w, +aD,w, —dSc =0, 17)
-b,w, +(K, —wM,)w, —dS,c, =0, (18)
(WK, -w&M),)e, — wyD ¢, +
10 W'Dy (e..e) Dy (e e e, — W, =0, (19)
wwD ¢~ W agl[DNL(cc9cc) +DNL(cs9cs)]ce +
(WK, -wM))e, +aS,w, =0 . (20)

W uktadzie rownan (17) - (20) mamy o jedna niewiadoma wigcej niz liczba rownan
poniewaz czgsto$¢ drgan « jest rowniez nieznana. Do wspomnianych réwnan nalezy dota-
czy¢ jeszcze jedno rownanie. Dodatkowy warunek wynika z faktu, Zze roOwnania problemu sa
roOwnaniami autonomicznymi. Mozna wigc dowolnej chwili przyporzadkowaé poczatek osi
czasu. W niniejszej pracy, poczatek osi czasu przyporzadkowuje si¢ tej chwili dla ktorej
wybrany element wektora w, (np. o numerze i) jest rowny zero i w zwiazku z czym dodat-
kowe rownanie przyjmuje postac:

w, =0 . (21)

Rownania (17) - (21) zostaly zapisane dla zadanej predkosci $redniej wiatru U .
Czgsto jednak pozadane jest wyznaczenie odpowiedzi dynamicznej uktadu w pewnym za-
kresie tych predkosci. Aby to osiagna¢, w niniejszej pracy zastosowano metodg¢ kontynuacji
[6]. Szczegolowy opis metody kontynuacji uzytej do rozwigzania rozwazanego tutaj proble-
mu zostal podany w pracy [2]. Tutaj wspomniana metoda zostanie tylko skrotowo omowio-
na.

W metodzie kontynuacji traktuje si¢ uktad rownan (17) - (21) jako uktad rownan z

parametrem. Tutaj parametrem jest $rednia predkos¢ wiatru U . Zaklada sig, ze znane jest

m

rozwigzanie dla pewnej predkosci wiatru "U, "w,_, "w_, "¢., "¢, . Rozwigzanie poczat-

co

kowe mozna latwo uzyskaé stosujac metode Newtona i wybierajac °U poza obszarem syn-



chronizacji. W metodzie kontynuacji zada si¢ aby nast¢pne rozwiazanie (o numerze m+1)
spelniato réwnania (17) - (21) oraz tzw. réwnanie wigzé6w. W ninejszej pracy roOwnaniu
wigzow nadano postaé:

(Bw[Bw, +Bw[Bw )/ i; +(BelBe, +De[BDey) ) p7 =(bs)” (22)
gdzie symbol A oznacza przyrost wielkosci ktora poprzedza, a symbole 4, f;, s ozna-
czaja odpowiednio wspotczynniki skalowania oraz parametr tuku. Parametr tuku okresla
odlegtos¢ punktow m i m+1 w przestrzeni rozwiazan zadania. Uktad rownan (17) - (22)
rozwiazuje si¢ w sposob opisany w pracy [2] uzyskujac w rezultacie rozwigzanie o numerze
m+1. Powyzszy proces obliczen powtarza si¢ wielokrotnie otrzymujac rozwigzania dla roz-
nych predkosci $rednich wiatru i w rezultacie krzywa odpowiedzi dynamicznej uktadu.

5. Wyniki analiz numerycznych

Zaproponowane w pracy analityczno - numeryczne rozwiazanie dla drgan ustalo-
nych ma charakter przyblizony i wobec tego nalezy zweryfikowac¢ jego doktadnosé. Z tego
powodu réwnania (11) i (12) zostaty, dla réznych predkosci $rednich wiatru, rozwiazane za
pomoca metody Newmarka. Dla zadanej predkosci $redniej "U przyjmowano warunki
poczatkowe ruchu i catkowano rownania (11) i (12) az do uzyskania stanu ustalonego.
Nastgpnie wykonywano obliczenia dla predkosci nieco wigkszej ""'U="U +AU
przyjmujac jako nowe warunki poczatkowe rozwigzanie ustalone uzyskane dla predkosci
wiatru "U . W ten sposob znacznie zmniejsza sie czas pracy komputera niezbedny do
wyznaczenia stanu ustalonego za pomoca metody Newmarka. Ze wzgledu na mate thumienie
w ukladzie proces numerycznego dochodzenia do rozwiazania ustalonego moze byé
dlugotrwaly. Ponadto, nalezy bardzo starannie sprawdzi¢ czy otrzymane rozwigzanie jest
rzeczywiscie rozwiazaniem ustalonym. Porownanie wynikow obliczen uzyskanych za
pomoca obu metod pokazano na rys.1. Linia ciagla zaznaczono rozwiazanie otrzymane za
pomoca poélanalitycznej metody opisanej w tej pracy, a krzyzykami rozwiazania ustalone
otrzymane metoda Newmarka. Wida¢ bardzo dobra zgodno$¢ wynikow.
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Rys.1 Porownanie wynikoéw obliczen

Wyniki pokazane na rys.1 dotycza belki wspornikowej o dtugosci L=32 m i sztywnosci na
zginanie EJ =2,0 10° Nm?. Przekroj poprzeczny belki ma $rednicg D=1,2 m. Pierwsza i



druga czgstos¢ drgan wilasnych belki sa odpowiednio réwnew, = 7,2387 rad/s
Gy =453656rad /s. Macierz thumienia belki wyznaczono w ten sposob, ze tlumienie

pierwszej i drugiej postaci drgan belki jest rowne 0,1% ttumienia krytycznego. Do obliczen
przyjeto bardzo maty wspotczynnik tlumienia aby zilustrowa¢ mozliwoséci proponowanej

metody obliczen. Pozostate dane przyjete do obliczen sa rowne: p =12 kg/ m’, $=0,20,
a=02,b=04, y=2/3. Belkg podzielono na 10 elementéw skonczonych. Przyj¢to, ze

wiatr o stalej predkosci $redniej U dziata na dlugosci pierwszych 8 elementow liczac od
wolnego konca belki.
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Rys.2 Zalezno$¢ wynikow od liczby elementéw skonczonych

Wyniki przedstawione na rys.2 ilustruja zaleznos¢ rezultatow obliczen od liczby
elementow skonczonych. Linia przerywana pokazano rezultaty obliczen otrzymane po po-
dzieleniu belki na 3 elementy, linia ciagla wyniki obliczen przy podziale belki na 5 elemen-
tow, a kwadratami oznaczono wyniki obliczen dla belki podzielonej na 10 elementow. Wi-
da¢, ze nalezy podzieli¢ belkg na nie mniej niz 5 elementoéw aby rezultaty obliczen nie zale-
zaty od dyskretyzacji uktadu.

Wyniki kolejnej analizy parametrycznej przedstawiono na rys.3. Pokazano na nim
krzywe odpowiedzi dynamicznej belki dla roznych wspotczynnikow tlumienia. Przedsta-
wione rezultaty dotycza obszaru synchronizacji drgan w poblizu 1 czgsto$ci drgan wlasnych
belki. Wida¢ bardzo duzy wplyw tlumienia zar6wno na amplitude drgan belki jak i zasigg
strefy synchronizacji. Z kolei na rys.4 przedstawiono rezultaty podobnej analizy wykonanej
dla obszaru synchronizacji potozonego w poblizu 2 czg¢stosci drgan wlasnych. Z porownania
tych wykreséw wynika, ze dla tych samych wspotczynnikow thumienia modalnego amplitu-
dy drgan w 2 obszarze synchronizacji (w poblizu 2 czgstosci drgan wiasnych belki) sa
wigksze od odpowiednich amplitud drgan wzigtych z 1 obszaru synchronizacji. Ponadto
widoczne jest, ze drugi obszar synchronizacji jest znacznie szerszy niz pierwszy obszar syn-
chronizacji.

Na rys.5 poréwnano wyniki obliczen dla belek o réznej sztywnos$ci na zginanie.
Wykonano obliczenia dla 2 wartosci wspdtczynnika ttumienia (0,2% 1 0,3% tlumienia mo-

dalnego) oraz EJ =2,0 10° Nm? (krzywenr 1i2)i EJ =30 10° Nm? (krzywe nr 31 4).



Wszystkie przytoczone w pracy rezultaty obliczen wskazuja na stopniowy wzrost
amplitudy drgan na poczatku obszaru synchronizacji (dla mniejszych wartosci $rednich
predkosci wiatru) i1 gwaltowne zmniejszanie si¢ amplitud drgan na koncu obszaru
synchronizacji.
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Rys.3 Wplyw tlumienia na amplitude drgan belki i zakres synchronizacji drgan (czgsto$¢
wymuszenia wirowego bliska 1 czgstosci drgan wiasnych belki)
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Rys.4 Wplyw tlumienia na amplitudg drgan belki i zakres synchronizacji drgan (czgstosé
wymuszenia wirowego bliska 2 czgstosci drgan wlasnych belki)

5. Zakonczenie

W niniejszej pracy przedstawiono analiz¢ dynamicznego zachowania belek podda-
nych dziataniu wymuszenia wirowego wywotanego optywem powietrza. W szczegolno$ci
analizowano tzw. obszar synchronizacji drgan. Do opisu zachowania uktadu belka - otacza-
jace powietrze niezbegdne jest uwzglednienie efektow nieliniowych. Zaproponowana metoda
analizy okazata si¢ skuteczna oraz odpowiednio doktadna. Nadaje si¢ rowniez do przepro-
wadzania analiz parametrycznych. Przedstawione, w niniejszej pracy, wyniki analiz nume-



rycznych moga by¢ uzytecznymi wskazowkami ilustrujacymi zachowanie rozpatrywanego
uktadu dynamicznego. Praktyczne wykorzystanie zaproponowanej metody wymaga do-
$wiadczalnego okreSlenia statych wystepujacych w modelu Hartlena - Currie dla belek o
innych przekrojach poprzecznych.

]
N

S S
O\
[ B

0,2%

0.4 i krzywe 112

krzywe 3 i 4

amplituda drga ko ca belki [m
=
|

6 7 8 9 10 11
czestos¢ wymuszenia wirowego [rad/s]

Rys.5 Porownanie odpowiedzi dynamicznej dla belek o roznej sztywnosci
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PARAMETRIC ANALYSIS OF VIBRATIONS OF BEAMS
SUBJECTED TO VORTEX EXCITATION

Summary

In this paper, the results of parametric analysis of vibrations of beams excited by
vortex shedding are presented. The finite element method and the strip method is adopted to
discretize the beam and surrounding air. The Hartlen - Currie semiempirical model is used to
describe main aerodynamics effects cause by wind passing across a bluff body and forming



an aerodynamic wake. The harmonic balance method is used to determine the steady state
dynamic behaviour of considered system.
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