10. WYBRANE ZAGADNIENIA STATECZNOSCI KONSTRUKCJI

Zagadnienia statecznosci konstrukcji odbiegajg w zasadzie od tematyki niniejszego opracowania, ktére
poswiecone jest zastosowaniom metody elementéw skonczonych w liniowej mechanice konstrukcji. Réwnania
teorii statecznosci sg bowiem nieliniowe. Dla pewnych zachowan konstrukcji rownania te mozna linearyzowac,
dochodzac do tzw. liniowej teorii statecznosci, ktérg zajmiemy sie w niniejszym rozdziale. Przypomnimy krétko
podstawy teorii statecznosci konstrukcji oraz podamy na przyktadzie konstrukcji pretowych i ptytowych sposéb
analizy liniowej statecznosci-metodg elementéw skonczonych.

10.1. Podstawowe elementy teorii statecznosci konstrukcji

Teoria statecznosci konstrukcji zajmuje sie wyznaczaniem obcigzen i stanéw krytycznych konstrukgiji,
stanéw, ktérym towarzysza gwattowne zmiany postaci jej deformacji lub wartosci przemieszczen pewnych jej
punktow.

W teorii statecznosci wyréznia sie dwa typy utraty statecznosci (czyli obcigzen wywotujacych te stany):
utrata statecznosci przez osiagniecie punktu granicznego (maksimum obcigzenia) i utrata statecznosci przez
wyboczenie bi-furkacyjne. Oba te stany zilustrowano na rysunku 10.1, gdzie w osiach: parametr obcigzenia i
przemieszczenie reprezentatywnego stopnia swobody pokazano tzw. sciezki rownowagi. W rzeczywistosci takie
proste zachowanie nie zawsze jest spotykane. Przedstawione krzywe jednak dobrze ilustrujg wiele przypadkow
zachowania sie modeli konstrukcji. W celu zanalizowania zjawiska osiggniecia punktu granicznego (punkt G na
rys.10.1) nalezy bada¢ nieliniowe zachowanie sie konstrukcji. W procesie obcigzania sztywnos$¢ konstrukcji
maleje (maleje kat nachylenia stycznej do wykresu A-d). W chwili osiagniecia punktu granicznego krzywa ta
osigga maksimum. Jezeli intensywnos¢ obcigzenia nie zmienia
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Rys. 10.1. Mozliwe Sciezki rownowagi w zagadnieniach statecznosci konstrukcji

sie, to nastepuje przeskok do nowej konfiguracji i konstrukcja moze ulec zniszczeniu na skutek duzych
odksztatcen. Przypadek ten zachodzi dla mato-wyniostych lukéw i przekry¢ powtokowych. W punkcie
granicznym nastepuje przeskok do nowej konfiguracji o przeciwnej krzywiznie tuku lub powloki, w zwigzku
z czym uzywamy rowniez termin: punkt przeskoku.

Termin wyboczenie bifurkacyjne odnosi sie do innego typu zjawiska. W punkcie bifurkacji, czyli rozdwojenia
Sciezki rownowagi (punkt B na rys.10.1) konstrukcja zaczyna sie deformowa¢ w nowej formie, ktora jest catkiem
odmienna od postaci deformacji przed wyboczeniem (punktem bifurkacji). W przypadku, gdy nowa forma
deformacji charakteryzuje sie ujemng styczng do krzywej A-d, to moze nastgpi¢ zniszczenie konstrukciji,
podobnie jak dla punktu przeskoku. Obszerne oméwienie zastosowan MES do analizy stateczno$ci konstrukciji
zawiera praca [24]. W kontekscie omawianych zagadnien statecznosci mozna metode elementéw skonczonych
zastosowac do analizy przynajmniej czterech przypadkow:

- nieliniowego zachowania sie przedkrytycznego,

- wyznaczeniu punktow bifurkacii,

- wyznaczeniu punktéw granicznych,

- analizy pokrytycznej.

Jak wspomnieliSmy wyzej, zajmiemy sie wyznaczaniem punktow krytycznych typu Wffurkacyjnego, gdyz do
analizy punktéw granicznych wymagana jest petna analiza nieliniowa. Stan przedkrytyczny otrzymamy z
liniowego zachowania sie konstrukcji, pamietajac, ze popetniamy w tym miejscu pewien btad, ktéry w zasadzie
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trudno a priori okresli¢. Zatozymy zatem, ze w stanie przed wyboczeniowym mozna aproksymowac
zwigzki geometryczne tylko ich liniowymi cztonami. Pokazemy rowniez w jaki sposob mozna
zweryfikowa¢ otrzymane wyniki, tj. oszacowac¢ ewentualny btgd wynikajacy z linearyzacji stanu przed-
krytycznego.

10.2. Stany krytyczne uktadéw zachowawczych

Do analizy stanu krytycznego uktadéw zachowawczych (1. takich, dla ktérych praca nie zalezy
od historii obcigzenia) mozna stosowa¢ podejscie statyczne, ktére polega na badaniu sgsiednich
potozen rownowagi. Podejscie statyczne jest na ogdl prostsze od podejscia bardziej ogdlnego jakim
jest podejscie dynamiczne, w ktérym analizuje sie drgania swobodne ukfadu. Podejscie statyczne
wystarcza do analizy stateczno$ci wiekszosci konstrukcji inzynierskich. Kryterium statyczne bazuje
na twierdzeniu Lagrange'a-Dirichleta, wedtug ktérego

stan rownowagi uktadu zachowawczego jest stateczny wtedy, gdy energia
potencjalna jest w tym stanie dodatnio okreslona (w stanie rownowagi wystepuje
minimum energii potencjalne;j).

W liniowych uktadach zachowawczych twierdzenie Lagrange'a-Dirichleta jest koniecznym i
wystarczajgcym warunkiem osiggniecia stanu réwnowagi statecznej. Nawigzujac do tego
twierdzenia mozna okresli¢ stan krytyczny réwnowagi na podstawie warunkow:

1 =0 i I =0 (10.1)

ktére nazywa sie kryterium energetycznym.
W bliskim otoczeniu stanu krytycznego przyrost energii potencjalnej mozna zapisac jako

AH:8H+182H+183H+... (10.2)
2! 3!

Poniewaz w stanie krytycznym pierwsza i druga wariacja sg réwne zeru, tzn. o1 = 5m=0,too
stateczno$ci badz niestatecznosci stanu krytycznego decydujg wyzsze wariacje; wéwczas

AH:%83H+%64H+... (10.3)

Kryterium energetyczne, do- ktérego ograniczymy sie w obliczeniach okresla tylko stan krytyczny
réwnowagi bez informacji, jakiego rodzaju jest ten stan (stateczny czy niestateczny).
Bilans energii potencjalnej mozna w uktadach odksztatcalnych zapisa¢ w
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postaci:

I1(d, A) = U(d) - W(d, 1) (10.4)

gdzie przez U oznaczono energie odksztatcenia, a przez W - energie obcigzen zewnetrzych.
Praca obcigzen zewnetrznych zalezy od wektora parametrow obcigzenia A. Dla przypadku
obcigzenia jednoparametrowego, do ktérego ograniczymy sie dalej, okreslonego skalarnym
mnoznikiem A, réwnanie (10.4) mozna zapisa¢ w postaci:

II(d,A) = U(d) — AW * (d) (105)

gdzie W jest poréwnawczg praca obcigzenia zewnetrznego (obliczong np. dla A = 1). W
przypadku zagadnien liniowej statecznosci U i W sg formami kwadratowymi.

Podkresimy jeszcze raz, ze opis liniowy pozwala obliczy¢ jedynie obcigzenia krytyczne,
bowiem do analizy stanu pokrytycznego musieliby$smy stosowaé sformutowanie nieliniowe.
Réwnania (10.1) zatem wyznaczaja tylko punkty krytyczne na $ciezkach rownowagi.

W analizie statecznosci wyréznia sie - przy podejsciu statycznym - trzy typy punktéw
bifurkacji: niesymetryczny, symetryczny stateczny i symetryczny niestateczny. Punkty te
zilustrowano na rysunku 10.2. Klasyfikacja powyzsza dotyczy tzw. uktadéw idealnych, tzn. takich,
dla ktérych sa speinione pewne zatozenia o idealnosci w odniesieniu do geometrii
(prostoliniowos$¢ pretéw, idealnie ptaskie plyty), sposobu obcigzenia (brak mimosrodéw) oraz
wiasciwosci materiatdw (jednorodnos¢). Odstepstwa od zatozen ukiadu idealnego sg nazywane
imperfekcjami (niedoktadnosciami). Imperfekcje mogg wptywaé na obnizenie, podwyzszenie lub
nawet brak obcigzen krytycznych, ktére zostaty obliczone dla konstrukcji idealnych. Na rysunku
10.2 przedstawiono rowniez efekt wystepowa-

4 My

Rys. 10.2. Klasyfikacja punktow bifurkacji
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nig imperfekcji (a) dla uktadéw idealnych. Wykresy te ilustrujg zjawisko braku punktéw bifurkacji réwnowagi w
ukfadach rzeczywistych (z imperfekcjami). W przypadku bifurkacji niestatecznych zastepowane sa one przez
punkty graniczne (maksimum obcigzenia). Mowimy, ze uklad jest wrazliwy na imperfekcje, gdy ich narastanie
obniza wartos¢ obcigzenia krytycznego, obliczonego dla ukfadu idealnego. Wida¢ wiec, ze uktady
charakteryzujace sie niestatecznymi punktami bifurkacji bedg wrazliwe na poczatkowe imperfekcje.

Wydawac¢ sie zatem moze, ze analiza bifurkacyjna nie ma wiekszego znaczenia praktycznego. Znajomos¢
punktéw bifurkacji jest nie tylko bardzo uzyteczna w analizie nieliniowej ale daje w wielu przypadkach wyniki
zblizone do rzeczywistego zachowania sie konstrukcji. Jest przy tym "tania" w poréwnaniu z peing analizg
nieliniowg i czasem ze wzgledu na ten fakt stanowi jedyng informacje o krytycznym zachowaniu sie konstrukcji.

Przejdzmy teraz do przedstawienia sposobu wyznaczania obcigzen bifurkacyjnych (krytycznych), czyli do
podstawowego zadania liniowej statecznosci konstrukcji. Rozwigzanie problemu przesledzimy na przyktadzie
wyboczenia konstrukcji pretowych i ptytowych.

10.3. Sformutowanie macierzy dla ptaskiego elementu belkowego

Przed przystapieniem do formutowania stosownych macierzy wystepujacych w zagadnieniu statecznosci
pretow przypomnijmy, ze w liniowej analizie statycznej macierz sztywnosci elementu belkowego otrzymalismy,
wykorzystujac w zwigzkach geometrycznych (e-d) tylko cztony liniowe. Aby uwzgledni¢ efekt dziatania sity
osiowej na zginanie, nalezy uwzgledni¢ w tych zwigzkach pewne cztony nieliniowe, ktére wigza odksztatcenie
osiowe z obrotem przekroju wywotanym poprzecznymi przemieszczeniami (zginaniem). Zaktadamy ponownie,
ze obowigzuje hipoteza Bernoulliego. W stanie przedkrytycznym pret jest obcigzony sitg osiowg N, tak Zze tensor
naprezen redukuje sie do naprezenia normalnego <r statego w przekroju. Odksztalcenie odpowiadajace temu
naprezeniu wynosi:

1 5,1
€=¢,+ Ky =(U,—V,, y)+§u,x+—v (10.6)

2
2 IX
gdzie u i v oznaczajg przemieszczenia osi preta.

W wyrazeniu powyzszym pojawity sie dodatkowe cztony nieliniowe, ktére mozna otrzymac¢ z analizy dtugosci
preta przed wyboczeniem i w chwili wyboczenia (rys. 10.3). Czion 0.5u2,X mozna w wiekszosci przypadkéw
pomingé, poniewaz przejscie preta ze stanu prostoliniowego (przedkrytycznego) do gietnego na skutek
wyboczenia
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Rys. 10.3. Duze odksztatcenie elementarnego wycinka preta

jest wywotane przede wszystkim zginaniem preta, w zwigzku z czym czion ten w poréwnaniu z 0.5v2,x jest
wielkoscia mata. Czion 0.5v2,x dx okresla przemieszczenie osiowe wywotane obrotem przekroju preta. Do
dalszych rozwazan przyjmiemy odksztatcenie osiowe w postaci:

1
g=u, -V, Y+ Ev,i (10.7)
Bilans energii dla analizowanego uktadu wynosi¢ bedzie:
L L
1 2 1.2
IT= > I jE(u,X—v,XX y) -dA |-dx + jNEV,X dx (10.8)
0\A 0

Pierwsza catka prowadzi do znanej juz nam macierzy sztywnosci ke .Druga catka przedstawia prace sity N na

przyroscie przemieszczenia —0.5v2,X dx i otrzymamy z niej tzw. macierz poczatkowych naprezen, nazywang
réwniez macierza geometryczna.

Przyjmujac, podobnie jak w rozdziale 5, aproksymacje pola przemieszczen w postaci
Vv,
=Nd=[N, N, N, N,] ¢
V= — 'Y 2 3 4l (10.9)
AP
0,

gdzie macierz N zawiera wielomiany Hermita, nieliniowg cze$¢ odksztatcenia zapiszemy w postaci:

1V,§ = 1(N’x d)* = 1dTN,I N, d (10.10)
2 2 2
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Zaktadajac ze sita N jest stata, drugi sktadnik wyrazenia na energie (10.8) zapiszemy jako
1 T T 1 7 T
—Nd" |N,, N, dx-d=—=d" |N,, oN, dx-d (10.11)
2 X X 2 X X

gdzie macierz o- jest w tym przypadku skalarem.
Stosujac teraz twierdzenie o minimum energii potencjalnej, otrzymamamy, podobnie jak w rozdziale 5,
wyrazenie

(k° +k°)d=R (10.12)

gdzie macierz k jest dobrze znang liniowa macierza sztywnosci, zas k jest macierzg poczatkowych naprezen,
ktorej wspotczynniki dla preta o statym przekroju poprzecznym wynosza:
36 3L -36 3L
N 3L 42 -3L -L?
30-L |-36 -3L 36 -3L
3L -1* -3L 4°

k® = J.NN,I N, -dx = (10.13)

Zauwazmy, ze macierz k nie zalezy od wiasnosci sprezystych preta, lecz jest funkcja geometrii preta i
wewnetrznych sit (w naszym przypadku sity osiowej). Uzasadniona wigc jest stosowana czasem nazwa tej
macierzy: macierz sztywnosci geometrycznej. Jej wyrazy majq fizyczng interpretacje: sg to dodatkowe sity
powstajace przy jednostkowych przemieszczeniach weztéw powstate przy obecnosci sity osiowej N. Macierz k
mozna uprosci¢ do postaci:

1.0 -1 0

- N|O O O O
K =—. (10.14)

L{-10 1 0

0O 0 0 O

przyjmujac w (10.10)" v,x = 1/L (ds.- d2). v,x 0znacza zmiane nachylenia cieciwy taczacej oba wezly.
Zainteresowani Czytelnicy mogliby wykaza¢, ze macierz postaci (10.14) jest réwna macierzy
geometrycznej dla preta kratownicy ptaskiej.
Réwnanie (10.12) opisuje stan rownowagi dla elementu pretowego. Dokonujac agregacji elementéw,
mozna ostateczny uktad réwnan zapisa¢ w postaci:

(k® +k°)d =R (10.15)

Stan krytyczny otrzymamy obliczajac wariacje (10.15):

I = (k° +k°)8d =0 (10.16)
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skad mamy
det(K° +K°)=0 (10.17)

Zgodnie z kryterium energetycznym (10.1) warunkiem koniecznym utraty statecznosci ukfadu jest zerowanie sie
drugiej wariacji energii potencjalnej uktadu &°n, tzn.

8|(k® +k°)d-R]=0 (10.18)
[k® +k°)8d]=0 (10.19)

Co oznacza, ze w stanie krytycznym macierz (KO + K°) jest osobliwa. Do réwnania (10.19) mozna doj$¢
réwniez inng droga. Przyjmijmy mianowicie, ze ustalonemu obcigzeniu R odpowiadajg dwa rozne rozwigzania
d1 i d2 (bedzie to zatem punkt bifurkaciji), ktére spetniajg réwnania:

(k® +k°*)d, =R * (k° +k°*)d, =R * (10.20)

gdzie przez K(o) oznaczono zalezno$¢ macierzy od naprezen. Po odjeciu tych
réwnan stronami, otrzymujemy:

(K° +K°*v =0 (10.21)

gdziev =dq - da.

Niezerowe rozwigzanie tego rownania wystepuje w przypadku, gdy

det(K® +K°*)=0 (10.22)

W analizie statecznosci konstrukcji inzynierskich przyjmujemy zazwyczaj nastepujgce zatozenia:
- obcigzenie R jest proporcjonalne do parametru A, czyli R=A-R, gdzie A
jest mnoznikiem obcigzenia, za$ wektor R -pewnym obcigzeniem poréwnawczym,

- naprezenia o otrzymujemy z rozwigzania liniowego zadania statyki:

k°d=R* (10.23)

czyli

o=Ac"* [ d=Ad*

Réwnanie (10.21) stanowi rownanie tzw. statecznosci poczatkowej konstrukcji i odpowiada klasycznemu
sformutowaniu problemu statecznosci (Eulera). Jak widaé rownanie to opisuje uogdlnione zagadnienie wtasne,
szczegotowo opisane w rozdziale 9
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przy okazji analizy drgan ukfadéw sprezystych. Rozwigzaniem réwnania jest ciag par ztozonych z wartosci
i wektorow wiasnych (A1, v1 ), (A2, v2 ), (An, Vo ). Ze wzgledéw praktycznych interesuje nas najmniejsza
wartos¢ Avin=Akr zwana krytycznym mnoznikiem obcigzenia. Obcigzenie wywotujace bifurkacje stanu réwnowagi
wynosi zatem:

R, =A,R” (10.24)

Wektor wtasny, odpowiadajacy tej wartosci okresla postaé wyboczenia wzgledem rozwigzania liniowego d
(przedkrytycznego). Réwnanie (10.21) sprowadza sie zwykle, podobnie jak w przypadku dynamicznym, do
postaci standardowej (porownaj (9.31) w rozdz.9), korzystajac z rozktadu macierzy K° lub K® . W drugim

przypadku interesowac¢ nas bedzie najwieksza warto$¢ wtasna n= 1/Avin . skad Akr = Avin =1/n
Podsumujmy powyzsze rozumowanie w postaci algorytmu liniowego problemu statecznosci:

1. Rozwigzujemy liniowy problem statyki:

K°d=R* - d* = (K°)'R*

2. Obliczamy o* na podstawie wektora d*
3. Budujemy macierz poczatkowych naprezen K(o*)

4. Rozwigzujemy problem wiasny:

(K® + AK(c*))V = 0,

z ktérego obliczamy

Mg =Ny R, =AR*

Podkresimy jeszcze raz, ze analiza statecznosci poczatkowej nie okresla typu punktu bifurkacjl. Zadanie to
wchodzi w zakres analizy nieliniowej, ktdra nie jest przedmiotem rozwazah w tym opracowaniu.

10.4. Sformutowanie macierzy dla elementu ptytowego

Zagadnienie statecznosci liniowej cienkich ptyt jest ze wzgledu na powszechnos$¢ stosowania tych
konstrukcji (elementy niemal wszystkich metalowych konstrukcji cienkosciennych) praktycznie bardzo wazny. W
rozdziale 5 wyznaczyliSmy macierze sztywnosci dla kilku elementéw skonczonych plytowych. Ponizej podamy
sposob budowy macierzy sztywnosci dla prostokgtnego elementu ptytowego. Sposdb wyznaczania macierzy
geometrycznej jest bardzo podobny do tego, ktéry stosowaliSmy dla elementu belkowego. Przyjmijmy, ze

element ptytowy Jest
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Rys. 10.4. Definicja sit wewnetrznych dla elementu ptytowego

obcigzony w swojej ptaszczyznie srodkowej sitami Nx , Ny , Ny , jak na rysunku10.4. Nieliniowe cztony

w zwigzkach geometrycznych, jakie nalezy uwzgledni¢ w analizowanym zadaniu, wynosza:

1 1
g, =W, & =—W>2,
2 2

Mozna wykaza¢, ze wyrazy te wyznacza sie podobnie jak w przypadku belki, z tg tylko roznica, ze nalezy

1
Yo = E(W,X W, +W,, W, (10.25)

uwzgledni¢ jeszcze drugi kierunek. Wyrazenia (10.25) okreslaja odksztatcenia membranowe, wynikajace z

poprzecznych przemieszczen w. Nieliniowg czes¢ odksztatcen (10.25) zapiszemy w postaci:

3 1 NI N,

e=|e, |= EdT N,y N, (10.26)
T T

YV NN, +N,J N,

gdzie przyjeto ponownie, ze

w=Nd=[N, |-d (10.27)

Energie zwigzang z tym odksztatceniem zapiszemy jako:

U= % j(cx(w,i )+0, (W,5 )+ 2w, w,, )dxdy =
A

(10.28)
o, T W,

X Xy

TXY Gy W’y

1 1
EAHW’* W,y]. EAIGT .6 - Gdxdy
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Gdzie
W,
w,,

Wykonujac odpowiednie catkowania i obliczajac pierwsza wariacje wyrazenia (10.28), dochodzimy do
macierzy:

k® =k, +k, +k,,,

Lub

k® = jw,x w,, dxdy, (10.29)
A

gdzie
k, =0, jw,x w,, dxdy,
A

k, =0, Iw,y w,, dxdy,
A

Ky = Tyy IZW,X w,, dxdy,
A

W powyzszych wyrazeniach zatozono, ze naprezenia sg stale w obszarze elementu. Gdy do
wyznaczenia macierzy stosuje sie catkowanie numeryczne, to naprezenia obliczone w punktach
catkowania mogg by¢ rézne. Rozbicie macierzy (10.29) na trzy skfadniki jest uzasadnione tym, ze
w wielu przypadkach praktycznych interesuje nas wyboczenie ptyty obcigzonej tylko jednym typem sit
krawedziowych. W ten sposob nie wykonuje sie niepotrzebnych operacji catkowania i mnozenia.
Poniewaz zatozyliSmy, Zze obcigzenia sa proporcjonalne, to warunek statecznosci uktadu
wykorzystujac ten sam sposob zapisu, co w punkcie poprzednim, mozemy zapisa¢ nastepujgco:

(K® +K(c*))v =0, (10.30)

(K® +rK(o, ") +K(o, ") +K(t, )N =0,

Przyjecie dekompozycji macierzy geometrycznej w postaci (10.29) umozliwia, w fatwy sposdb,

ustalenie proporcji obcigzen oy, oy, T,y

Zauwazmy jeszcze na koniec, ze macierze geometryczne (10.13) i (10.29) majg w zasadzie te
samg posta¢. Podobng posta¢ miatyby macierze geometryczne dla innych elementow. Macierze te
zawsze bedg zaleze¢ w sposob liniowy od naprezeh. Ten fakt pozwolit na opracowanie prostej i ogolnej

metody analizy wyboczenia metodg elementow skonczonych.
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10.5. Uwagi koncowe

Przypomnijmy na koniec ograniczenia przedstawionej powyzej analizy. ZatozyliSmy, ze stan
przedkrytyczny jest liniowy, tzn. relacja sita-przemieszczenie jest linig prostg. Fakt ten zaznaczono
na rysunku 10.5 linig prostg OAE (w przypadku pretéw prostych i ptyt idealnie ptaskich prosta OAE
pokrywa sie z osig pionowg OA).

Punkt bifurkacji A wyznaczyliSsmy z réwnania klasycznego problemu wytoczenia, czyli z
réwnania tzw. statecznosci poczatkowej. Sledzenie $ciezki AE jest mozliwe tylko teoretycznie, na
przyktad w trakcie eksperymentu numerycznego. Sciezki AF, AG i AH sa $ciezkami pobifurkacyjnymi
(pokrytycznymi), ktére zawsze sie otrzymuje przekraczajac punkt krytyczny Agg, . Postac tych sciezek
zalezy od typu analizowanej konstrukcji. Sciezka AG charakteryzuje tzw. stateczne pokrytyczne
zachowanie, podczas gdy sciezka AH prowadzi do punktu przeskoku dla A < Agg.

Analiza nieliniowa (tutaj nie przedstawiona) prowadzi do Sciezki OB ponizej punktu bifurkacji dla
uktadu idealnego, a do $ciezki OC - dla uktadu z imperfekcjami.

Sztywnos¢ uktadu charakteryzowana przez macierz (K0 + K°) , byta wyznaczana dla konfiguracii
poczatkowej uktadu (konfiguracji nieodksztatconej). Proces obcigzania uktadu powoduje, oczywiscie,
jego deformowanie sie i w zasadzie posta¢ krzywych A-d ma charakter sciezek OB i OC.
Zachowanie sie uktadu pod dziataniem obcigzenia jest zatem zalezne od deformacji. Musimy
pamieta¢,

Rys. 10.5. Roézne Sciezki rownowagi w zagadnieniach statecznos$ci konstrukciji
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ze w przedstawionym algorytmie pomijalismy te efekty. Otrzymywane rozwigzania sg tylko
rozwigzaniami przyblizonymi. Oczywiscie bedg one tym blizsze rozwigzaniom doktadnym im odejscie
sciezek OA i OB bedzie mniejsze. Aby sie jednak o tym przekonaé, nalezy dokonaé analizy
nieliniowej lub przynajmniej rozwigza¢ problem zlinearyzowanej statecznosci, polegajacy na
uwzglednieniu wptywu poczatkowych przemieszczen (deformaciji powstatej na skutek przytozenia
obcigzenia) na wartosci obciagzenia bifurkacyjnego. Zainteresowanych tg tematykg odsytamy do

literatury.

Zadania

1. W wyrazeniu (10.8) uwzgledni¢ nieliniowy czton wynikajacy ze skrocenia osi preta i obliczy¢
odpowiednig poprawke do macierzy poczatkowych naprezen.

2. Rozwigza¢ za pomocg jednego a nastepnie dwoch elementéw zagadnienie wyboczenia preta
swobodnie podpartego na obu koncach i o statym El. Porowna¢ otrzymane wyniki z wartoscig
doktadna.

3. Rozwigza¢ zadanie 2 dla dwdch, a nastepnie czterech, elementéw wykorzystujac symetrie
zadania.

4. Znalez¢ zaleznosé P-S dla kratownicy Misesa, przedstawionej na rysunku.
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