2. WPROWADZENIE

2.1. Czym jest MES

Element skonczony jest podobszarem zdyskretyzowanego kontinuum. Jego wymiar jest skonczony
(nie jest infinitezymalnie maty), a jego ksztalt jest zwykle prostszy od ksztattu geometrii problemu, ktory jest
idealizowany. Najwazniejszg cechg metody elementéw skonczonych (lub metody elementu skonczonego)
jest mozliwos¢ zastgpienia problemu analitycznego, zapisywanego za pomocg rownan rézniczkowych,
problemem algebraicznym. Zabieg ten znacznie upraszcza postepowanie prowadzgce do rozwigzania
problemu, a w wielu przypadkach, szczegdlnie w zastosowaniach rzeczywistych problemow inzynierskich,
umozliwia w ogdle znalezienie satysfakcjonujacych wynikow.

Podkresimy, Ze klasyczna analiza probleméw mechaniki osrodkéw ciggltych wymaga znalezienia
funkcji pdl naprezen, odksztatcen i przemieszczen, ktére spetniajg réwnania rézniczkowe réwnowagi,
zaleznosci konstytutywne oraz warunki zgodnosci geometrycznej w kazdym punkcie obszaru, wiaczajgc w to
réwniez brzegi. Te niezwykle silne ograniczenia spowodowaty, ze klasycznych rozwigzan analitycznych jest
bardzo mato. Ponadto dyskretyzacja rownan rézniczkowych za pomocg metody réznic skonczonych ma
zasadniczg wade, polegajagca na trudnosciach w modelowaniu warunkéw brzegowych co wiedzie do
wynikéw obarczonych duzymi btedami.

Metoda elementéw skonczonych opiera sie na przyjeciu aproksymaciji pola przemieszczeh lub pola
naprezen czy tez potaczeniu tych przyblizen w kazdym elemencie. My ograniczymy sie w tym opracowaniu
do tak zwanego sformulowania przemieszczeniowego, zakfadajacego wylgcznie funkcje aproksymujace
wilasnie pole przemieszczen.

Jakkolwiek zasadniczg dziedzing aplikacji stosowanej tu metody jest mechanika konstrukciji
inzynierskich, to nie chcielibySmy, by Czytelnik odniést wrazenie, ze metoda ta stuzy wylgcznie do
rozwigzywania zadan inzynierskich. Jest to gtéwna przyczyna, dla ktérej umieszczono w tym opracowaniu
rozdziat 4, pokazujacy aproksymacyjne podejscia do problemu rozwigzywania rownan rézniczkowych.

W sytuacji, gdy méwimy o konstrukcji i zakladamy funkcje aproksymujace przemieszczenia w
elementach, niezbedne sg nastepujace kroki prowadzace do rozwigzania problemu, na przykiad statyki
konstrukciji:

1. dokona¢ podziatu kontinuum (rama, ptyta, tarcza) na skonczong liczbe podobszaréw

(elementéw) o nieskomplikowanej geometrii (tréjkaty, czworokaty itp.),

2. wybra¢ szczegdlne punkty (wezty) w tych elementach, w ktérych bedg wymuszone warunki
réwnowagi i zgodnosci,

3. zatozyé funkcje przemieszczeh w kazdym elemencie, tak by przemieszczenia dowolnego punktu
elementu zalezaly tylko od przemieszczen jego wezldw (poszukiwane beda przemieszczenia
wszystkich weztow uktadu),

4. spefi¢ zaleznosci odksztatcenie-przemieszczenie i naprezenie-odksztalcenie dla elementéw,
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5. wyznaczy¢ sztywnos$¢ i rownowazne obcigzenia weztowe dla elementu na podstawie rownania
pracy wirtualnej lub zasad energetycznych,

6. utozy¢ réwnania rownowagi weztdw zdyskretyzowanego uktadu na podstawie informacji z
poziomu elementow,

7. rozwigza¢ uktad réwnan réwnowagi (réwnania liniowe algebraiczne), znajdujac
przemieszczenia wszystkich weztéw,

obliczy¢ naprezenia w wybranych punktach elementéw,

wyznaczy¢ reakcje w weztach podporowych.

W wielu zastosowaniach inzynierskich podziat kontinuum na elementy narzuca sie niejako sam,
gtébwnie w przypadkach, gdy struktura sktada sie z elementéw prostych (kratownic, ram). W innych
przypadkach ztozonych standw naprezen podziat ten wcale nie jest taki oczywisty. Trzeba dysponowac
duzym doswiadczeniem, by umie¢ dobrze zasugerowaé dyskretyzacje. Przyktady dyskretyzacji roznych
uktaddéw konstrukcyjnych pokazano na rysunku 2.1.

Wiekszos¢ wymienionych wyzej punktéw mogtaby staé sie przedmiotem osobnych opracowan i
kazde z nich zawieratoby wiele szczego6téw, ktdrych nie sposdb byto zamiesci¢ w tym opracowaniu. Zdajemy
sobie sprawe, ze chcac poruszy¢ tyle waznych z inzynierskiego punktu widzenia problemoéw, musieliSmy

dokonac¢ pewnego wyboru.

Rys. 2.1. Dyskretyzacja konstrukcji
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2.2. Co zawiera opracowanie

Poruszane problemy dotyczg elementéw mechaniki, w zwigzku z czym znacznym utatwieniem dla
Czytelnika bytoby przypomnienie zagadniehn z kurséw wytrzymatosci materiatdbw, mechaniki budowli i teorii
sprezystosci. W ogole uwazamy, ze w prawidtowo zorganizowanym procesie dydaktycznym wszelkie
sformutowania numeryczne problemdéw inzynierskich powinny by¢ poprzedzone gruntowng wiedzg "kla-
syczng". Niezwykle pomocna moze tu by¢ wiedza z algebry liniowej (rachunek macierzowy, problemy
rozwigzywania uktadéw rownan liniowych czy problemy wektoréw i wartosci wtasnych) oraz z teorii
aproksymaciji i klasycznego rachunku wariacyjnego. Wybrane pozycje literatury, kiére pomoga w lepszym
rozumieniu tego opracowania, jak i te, ktére pozwolg na dalsze studia nad metodg elementéw skonczonych,
zestawiono na koncu opracowania.

W rozdziale 3 niniejszego opracowania zamieszczono najprostszg ilustracie MES na
przyktadzie kratownicy ptaskiej i przedstawiono zasadnicze kroki procesu obliczania konstrukcji.

W rozdziale 4 omowiono rézne podejscia do aproksymacyjnego rozwigzywania réwnan
rézniczkowych, ukazujgc zasadnicze roznice miedzy aproksymacjg dokonywang na catym obszarze a taka,
ktérg przyjmuje sie w podobszarze. Kontynuowanie w tym rozdziale tego samego przyktadu numerycznego
pozwolito na poréwnanie skutecznosci i doktadnosci przyjmowanych aproksymaciji.

W kolejnym rozdziale podsumowano podstawowe rownania liniowej sprezystosci réwnolegle w
zapisach wskaznikowym i wygodnym dla nas macierzowym. Zdefiniowano podstawy metody elementow
skonczonych, wynikajagce z roéwnania pracy wirtualnej i wykorzystania funkcjonatu catkowitej energii
potencjalnej. W tymze rozdziale 5 omdwiono tez wybrane elementy skoriczone jednowymiarowe.

W rozdziale 6 zawarto analize ptaskich standéw naprezenia i odksztatcenia i dyskusje nad
elementami uzywanymi do opisania tych stanéw.

Po wyprowadzeniu praw transformacji wektorow i macierzy z uktadu wspotrzednych lokalnego do
globalnego w (rozdz.3.), dalej wykorzystano gtéwnie opisy lokalne, nie rozwazajgc kazdorazowo bardzo
podobnych elementéw transformaciji. W rozdziale 7 zaproponowano opis izoparametryczny (powszechnie
uzywany przy definiowaniu elementéw skohczonych) i omodwienie kolejnych elementéw dwu-i
trojwymiarowych. Niezbedne tutaj byto odwotanie sie do procedur catkowania numerycznego.

W rozdziale 8 zamieszczono pewne podstawowe wiadomosci o formutowaniu elementéw ptytowych i
powtokowych. Te wiasnie konstrukcje wykorzystuje sie czesto w praktyce inzynierskiej i one wtadnie najlepiej
ilustrujg site metody.

W kolejnych rozdziatach podjeto probe sformutowania prostych zadah dynamiki i liniowej
statecznosci, odwotujgcych sie w konsekwencji do rozwigzania problemu wtasnego. Zdajemy sobie sprawe,
ze ostatnio nawet na naszym ubogim rynku wydawniczym pojawity sie bardzo wartosciowe i obszerne
opracowania, ktére kompleksowo naswietlity problematyke dynamiki i statecznosci. Swiadomie
ograniczyliSmy sie do wybranych, najprostszych elementéw sformutowan, ktére majg tylko ilustrowaé
zagadnienia, nie zarysowujgc nawet czesci problematyki. Zgodnie z intencjg te nie omoéwione, cho¢ istotne
dla Czytelnika problemy beda dyskutowane i komentowane w trakcie wyktadu.

W spisie literatury zamieszczono gtownie pozycje ksigzkowe, ktorych przestudiowanie
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polecamy Czytelnikowi. Niestety, duza ich cze$¢ moze okaza¢ sie trudno dostepna, co nie powinno
zniecheci¢ zainteresowanych do dalszego poszukiwania i pogtebiania wiedzy na temat zastosowanh metody
elementéw skoriczonych.

W Dodatkach zestawiono niektére informacje dotyczace problemoéw catkowania numerycznych i
zagadnieh algebraicznych, takich jak rozwigzywanie ukladéw réwnan liniowych oraz problemu wartosci i

wektoréw wiasnych.
Zadania

1. Podaj definicje macierzy i wektora.

2. Ktoére z ponizej zapisanych macierzy sg sobie rowne?

6 -3 6 -8 2 6 —3]
A= , B= , C=
4 8 5 6 -7 4 8

3. Jakie sag reguty dodawania i mnozenia macierzy?
4. Dla macierzy, ktérych jawng posta¢ podano w zadaniu 2 wykazaé, ze spetnione sg

nastepujace zaleznosci:

A+ E=FE+ A,
6D = D6,
F(A+FE)=FA+FE,
(B+ D)F = BF + DF,

BF # FB,
(BF)A= B(FA),
(BF)' =F"B".

Oblicz warto$¢ wyznacznika macierzy E .

Zapisz nastepujgce wektory jako macierze kolumnowe:

p=3i—-6j+4k, r=5i+7j,
q=>5i+7k, u="7i-8j+15k.

7. Wyznacz dtugosci wektorow p, g i u z zadania 6.

8. Okresl wielkos¢ kata miedzy wektorami g i u .
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9. Uzywajgc macierzy odwrotnej rozwigz nastepujacy uktad rownan:

Sx+2y+3z=5
2x+3y+4z=17.
3x+4y+5z=9



