4. METODY APROKSYMACYJNEGO ROZWIAZYWANIA
ROWNAN ROZNICZKOWYCH

4.1. Uwagi wstepne i koncepcje podstawowe

W wielu przypadkach, waznych z punktu widzenia zastosowan technicznych, znalezienie
rozwigzania réwnania rézniczkowego w postaci analitycznej jest trudne lub wrecz niemozliwe do osiggniecia.
Taka sytuacja towarzyszy znacznej wigekszo$ci przypadkow, szczegdlnie gdy w problemach mechaniki
os$rodka ciggtego mamy do czynienia z nieregularng geometrig uktadéw, badz gdy wtasciwosci materiatéw
sg funkcjami zmiennych pol. Takie problemy nazywamy zadaniami nieliniowymi. Metoda elementéw
skonczonych czesto w $rodowisku inzynierow bywa utozsamiana ze sposobem rozwigzywania probleméw
mechaniki, przy czym zapomina sie ze wszystkie te zagadnienia modelowane sg za pomocag réwnan
rézniczkowych. Ponizej pragniemy pokazaé, ze metoda elementéw skonczonych jest przede wszystkim
metoda rozwigzywania dowolnych réwnan rézniczkowych.

Sposréd metod znajdowania rozwigzan przyblizonych, ktére sg uzyteczne dla lepszego zrozumienia
istoty MES, chcemy zwrdéci¢ uwage na nastepujace:

- metoda Ritza,
- metoda wariacyjna Rayleigha - Ritza,
- metody wazonych rezidudw.

Wymieniane powyzej metody znajdywania przyblizonych rozwigzan rownan rézniczkowych sg
metodami catkowymi, gdyZz opierajg sie na formach catkowych, nie za$§ bezposrednio na réwnaniach
rézniczkowych.

Metoda Ritza jest na tyle prosta, ze nie wymaga dodatkowych informacji poszerzajacych klasyczny
kurs matematyki. Metody wariacyjne, operujace pojeciami klasycznego rachunku wariacyjnego, wymagajg
chocéby znajomosci podstawowych formut tego rachunku. Nie bedziemy ich tutaj przedstawiali, jedynie za-
proponujemy Czytelnikowi zapoznanie sie z fragmentami literatury zrédtowe;.

Zanim przedstawimy metody Ritza i Rayleigha-Ritza, sprobujmy na przyktadzie prostego problemu
brzegowego przesledzi¢ idee koncepcji generalnej. Nasze rozwazania zilustrujemy przyktadem prostego
przypadku pojedynczego réwnania rézniczkowego z jedng tylko zmienng niezalezng. By przedstawic r6znice
miedzy kolejno omawianymi metodami bedziemy analizowa¢ zawsze to samo rownanie rdzniczkowe,
ktérego rozwigzanie analityczne jest proste do osiggniecia. Tym samym fatwo nam bedzie poréwnaé
doktadnos¢ otrzymywanych przez aproksymacje wynikéw z rozwigzaniami doktadnymi.

Przyjmijmy rownanie rézniczkowe zapisane symbolicznie:

f(T(x)=0 (4.1)
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opisujgce dowolne zagadnienie w przestrzeni Q, gdzie T opisuje funkcje zmian x (moze to by¢ np.
temperatura, funkcja ugiecia belki), zas € jest obszarem dziatania funkcji rzadzonej przez prawo
zdefiniowane za pomoca operatora rézniczkowego f .

Warunki brzegowe zapiszemy w postaci:

g,(T(x))=0 naobszarze T, ,
g,(T(x))=0 naobszarze T, , (4.2)

gdzie I} i I, zawierajg te cze$ci Q, ktdre ograniczajg brzeg ( rys. 4.1).

I>
- Q

Rys. 4.1 Obszar jednowymiarowy dziatania funkcji  f(7'(x))

Okreslmy rozwigzanie réwnania (4.1) tacznie z warunkami (4.2) w postaci funkgij

T'=T'(x,al,az,...,an)zz:ai'Nl.(x), 4.3)

i=1

ktéra ma jedng badz wiecej niewiadomych a., za$ funkcje N, spetniajg doktadnie warunki

1

brzegowe (4.2). Funkcje N, nazywamy funkcjami prébnymi. Problem redukuje sie wiec do trafnego wyboru

1

funkcji probnych N, i znalezienia parametrow «;. Ogolnie nalezy si¢ wigc spodziewac, Zze cigg

1

przyjetych aproksymaciji

I'=T'(x,a,)=a,-N, da i=12,..,n (4.4)

1
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polepsza rozwigzanie wraz ze wzrostem liczby stosowanych funkcji prébnych N,. Przyjmowane funkcje N,

muszg by¢ ciggte i rézniczkowalne do najwyzszego rzedu wystepujacego w catkowej formie réwnania.

Nie powinno nikogo zaskoczy¢, ze T', zastepujace w (4.1) funkcje 7'(x), nie spetnia doktadnie
tegoz rownania, to znaczy, ze f(T')#0. Roznice miedzy rozwigzaniem doktadnym a przyblizonym

oznaczymy przez R(x,a,) izapiszemy:

ST (x,a,)) = R(x,a,) (4.5)

Rezidua R zalezg od x oraz a,. Z doktadnym rozwigzaniem mamy do czynienia wtedy, gdy R =0dla

wszystkich punktéw obszaru €. Dla rozwigzan przyblizonych R zasadniczo rozni sie od zera, jakkolwiek w

wybranych punktach obszaru € warunek ten moze by¢ spetiony.

4.1.1. Metoda Ritza

Podstawowa metoda Ritza wymaga, by dla aproksymacji / rzedu byt spetniony nastepujacy warunek:

[R(x,a)=0. (4.6)
Q

Powyzsze wyrazenie prowadzi do rownania algebraicznego z niewiadomym parametrem q, . Dla poprawnie
postawionego problemu z dobrze dobrang funkcjg probna rozwigzanie a, zawsze istnieje. Za funkcje N, (x)

przyjmowane moga by¢ wielomiany, funkcje cykliczne oraz inne funkcje ciagte i rézniczkowalne. Zilustrujmy

to, co dotad powiedziano nastepujacym przyktadem.

Przyklad. Rozwigzmy réwnanie rézniczkowe zwyczajne o postaci:

d’T

2

+1000-x* =0 dla 0<x<1 (4.7)
dx

przy zachowaniu nastepujgcych warunkéw brzegowych:
T(0)=0oraz T(1)=0 (4.8)

Za funkcje probna przyjmijmy funkcje nie zakitécajacq problemu, spetniajaca deklarowane warunki

brzegowe:

N, =x-(1-x%). (4.9)
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Poszukiwane rozwigzanie przyjmujemy wiec w postaci:
T'=a,-N,(x)=a,-x-(1-x"). (4.10)
Podstawiajac je do réwnania wyjsciowego (4.7), rezidua wynoszg:

27 2
627;+1000-x2, gdzie iIT =—6-x-a,, (4.11)
X X

R=

tak wiec w korcu
R(x,a,)==6-a,-x+1000-x". (4.12)

Spetnienie wymagania (4.6) pociaga konieczno$¢ dobrania wspétczynnika @, na podstawie rownania:

1
—6-a,-x+1000-x%)dx =0 (4.13)
[6-a, )

0

skad otrzymujemy jedno réwnanie algebraiczne z niewiadomg a, w postaci:

1
3
{[—3-% -x+1ooo%ﬂ =0, (4.14)
0

1000
z ktérego wynika, ze a, :T, wobec czego otrzymane rozwigzanie przyblizone ma nastepujgca

forme:
T'=——x-(1-x%). (4.15)

Warto w tym miejscu uzmystowi¢ sobie, ze rozwigzanie rownania rézniczkowego przerodzito sie
niepostrzezenie z problemu analizy matematycznej w problem algebraiczny. Otrzymany wynik bedzie
poréwnany z rozwigzaniem doktadnym. W tym miejscu prosi sie dociekliwego Czytelnika, by zechciat

samodzielnie znalez¢ rozwigzanie nieskomplikowanego przeciez rownania (4.7).
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Q(x) = 1000

10007

800T

6007

Q®

400T

2007

Rys. 4.2 Interpretacja wydajnosci zrédta ciepta i warunkéw brzegowych

Analizowane réwnanie Jest formg réwnania przewodnictwa cieplnego w izolowanym precie, z
wewnetrznym zrédiem energii. Wydajno$¢ tego zrodta jest proporcjonalna do x’ (rys.4.2).
Wyzszych temperatur nalezy sie spodziewa¢ blizej konca, dla x =1, chociaz na obu brzegach powinien by¢
spetiony warunek 7 = 0. Miejsce maksymalnej temperatury wypada dla x = 0.577 . Nalezy podkresli¢, ze
funkcje prébne, ktére w tym przypadku rozciggniete sg nad catym analizowanym obszarem, nie powinny
zaburza¢ opisywanego zjawiska fizycznego, ale powinny doktadnie spetnia¢ warunki brzegowe. W

przysztosci technika MES wykaze, Zze mozna wyeliminowa¢ powyzsze ograniczenia naktadane na funkcje

probne, ktdre to ograniczenia sa trudne do spetnienia w wiekszosci praktycznych probleméw technicznych.

4.1.2. Metoda wariacyjna Rayleigha-Ritza

Typowy problem jednowymiarowego rachunku wariacyjnego polega na znalezieniu takiej funkcji ~ 7'(x), by

zminimalizowaé badz zmaksymalizowa¢ catke:

I=[F(x,T(x),T,(x))dx , (4.16)

dT
gdzie szd— zas F  jest funkcjonatem (funkcja, ktérej argumentami sa funkcje). Mozna wykazac,
x

ze funkcjonat odpowiadajacy réwnaniu z poprzedniego przyktadu ma postaé:
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2
F:—l(d—Tj +1000-x*-T (4.17)
2\ dx

Konsekwentne sformutowanie wariacyjne problemu z analizowanego przyktadu wymaga wiec ekstremalizaciji

nastepujacego wyrazenia:

1 2
[= j —l(d—Tj +1000 - x> - T dx (4.18)
ol 2\dx

Idea polega wiec na znalezieniu takiej funkcji 7(x), ktéra minimalizuje [ .Zanim pokazemy, w
jaki sposdb powyzsze rownanie moze by¢ uzywane do znalezienia przyblizonego rozwigzania
analizowanego problemu, zauwazmy, ze:

- funkcja T'(x), ktora ekstremalizuje wyrazenie na I, jest funkcjg spetniajaca rownanie rozniczkowe i

zadane warunki brzegowe,
- wyjsciowe réwnanie rézniczkowe zawiera wyrazenie drugiego rzedu, a sformutowanie wariacyjne - tylko

pochodne pierwszego rzedu (jest to tzw. stabe sformutowanie).

Przyklad (cd.). Przyjmijmy, podobnie jak poprzednio, funkcje probng w postaci:
T'=a,-N,(x)=a, x-(1-x%); (4.19)

podstawiajgc to wyrazenie do wzoru (4.18), otrzymujemy:

o1 idry
I(a)= [——[—j +1000-x2-T'de. (4.20)
! ! 2\ dx

Zaleznosc ta jest funkcjg jedynej niewiadomej «,. Stacjonarnos¢ bedzie zapewniona przez spetnienie

warunku

ﬁ =0. (4.21)
da,
Wobec tego, ze
TV
ar_ (3.5 +1)-a,,

da,
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ostatecznie otrzymujemy (4.20) w jawnej postaci:
1 1 2
I(a)= J'(—E-al -(1 —3-x2) +1000 - x° -(a1 -x-(l—xz))jdx (4.20)
0
a po wykonaniu przepisanych operacji
1000 2 dl 1000 4
I(a)=——-a,—=-a’ wiectakze —=————-q,=0
12 5 da, 12 5
. \ . y 5000
i w koncu poszukiwang wartos¢ a, = 4—8
Tym razem otrzymane rozwigzanie jest nastepujace:
5000
T'(x)=—— x-(1-x%). (4.22)
48
Poréwnania dotad otrzymanych rozwigzan dokonano na rysunku 4.3.
5
Tl(x) = 1000.){-(1 = x2) T2(x) = ﬂAX-(l s XZ)
9 48
50T
40
30T
T1(x)
T2(%)
________ o ; x_:\
101 x

0 0.2 04 0.6 0.8

— Metoda Ritza
-------- Metoda Rayleigha-Ritza

Rys. 4.3. Poréwnanie rozwigzan metoda Ritza i metoda wariacyjng



27 Metody aproksymacyjnego rozwigzywania rownan rézniczkowych

4.2. Metoda wazonych reziduéw

Metoda wazonych reziduéw jest silnym narzedziem znajdowania przyblizonych rozwigzan réwnan
rézniczkowych powszechnie stosowanych w problemach inzynierskich. Ponizej  prezentujemy  cztery
najbardziej popularne wersje tej metody. Pewng zaletg wazonych rezidudw jest mozliwosé ominiecia
sformutowan wariacyjnych, ktére czestokro¢ mogg sprawia¢ wiele trudnodci. Oméwimy wiec po krotce,
positkujgc sie ciggle tym samym przyktadem, dwie wersje metody kollokacyjnej, znang metode
najmniejszych kwadratéw oraz tzw. metode Galerkina i bezposrednio z niej wywodzaca sie MES. Na
koniec porownamy wyniki z poprzedniego przyktadu uzyskane przy zastosowaniu réznych metod.

Przedstawiajagc koncepcje o0gdélna, ograniczymy sie, tak jak to miato miejsce poprzednio,

do pojedynczego rownania z jedng tylko zmienng niezalezng,
f(T(x))=0, dziatajgcego w obszarze Q (4.23)
z okreslonymi warunkami brzegowymi:

g,(T(x))=0 naobszarze I, ,

g2,(T(x))=0 naobszarze I, , (4.24)

Podobnie przyblizymy rozwigzanie za pomoca funkcji probnych N,(x) inieznanych wspétczynnikow a, :

T'=T'(x,al,az,...,an)=2ai-Ni(x) (4.25)

i=1
i otrzymamy speinienie réwnania wyjsciowego =z doktadnoscia do reziduow R(x,a,):
S(T'(x,a;)) = R(x,a,) (4.26)

Metody wazonych reziduéw zaktadajg wyznaczenie parametrow a, przez spetnienie okreslonego warunku:

Iw(x)-Ri(x,a )=0, da i=12,..,n, (4.27)
Q

gdzie funkcje w(x) sa tzw. funkcjami wagowymi. Wybor tych funkcji réznicuje wersje metody wazonych
reziduéw. Zauwazmy, ze przyjmujac w zadaniu z jedng tylko niewiadoma stalg funkcje wagowg w(x) =1,

otrzymamy znang juz nam wersje metody Ritza.
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4.2.2. Punkt kollokacji

W tej wersji metody wazonych reziduéw za funkcje wagi przyjmuije sie wyrazenie
w(x)=0-(x—x,), (4.28)
gdzie O pefnifunkcje delty Kroneckera, ktéra jest zdefiniowana nastepujaco:
b
[6:-(x,—x)ax=1, da xe(ab),

b
j5-(xi—x)dx=0, dla x, & (a,b), (4.29)

gdzie wspotrzedna x; opisuje potozenie punktu kollokacji i wybierana jest na etapie formutowania

ograniczenia. Przy stosowaniu n funkcji probnych wymaga sie - w celu wyznaczenia wszystkich

wspoétczynnikow a, - zastosowania n punktow kollokacji. Ograniczenia wygladajg wowczas
nastepujgco:
[6-(x—x)-R(x,a)=0, dia i=12,.,n, (4.30)
Q
Formutujac je w n punktach X,, otrzymujemy uktad rownan algebraicznych, z ktérego

wyznaczymy niewiadome  q,.

Przykitad (cd.). Wracajac do naszego przyktadu, wielkosci reziduéw sg zdefiniowane

jak poprzednio: R(x,al.)=—6-a1-x+1000-x2. Przy przyjetej tylko jednej funkcji  probnej

1
wymaga sie spelnienia ograniczenia typu (4.30) w jednym tylko punkcie, na przyktad xl:E'

Wowczas otrzymujemy:

2
—6-a1-l+1000~ 1 =0, czyli al:m (4.31)
2 2 12
Rozwigzanie kohcowe jest tym razem w postaci:
T'(x)=@-x-(l—x2). (4.32)

12
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4.2.2. Podobszar kollokacji

Funkcje wagi w tej metodzie dobiera sie w taki sposob, ze ich wartosci sg rowne 1 w danej czesci obszaru
€., natomiast na pozostatej czesci obszaru £ sg réwne zeru. Podobszaréw kollokacji definiuje sig tyle ile

jest przyjetych funkcji prébnych. Sytuacje ilustruje rysunek 4.4, ktéry przyktadowo dzieli caly obszar na trzy

podobszary. Matematycznie funkcje wag w poszczegdlnych podobszarach wyrazone sg nastepujaco:

1 xeQ
M) = 0 xeQ
1

1 xeQ,
0 xegQ,

w,(x) = {

{1 xe Q,
wy(x) =

0 xeQ,
w(x)
0,4 X
w(x)
Qz X
w(x)
Qs X
0

»~
N

Rys. 4.4. Przyjete funkcje wagowe w podobszarze kollokacj

Podobszary Q. nie zawierajg wspdlnych elementéw, lecz w sumie wypetniajg caly obszar

Q .Te zalozenia w konsekwencji prowadzg do nastepujgcego uktadu rownan, ktorego rozwigzanie

pozwala wyznaczy¢ niewiadome wspotczynniki a; :
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[R(x,a)=0, da i=12,..n, (4.33)
Q.

Przykiad (cd.). W naszym przypadku przyjecie jednej funkcji prébnej wymaga potraktowania catego obszaru
Q jako jednego tylko podobszaru kollokacji =€, . Tak wigc Q, =<0,1>, a cato$¢ sprowadza sie do

spetnienia warunku identycznego z warunkiem Ritza:

[R(x.a)=0, (4.34)
Q

skad takze

1
j( 6-a,-x+1000-x )dx 0 oraz a, = 10900 (4.35)
0

i koncowy wynik jest identyczny z tym, ktory otrzymaliSmy poprzednio stosujac propozycje Ritza:

1000
T'(x)=—— x-(1-x7) (4.36)
4.2.3. Metoda najmniejszych kwadratow

Metoda najmniejszych kwadratow jest powszechnie znana wszystkim tym, ktérzy stajg przed problemem

opracowania wynikow eksperymentu. Polega ona na zminimalizowaniu wyrazenia typu:

[(R(x,a)f dx =0, (4.37)

Q

co oznacza, ze czgstkowe pochodne powyzszej catki wzgledem kolejnych wspdtczynnikow «; majg byc

réwne zeru. Otrzymujemy wiec uktad réwnanh algebraicznych o postaci:

ol o > d 2 oR

da, aalﬂ( Fex jaa (Rx,a) dx -[ aal g

a d

& = % [(RYdx=[-Z-(R 2 dx = R—d 0,

9a, da, ) J®) Ia (%,4) J R (4.38)
a d

gza—é[ dx— J.—n R(X a, ) d = J.RTndx 0.



31 Metody aproksymacyjnego rozwigzywania rownan rézniczkowych

Widzimy wiec, ze role funkcji wagowych w powyzszych réwnaniach petnig pochodne reziduéw, a wiec

wi(x)=§7R da i=12,..n.

i

Przyklad (cd.). Wracajac znéw do analizowanego przykfadu, mamy funkcje rezidubw w znanej juz nam

dobrze postaci (4.12), funkcja zas wagowa tym razem okreslona jest jako

R

—=—6-x, 4.39
” x (4.39)

i w zwigzku z czym podstawiajac do (4.27), otrzymujemy

1
[~6-x-(-6-a,-x+1000-x*)dx =12 x*-a, ~1500-x*|{=0,

0

skad
1000 (4.40)
bo48 '
Rozwigzanie otrzymane tym sposobem wynosi:
T'(x)z%-x-(l—xz). (4.41)

4.2.4. Metoda Galerkina

Ostatnig z proponowanych tu metod opierajgcych sie na wazonych reziduach jest metoda

zaproponowana przez Galerkina. Polega ona na przyjeciu, ze role funkcji wagowej petni przyjmowana
funkcja prébna. Zaktadamy wiec, ze w,(x)=N,(x) i zadamy - w przypadku uzywania kilku funkcji

prébnych jednoczesnie - spetnienia warunkow:

J.N,.(x)-R(x,al,az,...,an)dx=0, dla i=12,...,n, (4.42)
Q

Przyktad (cd.). Poniewaz, jak dotad, =zawsze przyjmowaliSmy funkcje prébng w postaci

N, (x)=x-(1 —x%), wymagamy wiec teraz spetnienia warunku.
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1
[x-(1=2?)-(~6-a, x+1000- x*)dx =0 (4.43)
0
, . e , . 5000 o
ktory prowadzi do wielkosci wspodfczynnika a1:4—8. Otrzymana tak funkcja 7'(x) ma
postac:
r') :%'”l_’“z) (4.44)

Tym razem wynik pokrywa sie z wynikiem otrzymanym w wariacyjnej metodzie Rayleigha-Ritza.
Sprébujmy na koniec tych rozwazan poréwnac¢ otrzymane wyniki z prostym do uzyskania

rozwigzaniem doktadnym. Posta¢ tego rozwigzania jest nastepujaca:

T(x)z%-x-(l—xz) (4.45)

Zwrocmy uwage, ze potega zmiennej w nawiasie jest wyzsza od tej, ktorg przyjmowalismy w funkcji
probnej. Mozna by powiedzieé, ze nasze poszukiwania skazane byly na czesciowe tylko powodzenie,
gdyz postugiwalisSmy sie tylko jednag funkcjg prébna, ktéra odbiegata postacig od rozwigzania

doktadnego. Trzeba w tym miejscu podkresli¢ raz jeszcze, ze zwiekszajac liczbe wyrazéw wielomianu,

-X-[l—Xz] -X-[l—X2] -x-[.l—xj]

1000
T2x) =

1000
Ti(x) =

500
T3 = —

X'.r 1- X2_‘.|

X'.r 1— XB_‘J

1000
T4(x) =

1000
T5(x) =

soT

0 02 04 06 0z 1
— Metoda najmniejszych kwadratdw
— Metoda Bitza

= IMetoda Galerkina 1 Rayleigha-Ritra
— FRozwiazanie dokladne
Mletoda punktu kollokaci

Rys. 4.5. Poréwnanie rozwigzan otrzymanych réznymi metodami
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a tym samym zwiekszajac liczbe niewiadomych wspétczynnikow, nasze rozwigzania zblizatyby sie do
doktadnego. Gdybysmy od razu przyjeli funkcje probng w postaci N,(x)=x-(1-x"), kazda z
wymienionych tu metod doprowadzitaby nas do rozwigzania doktadnego. Celowo nie uczynilismy tego, gdyz
w przypadkach waznych z punktu widzenia zastosowan praktycznych nie sposob jest przewidzie¢ postac
réwnania, bo nie sg znane rozwigzania analityczne.

Rysunek 4.5 przedstawia krzywe naszego rozwigzania. Linig ciagta zaznaczono rozwigzanie
doktadne. Widzimy, ze w analizowanym przypadku metody najmniejszych kwadratow i podobszarow
kollokacji prowadzity do okreslenia temperatur znacznie wyzszych niz doktadne.

Podkresimy raz jeszcze, co jest niezwykle wazne przy analizowanej aproksymaciji, ze przyjmowane
funkcje probne rozpiete sg nad catym obszarem 2. Dalej, przyjmujac koncepcje podziatu catego obszaru
na czesci (elementy), bedziemy omawia¢ aproksymacje tylko na fragmencie obszaru, co w znacznym
stopniu utatwi nam zadanie. Warto w tym miejscu wspomnie¢, ze w przypadku cho¢ troche skomplikowanych
warunkow brzegowych nie mozna zaproponowac funkcji probnych spetniajgcych wymieniane powyzej

wymagania co do doktadnego spetnienia warunkéw brzegowych i niezaktécania problemu fizycznego.

4.2.5. Przyktad MES w aproksymacji Galerkina

Zasadnicze nowe elementy, kiére chcemy teraz wprowadzi¢, polega¢ beda na przyjeciu nawet
prostszej, bo liniowej funkcji prébnej, ale przyktadanej tylko lokalnie na pewnym podobszarze, ktéry nazywaé

bedziemy elementem skohczonym.

Zatozmy wiec, ze obszar zawarty miedzy punktami x=a i x=b, (a < x <b) zostat podzielony na
M podobszarow (elementow), tak jak to pokazano na rysunku 4.6. Proces ten nazywamy dyskretyzacija.
Przeanalizujmy zatem element o dwoch weztach w punktach  x, oraz x ;. Dowolng wielkos¢, ktéra na tym
obszarze ma podlega¢ zmianom (moze to by¢é np. przemieszczenie Ilub jak w naszym
przyktadzie temperatura) oznaczmy przez y(x). Niech na obszarze elementu zmiana tej wielkosci bedzie

opisana za pomocg zaleznosci

Rys. 4.6. Podziat obszaru jednowymiarowego na elementy.
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y(x)=m-x+b (4.46)

gdzie e oznacza, ze aproksymacja dotyczy wylgcznie elementu, a wartosci wspotczynnikow m

i b wyznaczymy z nastepujacych warunkow:

dla x = x;, yi(x;)=y,,

dla x =x, y(x)=y,. (4.47)

Podstawiajgc  te warunki do réwnania (4.46), po rozwigzaniu uktadu réwnahn @z

niewiadomymi m i b otrzymujemy:

BTV bey, _(u}.xj @.48)

X, —X;

i funkcje opisujaca zmiane wielkosci y“(x) na obszarze elementu w postaci:

e X, —X X=X
J’(x):( . ]'yj"'L jj‘yw (4.49)
Xy —X; X, —X;

przy czym wielkoSci Y; iy, petnig role podobng do tej, ktora petnity wspotczynniki a, w

poprzednich rozwazaniach. Powyzszg zalezno$¢ mozna wiec zapisaé jako
Y(x)=N,(x)-a;,+ N, (x)-a,. (4.50)

Przyjmowane wiec funkcje probne (ksztattu) sg tym razem funkcjami liniowymi i wyrazajg sie
nastepujacymi zaleznosciami:

X, —X X—X,
Nj(x): ‘ ; Ny(x)= ’

Xy —X; X, —Xx

(4.51)
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)

Rys. 4.7. Liniowe funkcje probne w obszarze elementu

Zmiennos$¢ tych funkcji pokazano na rysunku 4.7. Ogdlnie mozna wiec zapisa¢ zmiennos¢ pola

y°(x) stosujac notacje macierzowa:

y(x)=N-a*, (4.52)

gdzie dwuelementowa macierz N  gromadzi funkcje ksztattu, a wektor a® zawiera wartosci zmiennych

pola punktach weztowych.

Przykiad (cd.). Powréémy do naszego przyktadu. Pamietamy, ze w metodzie Galerkina funkcjami wagi

byty funkcje prébne N(x). Przyjmijmy wiec teraz rownanie opisujgce zmiang temperatury 7°(x) dla

pojedynczego elementu skonczonego w przedziale od X, do x, .
T°(x)=N;(x)-T,+N,(x)- T, (4.53)

gdzie TJ i T, odpowiadajg teraz zmiennym a, w metodzie Galerkina, a funkcje ksztattu majg

znang liniowg postaé. Réwnania Galerkina mozna zapisa¢ w postaci:

M~k
> [N @R (e, 7,7 Jax =0,
e=ly,
(4.54)

M Xk

> [N R .7, 7 ax =0,

e=1 .
Xj
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przy czym M  odpowiada liczbie elementdw przyjetych w dyskretyzacji. Ukfad (4.54) mozna

réwniez zapisa¢ macierzowo

M Xk

> [N @R (x, 7.7, N = 0. (4.55)

e=1
Xj

W naszym przyktadzie rezidua R° dla typowego elementu wyrazajg sie znang zaleznoscia:

2me
rR=4 7; +1000-x”. (4.56)
dx
Otrzymujemy wiec:
M Xk dZTe
> jNT(x) — +1000-x° |dx =0 . (4.57)
e=1 x; X

Na tym etapie pominmy sumowanie i poprzestanmy na analizie jednego tylko elementu. Przedstawmy

powyzsze rownanie w postaci dwéch catek:

xjNT(x) : %x + XjNT(x) (1000 x* Jx =0 (4.58)
: x N

catkujgc pierwsze wyrazenie przez czesci, otrzymujemy:

{NT : d;;} | —xjdgcT -%dx+xjNT-(IOOO-x2}z’x=0, (4.59)

x; x;

poniewaz przyjeto w aproksymaciji, ze T =N -a° , skad:

dre | "dNT dN
NTE— | - [ S gt + [NT-(1000- 57 Jix =0, (4.60)
dc | 7 dx dx :
. . . K dNT . . , . e
gdzie wyrazenie p -d—dx nazywane jest macierzg sztywnosci elementu i oznaczane przez K° . Ze
X X

J

wzgledu na to ,ze wektor a°, opisujacy wartosci temperatur w weztach, nie zalezy od zmiennej x,

powyzsze rownanie mozemy zapisa¢ macierzowo w postaci:
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K*-a"=f*" (4.61)

Macierz sztywnosci K¢ o wymiarach 2x2 jest macierzg symetryczng i osobliwg. Pozostate wektory a“ i

f¢ majg wymiary 2x1. Wyniki dziatan we wzorze (4.60) przedstawiajg sie nastepujaco:

1 1 -1
K= :
x,—x, |[—-1 1

J

ar . * dr(x,) ,r dl(x;)  ;
b Nt 242N S UNT(x), 4.62
[dx } e 452
. T 0 . T 1
gdzie N (x,)= i N'(x;)=
1 0
oraz
1000
& x'—4-x x'+3.x°
N7 (1000 27 Jax =12 7% " T (4.63)
by X=X |3-x, —4-x,-x, +x;

1 2 3 4 5 6 X
L 5x 0.2 L
4 7

Rys. 4.8. Dyskretyzacja MES przykiadu w aproksymacji Galerkina (podziat na 5 elementow)
Dokonajmy teraz dyskretyzaciji rozwazanego przedziatu na pie¢ réwnych czesci (elementow) o dtugosci 0.2

kazdy. W wyniku tego podziatu otrzymamy obraz, jaki pokazano na rysunku 4.8. Niewiadomymi sg teraz

temperatury w szesciu weztach. Zgodnie z (4.62) macierze sztywnosci elementéw sg identyczne i wynosza:

oo | -1 1 1 -1 [5 -5
Cx,-x, |-1 1] 02-00|-1 1] |-5 5

K'=K*=K’=K*'=K". (4.64)
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Wektory prawych stron rownania (4.61) dla elementéw otrzymamy w postaci:

) 1000
0 dT(x2)+—1 dr(x,) , 12 102%-4.02:0.0"+3-0.0
1| dx 0| dx 02-0.0[3-02*-4-0.0-02*+0.0* |

=

pr2|0] TG [T dTCx) [0-667
1] dx 0] dx [2000]
2| O] TG [1] A7) [ 7300
1] ax |0 ax [1130]
12| 0] 4 |71 dTxy) | [122.00] (4.65)
1] dx | 0] dx _28.60_’ '
rie _0_. dT(x,) .\ _—1_. dT(x,) .\ [44.70 ]
1] dc | 0] dx |54.00]
o] 0] dTG) [ 1] dT(xy) [7540
1] e |0 dax  |8730]

Podobnie jak to czyniliSmy poprzednio, dokonujemy agregacji macierzy sztywnosci catego

uktadu oraz wektora prawych stron zaleznosci

K-a=f (4.66)

gdzie teraz macierz K oraz wektory @ i f opisujg stan ukitadu odniesiony do

wspotrzednych globalnych. Po scaleniu otrzymujemy nastepujacy uktad réwnan:

5 -5 0 0 0 O][T] [0.667—dT(x,)/dx]
-5 10 -5 0 0 O0||T 9.33
0 -5 10 -5 0 0||T 33.33
. = . (4.67)
0 0 -5 10 -5 0 ||T, 73.33
0 0 0 -5 10 -5||T, 129.40
0 0 0 0 -5 10||T,| |87.3+dT(xs)/dx

Wprowadzajgc warunki brzegowe (w weztach 1 i 6 temperatura jest réwna zeru), czyli na przyktad
wykreslajac z ukladu réwnan pierwszy i ostatni wiersz oraz pierwszg i ostatnig kolumne z macierzy sztywnosci,

otrzymujemy uktad réwnan z czterema niewiadomymi. Rozwigzaniem tego uktadu sg nastepujace wyniki:

T,=0,T, =16.5,T, =31.2,T, =39.2,T, =32.5,T, = 0.
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tatwo sprawdzi¢, ze otrzymane wyniki prawie w ogodle nie odbiegajg od rozwigzania analitycznego
oczywiscie co do wartosci temperatur w wybranych przez dyskretyzacje punktach. Warto zauwazy¢, ze
zabieg dyskretyzacji mimo przyjecia funkcji probnych w prostej postaci funkcji liniowych prowadzi do

osiggniecia bardzo duzej doktadnosci aproksymacji rozwigzania analitycznego.

Zadania
1. Przeanalizuj problem (4.7) z warunkami (4.8) wszystkimi przedstawionymi w tym

rozdziale metodami, przyjmujac funkcje préobne w postaci:

a) N (x)=x-(1-x*),
b) N,(x) = sin(mx)

2. Znajdz rozwigzanie problemu (4.7) metodg Ritza przyjmujac funkcje prébnag w

postaci:
Nl(x)zx-(l—x3).

W jaki sposob rozwigzanie to odpowiada rozwigzaniu doktadnemu? Uogdlnij otrzymany
wynik.

3. Przyjmij réwnanie rézniczkowe w postaci:

dzy

dx’

+6-y=10-x dla 0<x<2,

przy spetnieniu warunkéw brzegowych  y(0)=1 i »(2)=0. Sprawdz, ze funkcjonat, ktory

podlega ekstremalizacji w metodzie Rayleigha-Ritza jest wyrazony w postaci:

I—ZJ.3- —-10-x- _l(d_yjz dx
: Y Y 2\ dx '

4. Przeanalizuj problem (4.7) metoda punktow kollokacji, przyjmujac dwie funkcje probne

Nl(x)zx‘(l—xz),
Nl(x)zx‘(l—x“),

1
oraz dwa punkty kollokacji dla wspétrzednych x = 5 i x= E .
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5. Rozwigz problem z zadania 4 metodg najmniejszych kwadratow.

6. Przeanalizuj problem (4.7) metodg punktu kollokaciji, zaktadajac
x=02,x=04,x=0,6,x=0.8. Sporzadz wykresy i poréwnaj otrzymane rozwigzania z
wynikiem doktadnym.

7. Oblicz ugiecie belki swobodnie podpartej o rozpigetosci [ obcigzonej cigzarem

réwnomiernie roztozonym o intensywnosci g przyjmujac funkcje prébne:

Nl(x)zx-(l—x),

. T-X
N (x)=x-|1—sin—-|,
(x) x( s1n2'lj

a)metodg punktu kollokacji dla x=0.5 i podobszaru kollokacji przyjetego dla catego
przedziatu,
b) metoda najmniejszych kwadratéw.

Poréwnaj otrzymane ugiecie w srodku rozpietosci z wynikiem doktadnym.



