5. PODSTAWOWE SFORMULOWANIA METODY ELEMENTOW
SKONCZONYCH W NAWIAZANIU DO ROWNAN
MECHANIKI KONTINUUM

5.1. Podstawowe réwnania liniowej sprezystosci

Stosowany w niniejszym opracowaniu opis omawianych zagadnien odnosi sie do

prostokatnego ukfadu wspoirzednych kartezjanskich [x, ¥, Z] lub, gdy stosujemy zapis
wskaznikowy, do uktadu [xl, Xy, x3,].Chcap zdefiniowaé podstawowy uktad rownan opisujacy stan

naprezenia, stan odksztatcenia i pole przemieszczen uktadu, bedziemy sie postugiwac nastepujgacymi
oznaczeniami.
Niech stan naprezenia w nieskonczenie matej objetosSci ciata poddanego dziataniu

obcigzenia bedzie opisany w ukladzie wspéirzednych za pomocg sktadowych tensora,

uporzadkowanych w macierzy o; W postaci:

c,=|0, 0, Oy, (5.1)

gdzie sktadowe o0,,, 0,,, 0;; sa naprezeniami normalnymi, natomiast 0,, O, O,

opisujg  naprezenia  styczne. Tensor stanu naprezenia (5.1) jest symetryczny, to

znaczy, ze zachodzg nastepujace rownosci:
O =0y, O0;3=03, 0,;=03. (5.2)

Stosujgc konsekwentnie zapis macierzowy, wygodnie jest niekiedy opisaé stan naprezenia za

pomocg wektora naprezenia O o nastepujgcych sktadowych:

T
G, 0., 0, o. o] (5.3)

xx 2 o zz 3 Xy

62[0'

Tutaj, tak jak i poprzednio, za pomocg identycznych indekséw oznaczono sktadowe normalne, indeksy
zas rézne, opisujace sktadowe macierzy o informujg o sktadowych stycznych stanu naprezenia.

Stan odksztalcenia, podobnie jak poprzednio nawigzujagcy do opisu tensorowego,

reprezentuje macierz sktadowych £ w postaci:
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81 r 812 813
£,=|& &, &yl (5.4)
831 832 833

W zapisie macierzowym postugiwaé sie bedziemy wektorem odksztatcenia €, ktorego sktadowe

odniesione do uktadu [x, ¥, Z], sg nastepujace:

&€= [8xx 4 gyy 4 822 4 g/xy 4 yxz s 7yz ] ! (56)

Zwracamy w tym miejscu uwage, ze we wzorze (5.5) postugujemy sie tzw. inzynierskimi definicjami
odksztatcen stycznych, zwigzanymi z odpowiednimi sktadowymi tensora odksztalcen za pomocag
zwigzkoéw:

=2-€,, V.=2-€

’ xy ? 7)/2 yz?

- (5.6)
Przyjecie w zapisie macierzowym miar inzynierskich odksztatcen (- kat odksztatcenia postaciowego)

podyktowane jest dwoma faktami. Pierwszy to ich powszechne uzywanie w klasycznych zagadnieniach
liniowej sprezystosci. Drugi zas wynika z koniecznosci spdjnego potraktowania miar naprezen i odksztatcen,
by w prosty sposéb mozna byto zapisa¢ wyrazenie na prace w obu zapisach - wskaznikowym i

macierzowym:

c.-€ =0"-¢€. (5.7)

Oprécz pdl naprezen i odksztatcen do zapisania podstawowego uktadu réwnah konieczne jest jeszcze

pole przemieszczeh, ktérego sktadowe w punkcie opisane sg w zapisie wskaznikowym:

U, :[“1= U, “3]T7 (5.8)
lub w macierzowym:

u= [u, v, W]T. (5.9)

5.1.1. Podstawowe réwnania w zapisie wskaznikowym

Dla przypomnienia zapiszmy podstawowy uktad réwnan liniowej teorii sprezystosci. Typowa
analiza ciata odksztalcalnego wymaga znalezienia funkcji naprezen o lub przemieszczen u

spetniajgcych nastepujace rownania: - trzy rownania rézniczkowe czgstkowe rownowagi (réwnania Naviera)
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o, +b =0 i,j=123, (5.10)

gdzie w zapisie wskaznikowym zastosowano umowe sumacyjng, co znaczy, ze powtarzajgcy sie w
jednomianie wskaznik informuje o koniecznosci dokonania sumowania po wszystkich mozliwych jego
wartosciach, a wystepujacy miedzy wskaznikami znak przecinka jest symbolem rézniczkowania wzgledem
90, .
ox,

- sze$¢ réownan rozniczkowych czgstkowych geometrycznych (réwnania Cauchy'ego)

odpowiedniej zmiennej przestrzennej; na przyktad o, , =

Sy.:%‘(ui,j+uj,l.), (5.11)

- szes$¢ réownan algebraicznych fizycznych (rownania Hooke'a)
O, = El.jk, X (5.12)

Z powyzszego zapisu nie wynika deklarowana uprzednio liczba réwnan, ale biorgc pod uwage
zatozenia o izotropii, uktad (5.12) redukuje sie tylko do szesciu niezaleznych réwnan i
wystepujacych w nich tylko dwéch statych materiatowych. Ponadto poszukiwane rozwigzania muszg
dodatkowo spetniaé:

- rownania nierozdzielnosci geometrycznej
Ejm Ty — € —€ja = 0 (5.13)

w kazdym punkcie obszaru, oraz

- naprezeniowe i przemieszczeniowe warunki brzegowe

O,-n;=p; nabrzegu S, (5.14)
u,=u, nabrzegu S, (5.15)
przy czym oba deklarowane brzegi S, i S, sg rozlgczne, tworzgc w sumie caty brzeg

rozpatrywanego obszaru, tzn. S, NS, =0 oraz S, US, =S§.

Domyslamy sie, ze ze wzgledu na ztlozonos¢ wymagan naktadanych na rozwigzania problemow,
okreslenie funkcji analitycznych, spetniajacych réwnania (5.10) - (5.15), nie jest tatwe. W szczegodlnosci
zadanie staje sie niemozliwe do rozwigzania, jesli skomplikuje sie warunki brzegowe problemu. Zauwazmy
jeszcze, ze rozwigzanie problemu mechanicznego, opisanego za pomocg tak skonstruowanego modelu
matematycznego, prowadzi do zadania analizy matematyczne;j.

Trudnosci, na ktore natrafia sie przy takim sformutowaniu, sktaniajg do poszukiwania innych rozwigzan, tym

razem juz nie analitycznych lecz rozwigzan przyblizonych.
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5.1.2. Podstawowe réwnania w zapisie macierzowym

Rozpocznijmy tym razem od réwnan geometrycznych. Odpowiednie sktadowe wektora

odksztatcerh mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci:

_ du g_av g_aw y _au+av
ooxT T 9yl 7 oaz Y 9y o] (5.16)
_odv odw y = ou ow '
¥ 9z 9z " 9z ox
Uzywajac poprzednio wprowadzonych oznaczen, zapiszemy powyzszy uktad zalezno$ci w postaci:
eE=L-u, (5.17)

gdzie macierz operatoréow rozniczkowych L ma wymiar (6x3) a jej skladowe mozna przedstawi¢

jako

[d/ox 0 0
0 d/dy O
e 0 0 9d/oz 5 18
“19/oy dfax 0 | 518)
0 9/dz dfoy
9/z 0 djox]
Réwnania réwnowagi mozna teraz zapisac krotko:
L' -oc+b=0, (5.19)

gdzie b jest wektorem sit masowych. Zwroémy uwage na fakt, ze macierz operatoréw rozniczkowych
réwnan réwnowagi (5.19) jest transponowana do odpowiedniej macierzy zwigzkéw geometrycznych.

Roéwnania fizyczne (konstytutywne), jako zalezno$ci miedzy sktadowymi wektoréw naprezen i
odksztatcen, okreslone sg nastepujgco:

c.-V-0,—-V-O o
_ y z _ Xy
gx_ ) 7xy_ >
E G
o —V-0o_—-V:-O o
gy = - . = > yyz = - s (520)
E G
o.—-V-o.—-V-O o
z x y _ .
€Z: ° 7zx_ Zka
E G
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gdzie przez E oznaczono modut odksztatcalnosci podiuznej (modut Younga), za$ G = E/2-(1+V) jest

modutem odksztatcalnosci postaciowej (modut Kirchhoffa), v jest liczbg Poissona. W postaci rownania

macierzowego powyzszg zaleznos¢ konstytutywng mozna wyrazi¢ jako

e=C-o, (5.21)
gdzie
1 v —v 0 0 0 |
-v 1 -v 0 0 0
-v —-v 1 0 0 0
C=— (5.22)
E |0 0 0 2-(1+v) 0 0
0 0 0 0 2-(1+v) 0
| 0 0 0 0 0 2-(1+v)

Zaleznos¢ (5.21) jest jednoznaczna, a kwadratowa macierz konstytutywna jest nieosobliwa, istnieje

wiec odwzorowanie odwrotne

oc=D- ¢, (5.23)

gdzie macierz D = Ci jej reprezentacja przedstawia sie nastepujaco:

1-v 1% 0 0 0
1% 1-v 0 0 0
E 1% 1% 1-v 0 0 0
= . (5.24)
(1+v)-1-2-v) 0 0 0 (A-2-v)/2 0 0
0 0 0 0 (I-2-v)/2 0
0 0 0 0 0 1-2-v)/2]

Podsumowujac tatwo zauwazy¢ i doceni¢ zwiezto$¢ stosowanego zapisu macierzowego, ktéry pozwala

widzie¢ podstawowy uktad rownan w nastepujacej postaci:

E=L-u
L' -oc+b=0 (5.25)
e=C-0 lubo=D-¢
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5.2. Analiza przyblizona problemu brzegowego

Jak wspomniano wyzej, mozliwo$¢ znalezienia rozwigzan probleméw brzegowych w postaci zamknietych
formut analitycznych ogranicza sie, niestety, do waskiej klasy zadan. W wiekszosci przypadkéw waznych z
inzynierskiego punktu widzenia, to znaczy dla przypadkéw znajdujgcych zastosowania praktyczne, skom-
plikowane warunki podparcia uktadéw, nietypowe obcigzenia czy inne nieregularnosci uniemozliwiajg
otrzymanie rozwigzan analitycznych. Che¢ otrzymania wartosciowych jakosciowo i ilosciowo wynikéw
opisujacych stan uktadéw zmusza do szukania odpowiedzi na drodze dyskretyzacji. Zamiast wiec szukaé
odpowiedzi uktadu w postaci pdl naprezen, odksztatcen i przemieszczen, poszukuje sie wartosci tych pél w
skonczonej liczbie punktéw nalezacych do obszaru i jego brzegu. Z punktu widzenia zastosowan aparatu
matematycznego w przypadku stosowania dyskretyzacji uwalniamy sie od rozwigzywania problemu
rézniczkowego, zastepujac go zadaniem algebraicznym. Nie chcemy w tym miejscu dyskutowac o réznych
mozliwosciach stosowania dyskretyzacji, a co za tym idzie, o réznych metodach rozwigzywania problemoéw
brzegowych. Podkreslamy tylko, ze omawiana tutaj MES zaklada analize przyblizong, polegajacg na
podziale catego ukladu na mniejsze czesci (elementy), posiadajgce charakterystyczne punkty zwane
weztami, w ktérych to punktach skoncentrowana jest niejako petna informacja o zachowaniu sie tych
elementéw i ich wtasno$ciach. Wspomniane przyblizenie polega - w najbardziej podstawowej wersji - na
przyjeciu pola przemieszczen opisujgcego przemieszczenie dowolnego punktu elementu, jako funkciji
przemieszczeh weztow i potozenia danego punktu (jest to tzw. wersja przemieszczeniowa MES). Niewiado-
me sa wiec przemieszczenia wezidw. Musimy by¢ swiadomi, ze przyjmowane funkcje okreslajace pole
przemieszczen elementu zwykle nie odpowiadajg w peini funkcjom analitycznym rozwigzujgcym problem
rézniczkowy. Innymi stowy, popetniamy na tym etapie btedy, ktére, jak mozna to udowodni¢, malejg w miare
jak rosnie liczba elementéw, na ktére podzielono caty uktad. Musimy byc¢ takze Swiadomi, ze przyjmujac pole
przemieszczen w postaci okreslonych funkcji, deklarujemy tym samym przez zwigzki geometryczne pole
odksztatcen i dalej przez zaleznosci konstytutywne - pole naprezen. Jesli w okreslonych przypadkach
szczegOlnie zalezy nam na w miare jak najlepszym odwzorowaniu pola odksztatcen bgdz naprezen, istniejg
inne mozliwosci przyjecia funkcji aproksymacyjnych, zakladajacych wprost te witasnie pola. Takie
sformutowania MES nie bedg jednak przedmiotem niniejszego opracowania.
Rozwazana wersja przemieszczeniowa MES w celu przeanalizowania problemu brzegowego
wymaga podjecia nastepujacych krokéw:
— dokonania podziatu uktadu (konstrukcji, kontinuum) na skonczong liczbe pod-obszaréw o
prostej geometrii,
— wybrania punktéw weztowych (weztdéw), w ktérych zostang zapewnione warunki réwnowagi i
zgodnosci przemieszczen,
— zalozenia  funkcji  przemieszczen w  obszarach  kazdego elementu, takiego zZe
przemieszczenia wszystkich punktéw zalezg od przemieszczen weziow,
— spetnienia w elemencie zaleznosci € =L-u oraz c=D-¢€,
— wyznaczenia sztywnosci elementéw i rownowaznych sit weztowych,
— zbudowania uktadu réwnan rownowagi dla weztéw zdyskretyzowanego kontinuum,
— rozwigzania uktadu réownan rownowagi dla przemieszczen weztow,

— obliczenia przemieszczen, odksztalceh i naprezen w wybranych punktach elementow,
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— obliczenia reakcji podp6ér.
5.3. Podstawy MES wynikajace z rownania pracy wirtualnej

Zatozmy, ze tréjwymiarowy element skohczony jest zdefiniowany w kartezjarskim uktadzie wspétrzednych

[x,y,z,]. Niech wektor u, opisujgcy przemieszczenie dowolnego punktu elementu, jest wyrazony za
pomoca sktadowych: u = [u, v, W]T , gdzie u, v, w sg - odpowiednio - przemieszczeniami w kierunku osi
X, y,z. Sity masowe oznaczymy za pomocg wektora b = [bx, b,, b, ]T , gdzie sktadowe oznaczajg

sity przypadajagce na jednostke objetosci, powierzchni lub dlugosci. Przez d oznaczymy wektor
przemieszczen weztowych elementu.. Wymiar tego wektora jest réwny liczbie weztéw elementu pomnozonej
przez liczbe przyjetych stopni swobody wezia. Jesli zatozymy, ze przemieszczenia wezta opisujg skladowe

przesunie¢ w kierunku osi x, y, z oraz jesli n jest liczbg weztéw w elemencie, to

T en (5.26)
gdzie

d, = ld dyi’ dziJ

xi?

. (5.27)
Zauwazmy tylko, ze inne typy przemieszczen, takie jak obroty czy krzywizny, mogg rowniez by¢

i bedg dalej traktowane jako sktadowe wektora przemieszczen. Podobnie przyjmijmy sity weztowe p

jako sktadowe sit we wszystkich weztach elementu w kierunkach osi x, y i z :

r=Ip] i=12,.,n,, (5.28)

gdzie
pi=lpe P pal (5.29)

Po tych definicjach wstepnych zatézmy pole przemieszczenh w elemencie jako funkcje przemieszczenh

wezidw elementu w postaci:

u=N-d. (5.30)

Poniewaz wektor u ma wymiary (3x1), za$ wektor przemieszczen weztiow d wymiary liczby stopni

swobody elementu Nogr = n,x3, wigc macierz funkcji prébnych, inaczej zwanych funkcjami ksztattu, jest

macierza prostokatng o wymiarach 3 x Moy - Kazda ze sktadowych macierzy N jest funkcjg i okresla wptyw
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danej sktadowej wektora przemieszczen d na przemieszczenie dowolnego punktu elementu o

wspotrzednych X, v, Z.

Zaleznos¢ €(u) otrzymuje sie przez rézniczkowanie stosownych wyrazen na przemieszczenia,
e=L-u = e€=L-N-d = ¢€=B-d . (5.31)

Macierz B opisuje wiec odksztatlcenia w kazdym punkcie elementu, spowodowane jednostkowym

przemieszczeniem kolejnych stopni swobody weztéw. Z prawa fizycznego tatwo wiec wyprowadzic, ze

o=D-¢ > o0=D-B-d, (5.32)

gdzie iloczyn macierzy D - B opisuje - podobnie jak poprzednio - zmiany naprezen jako funkcje przemieszczen
weztow.

Zasada prac wirtualnych gtosi, ze jesli uktad znajdujacy sie w rownowadze poddany jest wirtualnym
przemieszczeniom (kinematycznie zgodnym stanom deformaciji), wowczas praca wirtualna zewnetrznych

obcigzen jest rowna wirtualnej energii odksztatcenia naprezen wewnetrznych:
oU,=0W,, (5.33)
gdzie U jest wewnetrzng energia odksztatcenia, W - pracq sit zewnetrznych, za§ d oznacza

wariacje (stan wirtualny - pomyslany, zgodny z wigzami).

Wprowadzmy wiec wirtualny stan przemieszczeh weziowych i oznaczmy go przez5d=[5di]

(i=12,..,n,). Wirualne przemieszczenia i odksztalcenia mozna wéwczas wyrazi¢ jako
Su=N-0d oraz 0e=B-0d. (5.34)
Wirtualna energia ukfadu i praca wirtualna sit zewnetrznych wyrazajg sie teraz w postaci wzoréw:

SU, = [6¢"-0-dV i SW,=8p"-p+ [6u" b-av (5.35)
4 4

kolejno podstawiajgc otrzymujemy z (5.33)

jagT-a-deapT-p+jauT-b-dV. (5.36)
14 4
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Uwzgledniajgc (5.32) i (5.34), otrzymujemy

5d" [B"-D-g-dv=5d"-p+5d" [N"-b-dV, (5.37)
Vv 4

i raz jeszcze wykorzystujac (5.34) i upraszczajac przez O d r otrzymujemy

UBT-D-B-dVJ-dzzwfNT-b-dV (5.38)
4 4

lub ostatecznie
K-d=p+p,, (5.39)

gdzie K jesttzw. macierza sztywnosci elementu, ktdrej sktadowe mogg by¢ interpretowane jako
fikcyjne sity w weztach, spowodowane jednostkowymi ich przemieszczeniami, p, zawiera

réwnowazne sity weziowe spowodowane masg ciata.

Obecnos¢ poczatkowego stanu odksztatcen & mozna uwzgledni¢ w nastepujacy sposob:

- zatozy¢ superpozycje stanow odksztatcen

e=¢,+C-0, (5.40)
- stad naprezenie

o=D-(e-¢)) (5.41)
i po podobnych podstawieniach i przeksztatceniach, jak to uczyniono powyzej, otrzymujemy:

K-d=p+p, +p,, (5.42)

gdzie p, = .[ B" -D-g,-dV jest wektorem réwnowaznym obcigzeniom weztéw od poczatkowego stanu
14

odksztatcen (np. wptyw temperatury). Czytelnik mégtby dla nabrania umiejetnosci sprawdzi¢ poprawno$c

wyprowadzonego wzoru (5.42).
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Przesledzmy na prostym przyktadzie preta (rys. 5.1) postacie opisywanych macierzy oraz sposoéb

dojscia do sformutowania macierzy sztywnosci prostego elementu. Podkresimy jednak w tym miejscu, ze jak

dotad prébujemy wytgcznie zdefiniowac skladowe stosownych macierzy i wektoréw, odniesione do lokalnego

uktadu wspoétrzednych i tylko do jednego elementu.

u, 1 u

2 U,

.
>

d,

N=1-x/L

|1 N2=X/L

Rys. 5.1. Funkcje ksztattu dla dwuweziowego elementu kratownicy

Wektor przemieszczenia upraszcza sie tutaj do jednej tylko sktadowej u = [ur] podobnie zresztg jak wektor

sil masowych b = [bx]. Element jest dwu weziowy i ma po jednym stopniu swobody w kazdym wezZle, tak

wiec globalny wektor przemieszczen jest tylko dwuelementowy d = [dl, d2]= [ul, uz]. Podobnie rzecz sie

ma z obcigzeniami p = [pl, p2]= s sz]- Przyjmijmy funk
u=c +c, x,
gdzie state ¢, wyznaczymy z warunkéw brzegowych

dla x=0 u=d, = ¢ =d,,

cje przemieszczen w postaci liniowej:

(5.43)

(5.44)

da x=1L u=d, = c,=(d,-d)/L.

Przemieszczenie dowolnego punktu wyraza sie zatem wzorem

N-d, (5.45)
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gdzie macierz funkcji ksztattu N  sklada sie z dwoch funkcji liniowych. Przebieg tych funkcji

zZilustrowano na rysunku 5.1.

Odksztatcenia dla tego prostego przypadku opisano tylko jedng sktadowg

€=[€x]=L-u=@=d—N-d=B-d
dx dx

wiec
B=N =l-[—1, 1].
X L

Stan naprezenia rowniez sprowadza sie do jednej tylko sktadowe;:
oc=0 =D-e=E-¢ =E-B-d,

gdzie operator konstytutywny uproscit sie do jednej tylko statej.

1 b

S S VO . RN VA
-
t sz

P
b1 t

v

b.

, X , de

Rys. 5.2. Obciazenia preta kratownicy: osiowe ciagte i liniowo zmienne

Macierz elementu otrzymujemy teraz z podstawienia:

-1 L ) 1 =1
v Lol g9 L |-1 1

gdzie przyjeto, ze pole powierzchni przekroju preta jest stale na catej jego dtugosci.

(5.46)

(5.47)

(5.48)

(5.49)

Przyjmijmy dodatkowo, Zze pret obcigzony jest sitg masowag, zmieniajacq sie liniowo, tak jak to

pokazano na rysunku 5.2 wedtug funkcji:
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- X (5.50)
wowczas wektor sit masowych dziatajgcych w weztach wynosi:

L 2:b +b
prINT-bx-dle- S (5.51)
; 6 |b+2-b,

Gdy element poddany jest dziataniu temperatury AT, mamy do czynienia z poczatkowymi odksztatceniami
& =& =a-(AT), gdzie przez & oznaczono wspdtczynnik rozszerzalnosci cieplnej materiatu. Sity

przyktadane w weztach elementu, spowodowane poczatkowymi odksztatceniami, wynosza:

L ~1
Do =Py = ”BT-D-a-(AT)dA dx:E-A-a-(AT)-{ | } (5.52)

04

Czytelnik mogtby zada¢ sobie trud sprawdzenia poprawnosci wynikdw wzordw (5.51) i (5.52).

5.4. Podstawy MES wyprowadzone z twierdzenia o minimum catkowitej
energii potencjalnej

Otrzymane w poprzednim rozdziale réwnania MES uzyskuje sie rowniez przez zastosowanie twierdzenia o
minimum catkowitej energii potencjalnej. Twierdzenie to gtosi, ze sposrod wszystkich kinematycznie
dopuszczalnych pdl przemieszczen spetnia sie to, ktére catkowitej energii potencjalnej zapewnia minimum.

Catkowita energia potencjalna uktadu wyraza sie jako:
n=uv-w, (5.53)
gdzie U oznacza energie sprezysta ciata, a W jest praca sit zewnetrznych. tatwo wykazaé, ze I1 dla ciata

liniowo-sprezystego jest funkcjonatem kwadratowym i ma jedno globalne minimum. Rozwigzanie jest wiec

jednoznaczne. Energie Il zapiszemy wiec w postaci:

n:ljaT-g.dV—juT-b-dV—juT-p*.dS, (5.54)
2V V S

gdzie p* jest danym obcigzeniem brzegu S . Przyjmujac interpolacje dla elementu w znanym juz nam
ksztaicie:

u=N"-d, &e=B-d, c=D-¢,

mozemy powyzsze twierdzenie ograniczy¢ do obszaru elementu i zapisac:
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v

e

1 R
m=- J.dT-BT-D-B-d-dV— de-NT-b-dV— de-NT pdS; (5.55)
V. S,
ze stacjonarnosci tego wyrazenia wynika rownowaga elementu:

oIl
od

]
=]
U

IBT -D-B-dV-d-p,=K-d-p,, (5.56)gdzie p, opisuije sity

v,

e

weztowe danego elementu jako efekt obcigzen masowych b i powierzchniowych p*:

=INT-b-dV+INT-p*-dS. (5.57)
v, S

Sprawe modyfikacji wyprowadzonych wzoréw dla przypadkéw uwzgledniajgcych udziat odksztatcen
wstepnych pozostawia sie Czytelnikowi.

Energia sprezysta pojedynczego elementu belkowego bez uwzglednienia wptywu Scinania wynosi:

Ue:%Jaf-g-dlf:%ng-D-g-dV_gyj (5.58)

v

e

Jesli  przyjmiemy  klasyczne  zatozenie belki  Bernoulli'ego, ze  odksztatcenie jest funkcjg
przemieszczenia (ugiecia),

d*v

=Yg

(5.59)

wowczas energia wewnetrzna elementu zginanego wynosi:

E dvY E d> E E-T'
U6=3V!(— gf] -dV:EV!yZ-[de] dV_Eof[ ]fAdA dx_Toj( ]dx.(5.60)

Réwnanie powyzsze interpretuje energie wewnetrzng elementu belkowego jako funkcje przemieszczen,

v=f(x)
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Yy
Adi A Id3
d, . d;/\ X
L 7

1 A A
H2(x) = —3.[L.x‘ —ait el
L

X

Wiz 01

1 2
H3(x) = —3-[—2-}{3 +3LY
L

Hiixi

1 £y
Ha(x) = —3.[L.x‘ -1
L

-0

Rys. 5.3. Postacie funkcji ksztattu dla elementu belkowego

Rozpatrzmy element belkowy, ptaski, dwuweztowy zginany w ptaszczyznie x0y , jak na rysunku 5.3. Wektor
przemieszczen weztowych przyjmijmy w postaci d =[d1, d,,d,, d4]=[v1, O, V,, ¢2] gdzie przez v
oznaczono przemieszczenie prostopadte do osi preta, zas ¢ jest katem obrotu przekroju. Indeksy 1,2

odnoszg sie do numeracji weztéw. Zgodnie z zatozeniami klasycznej teorii belek katy obrotu sg pochodnymi

przemieszczen:
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_dv,
dx’

_b,

=—2. 5.61
I (5.61)

¢ 9,

Odpowiedni wektor sit weztowych p=[p1, my, p,, mz] zawiera sity skupione dziatajgce w kierunku

przemieszczen oraz momenty zginajace zgodne z katami obrotéw przekrojéw.

Zatézmy funkcje przemieszczen w postaci kompletnego wielomianu trzeciego stopnia:

W(x)=c +c, x+e, x e, x. (5.62)
W funkcji tej wspodtczynniki ¢, wyznaczymy z warunkow brzegowych, ktore definiujg wielkosci

przemieszczen i katow obrotdw na kohcach elementéw jako réwne sktadowym wektora d. Zapiszmy te

warunki:
da x=0 v(0)=v, oraz MO =g,
dx
(5.63)
dla x=/ v(l)=v, oraz ) =9,
dx

Po wyznaczeniu statych c¢; zapiszemy macierz funkcji ksztattu:
1
N=l—3-[2-x3 3, =2, =20 +3 0%, [0 =1 x%]. (5.64)

Funkcje ksztattu, ktore przedstawiono na rysunku 5.3, opisujg zmiane przemieszczenia v(x), spowodowang

jednostkowymi przemieszczeniami weztdw. Jesli zatozymy dalej prawdziwos¢ hipotezy ptaskich przekrojow,

wowczas przemieszczenie podtuzne wyniesie:

dv
u(x)=-y-—, (5.65)
dx
skad odksztatcenie
d2 d2
_du AV k) gdzie k=Y (5.66)

- 2 2"
odx dx X

Widzimy zatem, Ze operator rézniczkowy L, transformujacy przemieszczenie v(x) w odksztatcenie

£, ma postac:
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dZ
L=—y —, 5.67
S (5.67)
skad macierz B = L-N otrzymujemy w postaci:
B=L N=—2.[12-x-61,61-x-41%, —12-x+61, 61- x—21°]. (5.68)

i

Pamietajac, ze dla tego prostego przypadku zwiazek fizyczny ma posta¢ o =FE-€_  (czyli operator

D = E), otrzymujemy macierz sztywnosci K dla elementu belkowego:

16 61 -12 61

E-1 |61 41> —-6-1 2.I°
K, =2 , (5.69)
[ -12 -6-1 12 -6-1

61 2-1° —-6-1 4.1

gdzie [ = Jysz . Drobne przeksztatcenia, ktére nalezato wykonac¢, by w koncu otrzymac jawng postac
A

macierzy K, pozostawiamy Czytelnikowi.
Réwnowazne obcigzenia weztowe, wynikajace z przyjecia ciezaru rownomiernie roztozonego by

badz liniowo zmieniajgcego sie by(x) , jak na rysunku 5.4 wynoszg odpowiednio:

! b, -1
pbszT-b),-dxzi—z-[6, I, 6, —I]-obciazenie state,
0

b, -1
Py = ;0 19, 2-1, 21, —3-1] - obciazenie liniowo zmienne (5.70)
Y
EJ)1 i E’)JZ

a) LT T T TTTT b
b)mb%

Rys. 5.4 Obciazenia elementu belkowego: obciagzenie rownomierne i liniowo zmienne
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Chcac uwzgledni¢ rowniez wplyw odksztatcen poczatkowych zatézmy, ze element poddany jest liniowej

zmianie temperatury od A7} na czesci dolnej do A7, na gérnej. Jesli AT, > AT, i wysokos$¢ elementu jest

rowna h , to zmiana temperatury w kazdym punkcie wynosi:

AT == (AT, +AT2)—%-(ATI—AT2). (5.71)

1
2

Pierwszy czion opisuje efekt rownomiernego ogrzania, a poniewaz nie wywoltuje zginania, zostanie w

dalszych rozwazaniach pominiety. Drugi czton powoduje odksztatcenia od zginania:

E,r :—a'%'(ATl —AT,), (5.72)

znajdujemy wiec

Py = IBT-O'T-dV=
V

573
a-FE-1 ( )

1
:_HBT.E.a%.(ATI—ATZ).dAdxz = (AT -AT)-0o, -1, 0, 1]
0 A4

Jezeli znane sg wyrazenia okre$lajace krzywizny poczatkowe Kk, elementu, to poczatkowe

odksztatcenia wyrazajg sie zaleznoscia;
£ ="V Ky, (5.74)
sity weztowe wyznaczymy zgodnie z (5.42) jako:

Py = jBT .D-g,-dV . (5.75)
14

5.5. Podsumowanie

Sprébujmy na koniec tego rozdzialu uswiadomi¢ sobie, w jaki czysto formalny sposéb mozemy
zbudowa¢ macierze sztywnosci elementéw oraz wektory obcigzen, wynikajagce badz z dziatania sit
masowych, badz z wstepnych odksztatcen. Zapamietajmy nastepujacy tok postepowania:

1. Rozpoczynamy od aproksymaciji pola przemieszczen, ktérg mozna wyrazi¢ nastepujaco :

u=g-c, (5.76)
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gdzie przez g oznaczyliSmy tzw. macierz geometryczna, ktora najczesciej gromadzi odpowiednie potegi
stosowanych wielomianéw interpolacyjnych, zas ¢ jest macierzg statych. State te wyznaczymy z warunkow

brzegowych, ( przemieszczenia w weztach muszg by¢ zgodne z warto$ciami przemieszczen, wynikajgcymi z

przyjetych funkcji )
2. Warunki brzegowe wyrazg sie w postaci:

d=h-c, gdzie h=[g] da i=12,..n,,. (5.77)

Macierz h jest macierzg kwadratows i nieosobliwa, tak wiec z uktadu réwnan (5.77) mozna wyznaczy¢ state

wielomiandw interpolacyjnych jako funkcji przemieszczen weziéw,
c=h"-d. (5.78)
3. Funkcje ksztattu otrzymamy teraz automatycznie i formalnie:
u=g-h'-d=N-d, (5.79)
wiec N=g-h™.
4. Znajac posta¢ operatora rozniczkowego L, z tatwoscig wyznaczymy macierz B=L-N .

5. Teraz zupemie formalnie przy ustalonym prawie konstytutywnym o =D& otrzymujemy

macierz sztywnosci K oraz pozostate wektory p,, p, lub p,.

Zaproponowany sposéb postepowania sprobujemy wykorzysta¢ w dalszych rozwazaniach. Nalezy
jednak zaznaczy¢, ze o ile dla elementow o niewielkiej liczbie stopni swobody taki formalny sposéb podejscia
jest wygodny, o tyle dla elementéw bardziej skomplikowanych moze okazac sie nieskuteczny. W takich
przypadkach wygodniej bedzie od razu probowac zdefiniowac postacie funkcji ksztattu N, a nie uzyskiwaé
ich w sposob formalny. Ma to miejsce gtdownie w sytuacjach, gdy unika sie budowania jawnej postaci
macierzy sztywnosci elementu, a otrzymuje sie jg w wyniku zabiegéw numerycznych.

Na koniec rozwazan na temat formutowania elementéw skoriczonych podejmijmy prébe odpowiedzi
na pytanie, kiedy rozwigzanie rdwnania rézniczkowego, opisujgcego dane zagadnienie brzegowo-
poczatkowe otrzymane za pomoca MES bedzie zbiegac¢ sie z rozwigzaniem analitycznym (doktadnym). Czy
w miare zwiekszania liczby elementéw skonczonych rozwigzanie to bedzie zbiezne z rozwigzaniem do-
ktadnym? Zaznaczmy przed rozpatrzeniem tego problemu, ze rozwigzania otrzymywane metodg elementéw
skonczonych sa obarczone kilkoma typami btedéw, wynikajagcymi z: biledéw zaokraglen obliczen

komputerowych, btedéw wynikajacych z aproksymaciji praw konstytutywnych, btedéw powstatych z
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catkowania macierzy i bledéw metod rozwigzywania réwnan (sposobu catkowania réwnan ruchu). Ponizej
rozpatrzymy tylko btedy wynikajace z dyskretyzacji, czyli idealizacji konstrukcji czy kontinuum materialnego
elementami skonczonymi.

Mozna wykazaé, Ze w celu zapewnienia monotonicznej zbieznosci rozwigzan elementy skonczone
muszg spetnia¢ dwa zasadnicze kryteria: zupetnosci i zgodno$ci. Jezeli sg one spetnione, to
doktadnos¢ wynikéw rosnie w miare zageszczania siatki podziatu na elementy.

Warunek zupetnosci wymaga, by funkcje przemieszczen elementu mogty reprezentowac jego ruch sztywny
(beznaprezeniowy) oraz stan statych odksztatcen. Na przyktad dla elementu ptaskiego wymagane jest by
funkcje przemieszczen mogly przedstawi¢ 3 postacie ruchu sztywnego (dwa translacyjne i jeden sztywny ob-
rét) oraz stan statego odksztatcenia. Stan statego odksztatcenia mozna zinterpretowa¢ wymaganiem, by w
miare zageszczania elementdw przez ich pomniejszanie, w elementach takich odksztatcenia powinny by¢
state, by méc skolei reprezentowaé dowolne zmienny stan odksztatcenia catego ukfadu.

Drugie kryterium, tzw. kryterium zgodnosci elementu, oznacza, Zze przemieszczenia wewnatrz elementu jak i
na jego brzegach powinny by¢ ciagte. Chodzi o to, by nie pojawiaty sie nieciagtosci pola przemieszczen
pomiedzy elementami w sytuacji, gdy uktad elementéw zostanie poddany obcigzeniu. W przypadku gdy ma-
my do czynienia tylko z translacyjnymi stopniami swobody wymaganie to sprowadza sie do sprawdzenia

tylko ciagtosci przemieszczen u, v i w. W przypadku wystepowania rotacyjnych stopni swobody

zdefiniowanych jako pochodne przemieszczeh (w elementach belkowych i ptytowych), nalezy spetni¢ to
wymaganie réwniez dla tych stopni swobody, czyli spemni¢ ciggtosé¢ ich pierwszych pochodnych. Ciggtosé te
zazwyczaj trudno jest spetni¢ dla elementéw piytowych, w ktérych katy obrotu sg otrzymywane przez
rézniczkowanie przemieszczeh poprzecznych.

Elementy nie spetniajgce powyzszych kryteriow nazywane sg elementami niedostosowanymi a ich
stosowanie nie gwarantuje . monotonicznej zbieznosci wynikow.

To, czy element jest zgodny i zupetny, zalezy od uzytego sformutowania i kazde sformutowanie nalezy

sprawdzi¢ indywidualnie.

Zadania

1. Zapisz funkcjonaly catkowitej energii potencjalnej w notacji wskaznikowej i macierzowej dla
0golnego problemu kontinuum.

2. Podaj wyprowadzenie wzoru na macierz sztywnosci elementu belkowego z twierdzenia o minimum
catkowitej energii potencjalne;.

3. Wyprowadz wzory na postaci macierzy sztywnosci elementu pretowego (kratownicy) z réwnania
pracy wirtualnej i twierdzenia o minimum catkowitej energii potencjalnej. Jakie sg wspdlne cechy
tego wyprowadzenia?

4. Dana jest rama o geometrii przedstawionej ponizej na rysunku. Pozostate dane o przekrojach
przyjmij z tablicy. Nalezy :

— ponumerowaé wezly i prety,

— sformutowa¢ macierze potaczen weziéw,
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— obliczy¢ macierze sztywnos$ci wybranych elementéw w ukfadzie globalnym,
— dokona¢ agregaciji globalnej macierzy sztywnosci uktadu,

— zmodyfikowac¢ uktad réwnan zgodnie z warunkami brzegowymi.

Rysunek geometrii ramy ptaskiej

[m] |[cm®]|[em®]|[ecm®*] | [em®*] |[GPa] | [AN]
1.2 40 22 3000 1000 200 10
2.0 18 28 570 1450 200 12
1.0 240 96 9000 1200 80 6
1.5 240 72 9000 900 100 3




