7. SFORMULOWANIE IZOPARAMETRYCZNE

W poprzednich rozdziatach omoéwilismy elementy skonczone formutowane za pomocg tzw.
wspotrzednych uogodlnionych. ZaktadaliSmy, ze przemieszczenia elementu zmieniajg sie zgodnie
z przyjetymi funkcjami, ktérych wspodtczynniki byty traktowane jako uogdlnione wspotrzedne
elementu. Przypomnijmy raz jeszcze podstawowe kroki tego sformutowania:

1. Przyjecie pola przemieszczen
u=g-c (7.1)
gdzie ,g” oznacza tzw. macierz geometryczng, ktéra gromadzi odpowiednie potegi
wielomianéw interpolacyjnych, za$ c jest macierzg statych. State te wyznacza sie z warunkow
brzegowych ( przemieszczenia wezidbw musza by¢ zgodne z wartosciami przemieszczen,
wynikajacymi z przyjetych funkcji ).

2. Wyznaczenie macierzy statych ,c” (wspoétrzednych uogadlnionych):

d=h-c, gdzie h=[g|] dla i=1,2,...,Negr. (7.2)

Macierz h jest macierza kwadratowg i nieosobliwg, tak wiec z (7.2) mozna wyznaczy¢ state

wielomianéw interpolacyjnych jako funkcje przemieszczeh weztéw

c=h"-d (7.3)

3. Wyznaczenie funkgcji ksztattu N
u=g-h"-d=N-d (7.4)
wiec:

N=g-h (7.5)
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N, = (1-§)

N, =—(1+¢)

N[= N[

Rys. 7.1. Dwuweztowy element kratownicy ptaskiej

4. Wyznaczenie macierzy B =L-N
5. Wyznaczenie macierzy sztywnosci K oraz pozostatych wektoréw pypo lub P, przy ustalonym
prawie konstytutywnym o = D-¢.

Formutowanie omawianych w tym rozdziale elementéw izoparametrycznych (termin
izoparametryczny znaczy ten sam) jest prostsze i szczegdlnie atrakcyjne przy definiowaniu nowych
elementdw.

Gtéwng ideg formutowania elementéw izoparametrycznych jest wyznaczenie funkcji interpolujgcych
(funkcji ksztattu), okreslajacych relacje pomiedzy przemieszczeniami elementu i przemieszczeniami
jego weztéw w sposdb bezposredni, bez koniecznosci obliczania macierzy h'.

Proces formutowania elementu izoparametrycznego zanalizujemy na przyktadzie najprostszego
elementu, jakim jest dwuweziowy element kratownicy ptaskiej. Na rysunku 7.1 pokazano taki
element o weztach oznaczonych przez 1 i 2. Pierwszym krokiem sformutowania elementu jest
wyrazenie globalnych wspétrzednych elementu x od jego wspotrzednych naturalnych g, gdzie -1 < &

< +1. Transformacja ta jest dana w relacji:

1 1
X =§(1—§)x1 +§(1+§)x2 (7.5)

lub
X =Y N, (7.6)

gdzie N4= 0.5(1-¢) i No= 0.5(1+&) sa funkcjami interpolujgcymi (tutaj liniowymi). Zauwazmy, ze
relacja (7.5) jest jednoznaczna i ustala zalezno$¢ pomiedzy wspétrzednymi x i . Globalne

przemieszczenia preta wyrazone sg w ten sam sposob, co wspoétrzedne globalne, a mianowicie



Rozdziat 7 — Sformutowanie izoparametryczne 87

d=> Nd, .7)

Zastosowanie tych samych funkcji interpolujacych (funkcji ksztattu), zdefiniowanych we
wspétrzednych naturalnych, do wspétrzednych elementu i jego przemieszczen stanowi podstawe
sformutowania izoparametrycznych elementéw skonczonych. W celu okreslenia wspotczynnikéw
macierzy sztywnosci nalezy znalez¢ relacje: odksztatcenie-przemieszczenie, w naszym przypadku
e=du/dx. Mamy wiec:

du d§
€=——=, (7.8)
dg dx
przy czym L jest dlugos$cig elementu. Macierz odksztatcern B ma zatem postac:
B = L -1 1 (7.9)
L ’ '

W ogdlnosci zwigzek: odksztatcenie-przemieszczenie jest funkcja wspotrzednych naturalnych
i w celu wyznaczenia macierzy sztywnos$ci wymagane jest catkowanie w tych wspdétrzednych.

Korzystajac ze znanej juz zaleznosci na macierz sztywno$ci, otrzymujemy

+1 -1
k =& J-1 1-J-d§ (7.10)
L> - 1

gdzie J jest jakobianem wigzgcym dtugosé elementu we wspdtrzednych globalnych z diugoscig

elementu, wyrazong we wspotrzednych naturalnych, tj.

dx =J-dg, (7.11)
gdzie J = L/2, skad otrzymujemy ostatecznie:
EA Y 1 -1
k=— , (7.12)
L J-1 1

Jak widaé w powyzszym sformutowaniu, nie byto potrzeby wyznaczania macierzy h™.
Prosze poréwna¢ powyzsze sformutowanie ze sformufowaniem tego samego elementu,

zamieszczonym w rozdziale 5.
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7.1. Wspotrzedne naturalne

Jak wspomnieliSmy wyzej, podstawg formutowania elementéw izoparametrycznych jest
wyrazenie wspotrzednych elementu i jego przemieszczeh we wspétrzednych naturalnych. Ten uktad
moze by¢é uktadem jedno-, dwu- lub tréjwymiarowym w zaleznosci od wymiarow elementu.
Podkresimy, ze obliczanie macierzy elementoéw jest takie samo dla wszystkich tych przypadkéw.
Ponizej przedstawimy sformutowanie najbardziej ogdlne, tj. dla przypadku przestrzennego.

Wspotrzedne elementu przestrzennego wyrazi¢ mozemy ogélnie w postaci:

XZiNin y:iNiyi, z:iNizi, (7.13)
i=1 i=1 i=1

gdzie X, y, z sg wspotrzednymi dowolnego punktu elementu, a x;, vi., z. (i=1,..,q) sa wspétrzednymi
jego weztow. Funkcje ksztattu sg zdefiniowane we wspétrzednych naturalnych &, n, ¢, ktére zmieniaja,
sie od -1 do +1. Nieznanymi w (7.13) pozostajg funkcje ksztaltu N.. Funkcje te mozna wyznaczyc¢
korzystajac z fundamentalnej ich wtasnosci, a mianowicie z tego, ze przyjmujg wartos¢ 1 w wezle ,,i”,
a wartos¢ ,,0” w pozostatych weztach.

Pozostawmy sformutowanie elementu przestrzennego i zilustrujmy powyzsze ponownie na
przyktadzie preta kratownicy, tym razem o 3 weztach (rys.7.2).

1 2 3
x=0 x=0.3L x=L
5= 5=t

1
£ =1 £=0 £=1
S |
1 \\‘\
| T~—
!
\
///// 1

N, = 1- &2
1 1, .,
N, =§(1—§)—§(1—§ )
1 1. .,
Ny =5 (1+8)-2(1-€)

Rys. 7.2. Trojweziowy element kratownicy ptaskiej
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Zauwazmy na poczatku, ze w tym przypadku funkcje ksztattu muszg byé funkcjami parabolicznymi.
Funkcje N, zdefiniowac najtatwiej, bowiem parabola, ktéra spetnia warunki: dla § = £1 réwna jest 0,
a dla £&=0 réwna 1, ma posta¢ N, = (1-&%). Pozostate dwie funkcje ksztaltu wyznaczymy przez
superpozycje funkcji liniowej i paraboli. Na przyktad dla wyznaczenia N; funkcja liniowg (1-§)/2
spetnia wymagane warunki: dla § = -1 réwna jest 1 i dla €&=1 réwna 0. By spetni¢ warunek, ze dla
& = 0 Ny jest rowne 0, dodajmy do liniowej czesci parabole -(1-22)/2. W ten sposéb otrzymujemy
funkcje ksztattu w postaci N4 =0.5-(1-¢)- 0.5-(1-&2). Podobnie wyznaczymy funkcje Ns.

Przedstawiony wyzej algorytm konstruowania funkcji ksztattu mozna bezposrednio uogolni¢ dla
elementéw dwu i tréjwymiarowych. Zauwazmy jeszcze, ze postaé zaleznosci (7.13) wskazuje,
ze elementy izoparametryczne mogq miec¢ brzegi zakrzywione, wobec czego w wielu sytuacjach
elementy izoparametryczne sg bardzo uzyteczne przy modelowaniu geometrycznych warunkow
brzegowych. Majg one jednak i pewng trudnosé, polegajacg na skomplikowaniu relacji e-d. Wynika to
z faktu, ze przemieszczenia elementu sg wyrazone we wspotrzednych lokalnych:

9 9

u=> Nu, v=>Nv, w= Zq;‘Niwi, (7.14)

i=1 i=1

podczas gdy do obliczenia wspétczynnikdw macierzy odksztatceh wymagane jest rézniczkowanie
wzgledem zmiennych globalnych. Poniewaz przemieszczenia elementu sg zdefiniowane we
wspotrzednych naturalnych (7.14), musimy znalezé zwigzek pomiedzy wspotrzednymi x, y, z

a wspotrzednymi &, n, ¢. ktéry mozna przedstawi¢ formalnie jako:

x=f(EnC), y=£%(En0), z="1,(&n,0), (7.15)

lub jako zaleznosci odwrotne:

E=filxy.z), mn=f(xy2), C=F(xV,2), (7.16)
Aby otrzymac¢ relacje pomiedzy obydwoma uktadami wspoirzednych wymagana jest znajomos¢
pochodnych typu 8/0x, 8/8y i 6/6z. Wykorzystujac regute rézniczkowania funkcji ztozonej, mamy:
5 _ 58, 38n, 53
ox 8 dx omox &L dx

i podobnie mozna otrzymac¢ wyrazenia na &/0yi 6/6z. W celu obliczenia d&/dx,

(7.17)
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on/dx i d8¢/dx musimy w sposbéb jawny znac relacje (7.16). Obliczenie pochodnych wystepujacych
w (7.16) jest stosunkowo ucigzliwe. W tym celu postuzymy sie nastepujacym algorytmem.
Wykorzystujac regute rézniczkowania funkcji ztozonej, otrzymamy:

&/8& Ox/0E Oy/dE dz/dE || &/0x

d/om|=|dx/dn dy/dn o6z/dm| d/dy (7.18)

§/8C| |ox/8C dy/SL 8z/8C|5/8z
lub inaczej:

8/0E=J-8/0dx (7.19)
gdzie J jest operatorem jakobianu (macierzg Jakobiego) wigzacym pochodne wspoirzednych
naturalnych z pochodnymi lokalnymi. Zauwazmy, ze macierz Jakobiego tatwo wyznaczyé z relac;ji
(7.13):

§/ox=J"-8/8€ (7.20)
ktéra wymaga oczywiscie, by macierz J istniata. Wykorzystujac (7.14) i (7.20) obliczamy pochodne
ou/dx, du/dy, du/dz i dalej macierz odksztatcen € = B d. Nastepnie obliczamy macierz sztywnosci
elementu k = |B™-D-B-dV. Poniewaz elementy macierzy B sg funkcjami wspodtrzednych naturalnych
&, n, G, to catkowanie po objetosci wymaga wprowadzenia zaleznosci
dV =det(J)-d§-dn-d{ (7.21)

gdzie det(J) jest wyznacznikiem macierzy J. Jak widaé, jawne catkowanie wyrazenia na macierz
sztywnosci nie jest efektywne i dlatego tez w elementach izoparametrycznych najczesciej stosuje sie
catkowanie numeryczne.

Ponizej zilustrujemy przedstawiony wyzej algorytm dla elementéw izoparametrycznych
wykorzystywanych w zagadnieniach ptaskich.

7.2. Element czworokatny
Rysunek 7.3 przedstawia bezwymiarowe wspétrzedne naturalne ¢ i n dla czworokata.

Punkt g przyjety jest w srodku geometrycznym, wobec czego jego wspotrzedne globalne spetniajg
réwnania :
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X =

g (X4 + X, + X3 +X,)

— .J;|_\

(7.22)
Yq :_(y1 TY2tY; +Y4)

N

Rys. 7.3. Czworokatny element izoparametryczny
Zauwazmy, ze wspotrzedne ¢ i n zostaty wprowadzone w taki sposob, ze na przyktad
&= -1 definiuje wszystkie punkty potozone na krawedzi 1-2, zas ¢ = 1 - punkty na krawedzi

2-3. Stosujac interpolacje liniowg w obu kierunkach, wspétrzedne globalne potozenia
dowolnego punktu wyrazimy w postaci:

4 4

X = zNiXi’y = ZNiyi (7.23)
i=1 i=1

gdzie

N, =5 (1-8)1- LN, =5 (1+8)(1-m)

(7.24)

Ny = (1+ &)1+ .N, = -(1-E)(1+ 1),
4 4

Powyzsze funkcje (poréwnaj wzoér (6.52)) wyrazajg wspotrzedne globalne we wspdétrzednych

naturalnych. Ze wzgledu na to, ze roéwnania (7.24) sa biliniowe, nie mozna tym razem w

sposob fatwy odwréci¢ zaleznosci (7.18) ani wyrazi¢ € i n jako funkcji wspotrzednych

globalnych x i y. Zastosujemy zatem sposob przedstawiony w punkcie 7.1.

Macierz Jakobiego dla analizowanego przypadku mozna przedstawi¢ w postaci:
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J:F” J12}:[X,& yﬂ (7.25)
J21 J22 Xn Yn

Wyrazenia w macierzy Jakobianu majg nastepujacg postaé:

4 4
Jiy = Xe = ZNi,E_, Xidyy = Xy = ZNi,n X
i=1 =

4 4 (7.26)
Jpo=Yy, = ZNi,g Vidy =X, = ZNi,n “Yis
i=1 i=1
Powyzsze wyrazenia mozna zapisa¢ zgrabnie w formie macierzowej
J=D.Cy (7.27)

gdzie macierz D.. (2 x 4) zawiera rozniczki funkcji ksztaltu N;. ze wzgledu na wspoirzedne lokalne,

zas$ macierz Cy (4 x 2) sktada sie ze wspétrzednych x;. i y;. weztdw.

DL{Nm Nog Nog Nﬂ: 1 ‘{—(1—&) (1-8) (1+¢) —m@} 28
+n)

Niy Npy Noy Ny 4 [-(1-m) (1-m) (1+m) -(1
oraz
;
C, = [x1 X, X, xﬂ 20
Yi Y2 Y5 Y

Interesuje nas przede wszystkim wyrazenie na JTi wyprowadzimy je tutaj formalnie jako macierz
odwrotng do J (7.27). Z definicji mamy:

4021 J 11y -X
J =_=_.{ 2 Y21 |_ 1| In M (7.30)
Mo D da ] Mye X
gdzie J oznacza macierz sprzezong, za$ |J| jest wartoscia wyznacznika jakobianu. Aby otrzymac

rézniczki wszystkich funkcji ze wzgledu na x i y, zastosujemy (7.20):



Rozdziat 7 — Sformutowanie izoparametryczne 93

N | g N i 21234
Ni’y - : Ni"r1 ’I_ 1=y (731)
Dalej zdefiniujemy macierz Dg
D,=J"-D,=(D_-C,)"-D,, (7.32)
ktéra zawiera rézniczki funkcji N; ze wzgledu na zmienne globalne x i y. Jej postac¢ jest nastepujgca :
D N‘l,x N2,x NS,x N4,x
= (7.33)
¢ N,y Ny, Ny, N,
Wprowadzajac kolejno sktadowe tej macierzy, otrzymujemy :
1
D11 ZM' [—(1—11)'J22 +(1_E.,)'J12];
Dy, = 4|J| [(1 )-dy +(1+E)- J12]a
1
Dy ZM' [(1—11)-J22 _(1"'&)"]121
1
Dors = 4|J| (1) dp ~(1-8) - o]
DgZ‘I 4|J| (1 n)-Jy —(1-8)- J11]a
1
Dy2 ZM'[_(']_T])'JM _(1"'&)"]111
1
Dy = 4|J| [ (14Mm)-Jpy +(14E)- 111
1
D (14m) - dp = (1-8)-J1] (7.34)

924 — 4|J|
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Ze wzgledu na fakt, Ze w mianowniku powyzszych wyrazow pojawia sie wyznacznik macierzy
jakobianu J, istnieje zasadnicza trudnos¢ bezposredniego scatowania wyrazen na macierz
sztywnosci lub réwnowazne obcigzenia weztowe. Musimy wiec porzuci¢ stosowany dotad sposéb
wyprowadzania rownan przez bezposrednie catkowanie na rzecz catkowania numerycznego.

Kontynuujmy rozwazania podjete w rozdziale 6.3.1, w ktérych zajmowaliSmy sie elementem
czteroweztowym (Q4). Sformutowawszy juz w postaci zaleznosci (6.52) skladowe macierzy funkcji
ksztattu oraz podmacierzy B.(3x2) (6.57) oraz stosujgc notacje z tego rozdziatu, mozna te

podmacierz zapisa¢ takze w postaci:

Daii 0
Bi = 0 DG2i (7.35)
DGzi DG1i

Macierz sztywnosci elementu Q4 o statej grubosci t mozna teraz przedstawic jako:
1
K, =t JBT(x,y)-D‘B(x,y)-dx.dy (7.36)
-1

lub we wspéirzednych lokalnych :

K, =t [ [BT(&m)-D-B(&n)- (& n)ds - dn (7.37)

-1-1
Podobnie rzecz ma sie z obcigzeniami, sitami masowymi i poczatkowymi odksztatceniami:

P, =t [ [N"(&n)-b(&mn)- [J(En)d& - dn

Py =t [ [BT(&m)-D(e, (& M))- M(EN)dE - dn

-1-1

(7.38)
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7.3. Element tréjkatny

Jedng z metod otrzymywania elementéw trojkatnych jest proces degenerowania elementow
czworokatnych. Proces ten polega na przypisaniu tych samych wspotrzednych dwom weztom.
Zilustrujmy to na nastepujacym przyktadzie.

Z elementu czworokatnego 1-2-3-4, przedstawionego na rysunku 7.4, nalezy otrzymac element
trojkatny przez natozenie na siebie weztow 1 i 2. Wspodtrzedne elementu wyrazajg sie nastepujacymi

zaleznosciami:

1 1 1 1
x=, (1+8)(1+m) X+ (1+8)(1-1) X, + - (1=§)(1-m)- X3 + (1+5)(1-1) x,,

(7.39)
1 1 1 1
Y= (8140 yy 5 (1 E)1-1)- Yo+, (1=8)(1-1) -y + L (1+E)1-1)- ¥,
Przyjmujac, ze x41= Xz iy1=Yy2, otrzymamy:
1 1 1
x=(1+8)- X, +, (1) (1=1) X+ (1+E)(1-1) x,,
(7.40)
1 1 1
y=5(1+8)- Y, +,(1-E)(1-1) vy + L (1+)(1-1)-y,
AY AY
2 . 1,2
- 3y ™
"’ e §
o 4 o 4

Rys. 7.4. Tworzenie elementu trojkatnego z elementu czworokatnego
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Podstawiajac odpowiednie liczby otrzymujemy:

x=2(1+8)(1-m),

(7.41)

y=(1+n)
Obliczajac teraz pochodne:

Sx /8 =1/2(1-1),8y /8 =0,

%/ &M= —1/2(1+ &), 8y / S =1. 742
otrzymujemy macierz Jakobiego w postaci:

2
(- o] . _|1-q °
J= L 1+) 2}J ' = (1;2) (7.43)
(1-m)

Przemieszczenia przedstawimy, zgodnie z podstawowg ideg elementdéw izoparametrycznych, jako:

1 1 1
U= (148)-U, + 4 (1=E)(1-)-ug + (1+8)(1-)-u,

(7.44)
V=48V, 4 (18- v, + (14ENI-1) v,
Obliczmy nastepnie pochodne:
du/dE=1/4(1-m)-u; +1/4(1-m)-u,,
dv/8E=1/4(1-n)-v, +1/4(1-1)-v,,
(7.45)

ou/dE=1/2-u, -1/4(1-8)-u; +1/4(1+€)-u,,
ov/oE=1/2-v,-1/4(1-&)-v, +1/4(1+E)-v,,
Korzystajac z zaleznosci (7.20)
o/ dx _ &/ 8&
d/dy S/

mamy:
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u2
2 |V
du/dx| | 1-n 0 0 —-14(1-m) 0 1/4(1-n) Ofu;|
[au/ay} (1+8) 1{1/2 0 —1/4(1-8) 0 1/4(1+&) 0] v, |
(1-m) u,
[ Va (7.46)
0,
V2
|0 0 12 0 1/2 0] u,
_[1/2 0 -12 0 0 0]y,
u4
LVa
Podobnie otrzymamy wyrazenie na
0,
V2
|:5V/5X}:|:O 0 0 -1/2 0 1/2]u, (7.47)
dv/dy| |0 1/2 0 -1/2 0 0 Jv,
U,
Vs
Relacja odksztatcenie-przemieszczenie bedzie miata zatem postac:
0,
0 0 -2 0 12 07"
e={0 12 0 —12 0 0> (7.48)
172 0 -12 -1/2 0 1/2 Vs
Ju,
[V

Jak wida¢, element ten jest elementem CST.

Chociaz przedstawiony wyzej sposéb budowy elementu trojkatnego moze byé atrakcyjny w
programach komputerowych, w ktérych zdefiniowano elementy izoparametryczne czworokatne, to
jednak element taki mozna réwniez sformutowac inaczej, korzystajac ze wspotrzednych polowych,
co pokazemy ponize;.

Potozenie dowolnego punktu 4 w tréjkacie wprowadza podziat jego pola na pola A1, A2, A3
(rys. 7.5a).

3 3 t,=
y o 51 i
/ga-o.s
£:=0 / £=0
X 0 \ /
4 y, — W 2=0.5
A3 %1:1 " g
1 2 1 g’1=0.5 %320 2 %2=1
a) b)

Rys. 7.5. Element trojkatny i wspétrzedne polowe
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Bezwymiarowe wspoétrzedne polowe dla tréjkata sg wtedy zdefiniowane jako:

A A A
§1 =X11§2 :f’és :Ks (7.49)
lub krocej

g =11 dlai=1,2.3

Dodatkowo widzimy, ze

iAi =A i D& =1 (7.50)
i=1 i

Rysunek 7.5b wyjasnia, ze wspotrzedna §;=1 definiuje potozenie punktu 1 wspétrzedna zas &,=0
definiuje potozenie dowolnego punktu na boku 2-3 tréjkata. Chcac wyrazi¢ wspétrzedng globalng
x i y dowolnego punktu tréjkata, mamy :

x=E X 1E,X, +&3Xs,

Yy =&Y 18, +83Y5
lub tez z drugiej strony, korzystajgc z (7.50) i (7.51), mozemy wspoétrzedne lokalne dowolnego

(7.51)

punktu przedstawié¢ jako

3 Xo¥3 —X3Ys Yo—VYs Xz =X, |1
& |= oA XY =Xi¥s Ys Yy Xi—X5 | X (7.52)
&s XY, =X¥1 Yi—Yo X=X |Y

gdzie 2A =x1y, + XaY3 + X3Y1 - X1Y2 - X2Y3 - X3Y1.

Poréwnanie powyzszego uktadu rownan z funkcjami ksztattu N;. dla elementu CST wskazuje, ze sg

to te same funkcje. Tak wiec element trojkatny CST jest elementem izoparametrycznym.
Upraszczajac réwnanie (7.52) przyjmijmy, ze A.. oznacza pole powierzchni tréjkata

o wierzchotkach i, j oraz wezle srodkowym 4, oraz a; =Xp3, a2 =X31, @3 =Xq2, | b1 = -ya3, by = -y34,

b3 = -y12.
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Otrzymamy wowczas:

& 2A by a1
gz zﬂ 2A31 b, a,|x (7:53)
& 2A, by a;)y
Rézniczkowanie funkciji f(€4, €,, €3 ) wzgledem zmiennych globalnych x i y przebiega wedtug reguty :
B 23: of 8<§
i=1 &—* ox (7.54)
23: of
- i=1 a
ale poniewaz
9 _ b, 98 _ a (7.55)
ox 2A ady 2A
wiec
A1y O
ox 2A o ' 9E, (7.56)
of L 3 of

Teraz postepujac jak wyzej, dla elementu czworokatnego, mozemy wyznaczy¢ macierz odksztatcen
B, a nastepnie macierz sztywnosci i wektor obcigzen.
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7.4. Element OSmioweztowy Q8

Rysunek 7.6a przedstawia prostokatny element Osmioweziowy, ktéry jest elementem
macierzystym dla osmioweziowego izoparametrycznego czworokata Q8 (rys. 7.6b).
Przemieszczenia weztowe dla obu tych elementéw sktadajg sie z dwoch sktadowych translaciji
w kazdym wezle:

d=[d,,dy,...; dig]" = [U,V5U,V o5 UgVg]T (7.57)
Przyjmijmy nastepujace funkcje przemieszczen :

U=Cy+Co& +Cym+C,E" +Cdn + oM’ + 8% + ceén”,

V=Cq +Cpo& +CyM+Cp&% +Cipm +Cyym® + Cys&%N + C kN,

Mozna je wyrazi¢ w postaci:

(7.58)

8

8
u=>N-u,v=>N-v, (7.59)
i=1 i

Rys. 7.6. Osmioweztowy element izoparametryczny:

a) prostokatny element macierzysty, b) element o brzegach zakrzywionych
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gdzie:

N, =%(1+§0)(1+n0)(§0 +My —1),...dla...i= 1234

N, = L (1—E2)(147,),...dla...i=57 (7.60)

1
2

gdzie oznaczono: & = &, no =nin, przy czym & i n;, sa wspotrzednymi weztdbw w ukfadzie

N

N, ==(1+&,)1-12),...dla...i= 68

wspotrzednych lokalnych i przyjmujg wartosci -1, +1 lub O. Ten element jest nazywany w literaturze
elementem Serendipa.

Dla lepszego uzmystowienia sobie przemieszczeniowych funkcji ksztattu wezmy dla przyktadu
funkcje przypisang weziowi nr 1 Wspotrzedne tego wezta wynoszg & = -1, nq4 = -1, co po
podstawieniu do (7.60 ) prowadzi do :

N, = (1-9(1-m)-&-1-1) o

Funkcja ta moze by¢ przedstawiona jako kombinacja trzech form deformaciji (rys. 7.7 a, b, cid):
1
N; =Ny =N, -0.5-N, -=0.5-N, =Z[(1—é)(1—n)—(1—&2)(1—11)—(1—&)(1—112)] =

= H-8)(A-n)-E-n-1),

gdzie: N, = %(1 -&)(1-7) jest funkcja liniowo-liniowa
1 2 . : -
N, = > (1-&°)1-n) jest funkcja kwadratowo-liniowa
1 2 . -
N, = > 1-8)(1-n%) jest funkcja liniowo-kwadratowg
1 1 . .
Ny =N, —=N, —=N jest funkcja kwadratowo-kwadratowa

2 2 ¢
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? A/
8

Rys. 7.7. Osmioweztowy element izoparametryczny a) - d) postacie funkcji ksztattu

Przyjmijmy, ze funkcje interpolujgce geometrie sg tymi samymi funkcjami, co funkcje ksztattu.
Oznacza to, ze uklad wspétrzednych lokalnych &, n staje sie krzywoliniowy, a wszystkie brzegi
elementu sg funkcjami kwadratowymi.

Mamy wiec

X= ZNiXi’ y= iNiyi’ (7.62)

Dalsze formutowanie macierzy sztywnosci elementu i odpowiadajgcych obcigzen weztowych dla

elementu Q8 jest podobne do sformutowania przedstawionego dla
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elementu Q4. W tablicy 7.1 zestawiono funkcje ksztattu i ich pochodne wzgledem zmiennych

lokalnych € i n, potrzebne do wykonania odpowiednich catkowan numerycznych.

Tablica 7.1 Funkcje ksztattu i ich pochodne

i N; Nig Nin

L FURRemEEen=) | @i | (B2 +E)
o | GOHO0-mEE-n-) | S@Ei-n) | (+8en-0)
s | URREMEE-) | @) | (14D
s | JO-90ENE=n | @) | JO+EE+)
5 %(1—&2)(1—71) —-&(1-n) _%(1_&2)

5 _a+e-m) %“—ﬂz) —(1+E)n

’ _a-g)(1+) ~&(+n) Ta-g)

8 %(1-@)(1—112) _%(1_“2) ~(1-&m

Zalety stosowania elementu Q8 w poréwnaniu z elementem Q4 mogg polega¢ na uzywaniu
w dyskretyzacji problemu brzegowego mniejszej liczby elementéow i w konsekwencji mniejszej liczby
stopni swobody dla catego zadania. W przypadku stosowania elementéow Q8 istnieje dodatkowo
mozliwos¢ modelowania brzegu krzywoliniowego. Mozemy sie réwniez spodziewac wiekszej
doktadnosci numerycznej ze wzgledu na stosowanie wielomiandéw interpolacyjnych wyzszego
stopnia. Nalezy jednak pamietaé, ze przewidywania te powinny by¢é zawsze weryfikowane

w eksperymencie numerycznym.
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7.5. lzoparametryczny element przestrzenny - szescioscian

Sposrdd elementéw przeznaczonych do analizy przestrzennego stanu naprezen, odksztatcen
i przemieszczen oméwimy sformutowanie jednego z najprostszych elementow. O$mioweziowy
szescioscian przedstawiono na rysunku 7.8 w ukladzie wspéirzednych naturalnych &, n i ¢.

Poczatek tego uktadu przyjeto w punkcie ,g”, srodku geometrycznym o wspotrzednych :

13 13 13
Xg:géxi’ygzggy“zgzgéz“ (7.63)

gdzie przez x;, Vi, z.0znaczono wspotrzedne kartezjanskie wierzchotkow (weztéw) elementu

szedcio$ciennego, wyrazone w uktadzie globalnym.

Rys. 7.8. |zoparametryczny element przestrzenny - szescioScian

Stosujac interpolacje liniowa w kazdym z kierunkoéw €, n i ¢, mozna potozenie dowolnego punktu

elementu wyrazi¢ za pomocg zaleznosci:

x:iNixi, y:iNiyi, z :ZNizi, (7.64)

w ktérych funkcje ksztattu N;. przyjeto w postaci:
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N, =2 (1-8)1-1)(1 - QN =2 (1+E)(1-n)(1-L),
N, =5 (1+ )1+ M- ON, =< (1-E)(1+n)(1-L),

(7.65)
Ny = (1= E)A-1)(1+0).Ng = (14 E)A-M)(1+),

8 8
1 1
N, = 5(1 +&)(1+m)(1+ ), Ng = 5(1 —&)(1+m)(1+Q).
Ze wzgledu na postaé zaleznosci (7.65) nie istnieje mozliwos¢ wyrazenia wspéirzednych
lokalnych €; ni ¢ jako funkcji x, yiz. Musimy wiec zastosowaé podobny sposdb, jak to czyniliSmy
poprzednio. W przypadku zadania trojwymiarowego macierz Jakobiego jest macierza o wymiarach
3x3:

Ji i i Xe Ye Zg
J=dy Jyp s =X, Y. Z, (7.66)
Jar Ja g Xe Yo Zg

Odpowiednie sktadowe tej macierzy wyznaczymy, biorgc pod uwage wyrazenia (7.58):

8 8 8
Ji = ZNi,iXi’ Jip = ZNi,gyi, Jis = Z
i i=1 i

N;:z;,
i=1 = i=1
8 8 8
Jy = Z1Ni,qxi’ Jyp = ;Ni,nyi’ Jys = ZNi,nZi’
8 8 8
Jyy = ZNi,gXi, Jyp = ZNi,gyi’ Jy = ZNi,gzi’ (7.67)

i=1 i

1l
N
1l
N

Tak jak to juz podawali$my, macierz jakobianu jest iloczynem macierzy DL (3x8) pochodnych
lokalnych funkcji ksztattu oraz macierzy C,(8x3) wspotrzednych globalnych weztéw elementu

(J=D. Cy). Odwrotnos¢ macierzy jakobianu wyrazona jest w znanej postaci:
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PR R
J7'= W = H 2, J3, 03, (7.68)
Ji Jn U5
Zgodnie z procedurg przedstawiong poprzednio, aby wyrazi¢ pochodne wszystkich funkcji ksztattu

ze wzgledu na wspoétrzedne globalne, wystarczy teraz obliczy¢

D, =J"-D, (7.69)

Macierz D¢ sktada sie z nastepujacych elementéw :

N Np,o ..o Ng,
De=|N;, Ny, Ng, (7.70)
N1,z N2,z 8,z (3x8)

Bezposrednie wyznaczanie tych 24 skiadowych jest tatwe, lecz pracochtonne, dlatego takie
czynnosci wykonuje sie automatycznie w programie komputerowym. Pozostate elementy procedury
zmierzajacej do zbudowania macierzy sztywnosci elementu i obcigzen weztowych w ukfadzie

lokalnym sg podobne do zamieszczonych w rozdziatach 7.3 i 7.4.

7.6 Catkowanie numeryczne
W rozdziale 7.1 wspomnieliSmy, ze w sformutowaniu elementéw izoparametrycznych
catkowanie numeryczne jest powszechnie stosowang technika, wykorzystywang przy obliczaniu
wspétczynnikdw macierzy sztywnosci i wektorow obcigzenia. Wielko$ci te, zaleznie od wymiaréw

elementu, sg nastepujacej postaci:

[FExde  [F(&n)dedn [F(&m, {)dedndg .71

Rozpatrzmy przypadek catkowania funkcji jednej zmiennej. Pokazemy, ze bardzo fatwo uogdéinié go
na catkowanie funkcji wielu zmiennych. Ogdlnie rzecz biorac, catkowanie numeryczne polega na
przyjeciu funkcji wielomianowej W(g), interpolujacej funkcje F (7.71) w danej liczbie punktow i na

obliczeniu caftki

I\v(&)dﬁ (7.72)

jako aproksymaciji catki funkcji F. Zatézmy, ze funkcje F(§) obliczono w n+1 réznych punktach

§0,61,---,6n- Przyjmijmy nastepujacy wielomian interpolacyjny
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w postaci:
y()=a,+a+a,E’+...+at" (7.73)
Biorgc pod uwage, ze W(¢) = F(£) w n+1 punktach, otrzymamy:
F=V.a (7.74)
gdzie:
F=[FF...K] a=[a,a,...a,]"

a V jest macierzg Vandermonde'a:

1 & & o G
g & g
V=l... .. ..

18 & .. &]

Poniewaz wyznacznik tej macierzy jest rézny od zera, to istnieje jednoznaczne rozwigzanie

(7.74) wzgledem wektora a.
Funkcje W(§) przyjmuje sie najczesciej jako wielomiany Lagrange'a:

(i—750)(ﬁ—§1)-~-(§—ij_1)(§—§j+1)~-(§—§n)

1L.(§)= (7.75)
: (&j _éo )(éj _§1)---(§j _E.\j—1)(§j _E.,j+1)---(§j _E.,n)
gdzie [j(Ci) = O
skad wielomian interpolacyjny ma postac:
W(&) =Folo (§) +Fl(E) +...F I, (&) (7.76)
Majac teraz wielomian (7.76) mozemy obliczy¢ catke:
b
J‘llf(ﬁ)d{; (7.77)

a
Stosuje sie dwa podejscia. W pierwszym zaklada sie, ze punkty catkowania sg rowno oddalone,

wobec czego
E,=a, £ =b, h=——

Wykorzystujgc wielomiany Lagrange'a, otrzymujemy:
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JFe)de - Z{ J Ii@d&}ﬁ,

JFE)E = (o - ) ofF.

(7.78)

State C".. sg statymi Newtona-Cotesa i mozna je tatwo wyznaczyc.

Prosze zwrdéci¢ uwage, ze dla n=1 i n=2 otrzymujemy znane formuty trapezoéw i Simpsona. W

celu otrzymywania coraz doktadniejszych wynikow catkowania mozemy zwiekszaé n, czyli uzy¢
formut Newtona-Cotesa rzedu wyzszego lub zastosowac te formuly z podziatem przedziatu na kilka
podprzedziatéw (czyli kilka przedziatow catkowania).
Omoéwimy teraz drugie podejscie. Do tej pory stosowaliSmy formute catkowania numerycznego
zaktadajgc, ze przedziat catkowania jest podzielony na réwne odcinki. Zwr6¢my uwage, ze
catkowanie macierzy w metodzie elementéow skonczonych nie wymaga tego zatozenia. Punkty
catkowania moga by¢ wybrane dowolnie, wobec czego mozna postawi¢ nastepujace zadanie:
scatkowac funkcje dla danej liczby punktéw i dokona¢ optymalizacji potozenia tych punktow.

Tzw. kwadratury Gaussa nalezg do grupy metod catkowania numerycznego, w ktérych zaréwno
potozenie punktow jak i wagi sga wybrane tak, by zminimalizowaé btad procedury catkowania.
Podstawowym zatozeniem catkowania numerycznego metodg Gaussa jest przedstawienie catki w

postaci

[FE)dE = ouF(E,)+ 0,F(E,) + ...+ o F(E,) 7.79)

gdzie zaréwno wspétczynniki a;. jak i &. sg zmiennymi (mamy do wyznaczenia 2n niewiadomych).
Zauwazmy, ze w formule Newtona-Cotesa zmiennymi byly tylko wagi (a.). Podobnie jak wyzej,

funkcje catkowania zastgpimy wielomianem interpolacyjnym:
n
y(&)=> Fl(&) (7.80)
j=1

W celu okreslenia niewiadomych €4, &, ..zdefiniujemy funkcje P(€) w postaci wielomianu rzedu n:

PE)=(€-&)E-&,).-.(E-E,) (7.81)

Poniewaz dla punktéw catkowania P(¢) = 0, to mozemy napisac:
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F(‘{:-) = ‘I’(g) + P(&)(Bo + B1E.> + Bzéz +...) (7.82)

W takim razie catka z funkcji F(§) bedzie miata postac:
n >° .
[F&)de = D FL[1,©)el+ > B[ [rP(E)de] (7.83)
=1 =0
Nieznane dotad wspoétczynniki ry. (j=1,...n) moga by¢ okreslone z warunku:

b
[P@E)r*-de=0, k=012...n~1 (784

Poniewaz wielomian W(€) jest wielomianem interpolujagcym funkcje F(§) przez n punktow a P(£)
w tych punktach znika, to rownanie (7.84) oznacza, ze catka z funkcji F() jest aproksymowana
przez catke z wielomianu rzedu 2n-1. W formule Newtona-Cotesa doktadnie catkowany byt
wielomian rzedu n, natomiast w metodzie Gaussa, stosujgc rézne potozenie punktéw catkowania
doktadnie scalkujemy wielomian rzedu 2n-1.

Aby uogolni¢ procedure catkowania w przedziale <a, b>, nalezy dokona¢ transformaciji

punktow catkowania i wartosci wag do przedziatu <-1, 1>:
(@a+b)/2+r(b-a)/2,(b-a)x, (7.85)

Wartosci wag wyznacza sie z zaleznosci:
+1
a; = [li(€)dg j=123,...,n (7.86)
-1

Zaréwno potozenie punktéw catkowania, jak i wartosci wag mozna obliczy¢. Dla duzego ,n”
wykorzystuje sie wielomiany Legendra i metoda catkowania nazywa sie wtedy metodg Gaussa-
Legendra. Metoda ta jest powszechnie stosowana przy catkowaniu macierzy dla elementow
skohczonych izoparametrycznych. W tablicy 7.2 zestawiono wspofczynniki dla kwadratur Gaussa
do catkowania funkcji jednej zmiennej. Zestawienie pofozen punktdow Gaussa dla zadan
dwuwymiarowych rozpietych nad polami tréjkata badz czworokata oraz ich wag znajdzie Czytelnik

w Dodatku B.
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Tablica 7.2 Wspoétczynniki dla kwadratur Gaussa

Liczba Potozenie punktu Gaussa Waga
Punktow *¢; a;
1 0.0 2.0
2 0.5773502692 1.0
3 0.7745966692 0.55556
0.0 0.88889
4 0.8611363116 0.347855
0.3399810436 0.652145
5 0.9061798459 0.236926
0.5384693101 0.4786286
0.0 0.5688889

Przykfad 1. Scatkujmy numerycznie funkcje ®(§) = 3 — §2; przyjmujac rézng liczbe punktow
Gaussa. Dlan =1 (§; = 0, a; = 2) otrzymujemy l¢ = a;, ®(§1) = 2.0 (3) = 6.0, co jest pierwszym
przyblizeniem doktadnej wartosci cafki
co jest juz rozwigzaniem dokfadnym.

Przyjecie n > 2 zawsze dalej prowadzi do wyniku doktadnego. Zgodnie zresztg z poprzednig uwagg,

przy przyjeciu n = 2 mozna dokladnie scatkowa¢ wielomian stopnia trzeciego.
1

I(3 —E°YE  dla n=2 zgonie z rablica 7.1 otrzymujemy:

-1

et
fmt=

oraz

= gaiq)(éi )=(1.0) 3-(%) +(1.0) 3 —[%] =0.5333...

co jest juz rozwigzaniem dokfadnym.
Przyjecie n>2 zawsze dalej prowadzi do wyniku doktadnego. Zgodnie zresztg z poprzednig uwagq

=-0.57735.. o =0, =1

przy przyjeciu n=2 mozna doktadnie scatkowa¢ wielomian stopnia trzeciego.
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Przyktad 2. Okreslmy wspotczynnik macierzy sztywnosci K., dla elementu Q4, uzywajac formuty
catkowania wedtug kwadratur Gaussa w n=2 punktach (miejsca potozenia punktéw Gaussa i wagi
znajdziemy w Dodatku B). Zatézmy, ze grubos$¢ t jest stata, a wspoétczynniki wierzchotkow 1, 2, 3 i 4
sg odpowiednio: (7,1), (20,5), (14,14), i (5,10). A wiec

n n
T
K=t3"> BT (§;,n,)-D-B(E;, WE;mi )
k=1 j=1
Macierze B i J w tym wyrazeniu sg funkcjami wspotrzednych &; i nie w punktach catkowania (Gaussa).
W szczegolnosci dla Ky, przy przyjeciu n=2, co odpowiada wagom oj=a=1.0 otrzymujemy :

2 2
K 2= tzzB 11xa) ’ (3X3 B1v2(3x1) |J|

k=1 j=1

W tej zaleznosci B4. oznacza pierwszg kolumne podmacierzy B, , a Bq, drugg kolumne tej
podmacierzy. Podstawiajac te kolumny otrzymujemy:
2
Kiz =t(Dy, + Dy ZZDGM ‘Doz |J|
k=1 j=1
gdzie D4, i D33 sg wspodtczynnikami prawa konstytutywnego. Aby wyprowadzi¢ do korica wyrazenie
na Ki, , wyznaczmy macierz jakobianu:
7 1
J_p.cA[-0-m (=) (t+m) —(1+m)] 120 5 |_1[11-2n 4
-(1-¢) -(1+&) (1+&) (1-¢€) | |14 14| 2|-4-28 9
5 10

Wartos¢ wyznacznika tej macierzy wynosi:

= 115 181 +8¢)
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Sktadniki wymagane do zbudowania macierzy Dg wynosz3 :

1 . B _ -5+9n-4§
Deir = 4.|J|[ (1-mMy, +(1 %)Jm] 2(115 181 + 8E)

_ L B e _ 3(-5+2n+3¢)
Doy = 4-|J| [(1 Mz —(1 E.:)Jﬂ] 2(115 181+ 8€)

Wyznaczajagc wartosci wyrazen Dgq , Dg2q , oraz | J | we wszystkich czterech punktach catkowania

i sumujac otrzymujemy

K12 :0.1579t(D12 +D33)

7.7. Btedy w rozwigzaniach MES

Rozwigzania opierajace sie na sformutowaniach MES obarczone sg btedami. Mamy na mysli
tylko te btedy, ktére wynikajg z przyblizonego charakteru metody, nie zas te, ktdére wynikajg
z prostych pomytek, na przyktad zwigzanych z niepoprawnym wprowadzeniem danych czy btedami
na etapie kodowania programéw. Problematyka oceny btedéw, obecnie bardzo intensywnie
rozwijana, jest bardzo rozlegta i skomplikowana i nie bedzie tutaj szczegdtowo dyskutowana.

Chcac nieco przyblizy¢é Czytelnikowi te tematyke, skoncentrujemy sie tylko na pewnych
elementach podstawowych.

Ze wzgledu na konsekwentne kontynuowanie w tym skrypcie sformutowania
przemieszczeniowego MES sprébujmy rozpatrzy¢ nastepujgce rozwigzania, wyrazone
W przemieszczeniach, pewnego problemu fizycznego. Oznaczmy przez u (x) hipotetyczne
rozwigzanie danego problemu fizycznego, otrzymane w idealnie przeprowadzonym eksperymencie.
Rozwigzanie to abstrahuje od przyjmowanego modelu matematycznego tego zadania, opisujac
rzeczywistosc fizyczng taka, jakg ona w istocie swej jest. Przez u(x) oznaczmy rozwigzanie doktadne
w ramach przyjetego ciggtego matematycznego modelu zadania. Rozwigzanie to spetnia doktadnie
uktady réwnan rozniczkowych opisujgce problem kontinuum, przyjete prawo fizyczne i warunki
poczatkowo-brzegowe zadania. W tym miejscu mozemy juz zdefiniowac¢ tak zwany btagd modelowania

matematycznego:
e™(x)=u"(x)—-u(x) (7.87)
Jesli przez u®(x) oznaczymy rozwigzanie $ciste w ramach modelu dyskretnego wowczas mozemy

zdefiniowaé tak zwany bfad dyskretyzaciji.
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e¥(x) = u(x) - u(x). (7.88)
Jest to btad powstaty w wyniku zastgpienia uktadu o nieskonczenie wielu stopniach swobody (ciagty
model matematyczny) uktadem o skonczonej liczbie stopni swobody.
Btad zaokragleh wynika z reprezentowania w obliczeniach numerycznych liczb rzeczywistych
z dokfadnoscig do odpowiedniej liczby cyfr. Ten btad mozna wiec zdefiniowac nastepujaco:
e@(x) = u(x) - u"(x), (7.89)
gdzie przez u(")(x) oznaczono otrzymane rozwigzanie numeryczne. Kolejny tak zwany btad
dziedziczony lub btad rozwigzania jest na dowolnym etapie obliczen sumg btedéw dyskretyzacji i
zaokraglen:
e(x) = e(x) + e®(x) = u(x) - u"(x). (7.90)
Przedmiotem badan w ramach MES jest zazwyczaj btad rozwigzania lub, ograniczajgc sie do relac;ji
miedzy modelem kontynualnym a dyskretnym, btad dyskretyzacji. Pozostaty, zdefiniowany tutaj btad
e (x), ktéry opiera sie na znajomosci dokltadnego rozwigzania problemu fizycznego, jasno
uzmystawia trudnosci modelowania matematycznego zjawisk fizycznych, ale w oczywisty sposéb

wykracza poza problematyke MES.

Nalezy tutaj koniecznie podkreslié, ze w wielu rozpowszechnionych programach MES nie
istnieje mozliwos¢ efektywnej oceny btedéw rozwigzan numerycznych. Jest to powazna wada
istniejacych kodow MES. W tej sytuacji upewnienie sie co do wartosci i inzynierskiej przydatnosci
otrzymanego rozwigzania jest zwigzane z kilkukrotnym przeliczeniem tego samego problemu.
Dopiero zbieznos¢ otrzymywanych wynikow dla réznych gestosci siatek MES czy tez przy zmianie

stopnia wielomianoéw aproksymujacych moze by¢ podstawg do zaakceptowania rozwigzania.

Ocena btedéw dyskretyzacji jest bardzo kiopotliwa. Aby przeprowadzi¢ takg analize potrzebna
jest na przyktad jawna postaC macierzy sztywnosci. Dla niektorych prostych elementow
skonczonych, podalismy w tym skrypcie takie wiasnie postaci macierzy sztywnosci. Dla
zdecydowanej jednak wiekszosci dyskutowanych elementéw, ze wzgledu na stosowane procedury

numerycznego catkowania, jawna postac tych macierzy nie jest znana.

Btad dyskretyzacji bywa w literaturze szacowany za pomoca wyrazen typu ¢ h , gdzie c jest
pewng statg, h - charakterystycznym wymiarem elementu skoficzonego a p jest wykfadnikiem potegi,
ktéry charakteryzuje zbiezno$é ciagu rozwigzah powstajacych w wyniku zmniejszania wymiaru h

czyli zageszczania
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siatki elementéw. Zilustrujmy wiec na najprostszym przyktadzie takie szacowanie zbieznosci.
Rozpatrzmy przypadek jednowymiarowy — pret poddany osiowemu, réwnomiernie roztozonemu
obcigzeniu. Zatézmy, ze sztywno$¢ EA = const. Przyjmijmy podziat preta na dwuweztowe elementy
skonczone o réznej diugosci, tak ze elementy taczace sie w wezle i majg odpowiednio dtugosci h

oraz vh (rys. 7.9). Odpowiednie macierze sztywnosci dla elementow (i-1,i) oraz (i,i+1) majg postaé

kmm:Eé{1 _? k”“:EA{1 _q, (7.91)

h{-1 1 v-h|=1 1
wiec rownanie réwnowagi i-tego wezta prowadzi do warunku:
EA

_]:phﬂ+v)
! 2

Rozwijajac w szereg Taylora przemieszczenie wokot punktu i mozna wyrazi¢ przemieszczenia w

EA
——[-u_ +u]+=——[-u_ +u (7.92)
h v-h

punktach sgsiednich jako:

2 2 3 3
ui+‘| =u x=x-+ﬂ X=X Yh + d )2/ X=X (’Yh) + d Z X=X (Yh) +...
odx | dx 21 dx P 3l
) 3 (7.93)
2
u,=u x:x-_ﬂ x:x-h+d_y2 x:x.h_d_}; X:X_E
odx |t dx ‘2 dx '6
Podstawiajgc te rownania do rownan réwnowagi (7.92) otrzymamy
2 3 2 3 4
d_g x:x.—n(1—v)d—¥ x:x.+h—1+—yd—Z X:X,+&=0 (7.94)
dx '3 dx ' 12 147 dx ' EA
EA p(k)
— XU
Ui-1 Ui Ui+1
— — —
Xi-1 Xi Xi+1
h h

Rys. 7.9. Dyskretyzacja preta
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podczas gdy doktadne wyrazenie opisujgce roéwnanie réwnowagi w punkcie i w zapisie

kontynualnym jest réwnaniem rézniczkowym o postaci:

2
j Z+Ep—'i6\=0 (7.95)
X

Widzimy, ze dla wymiaru siatki h -> O rozwigzanie dyskretyzowane dazy do rozwigzania Scistego.

W przypadku gdy 7 = 1 (siatka regularna) zbiezno$¢ jest kwadratowa, gdy 7#1 — tylko liniowa.
Powyzszy prosty przykiad moze stanowi¢ wprowadzenie do dowoddéw zbieznosci rozwigzan

liniowych probleméw MES.

Przyczyng btedow numerycznych w MES jest czestokroC tak zwane zte uwarunkowanie macierzy

sztywnosci uktadu. Polega ono na tym, Zze wartos¢ wyznacznika tej macierzy jest bliska zeru. W

takich sytuacjach niewielka zmiana jednego ze wspotczynnikéw uktadu réwnan moze powodowaé

drastyczne réznice w rozwigzaniach. Postuzmy sie nastepujacym przyktadem. Uktad rownan

1.00 -1.00]x]| [ 4.00 | _ _ x| [104
= ma rozwigzanie =
-1.00 1.02 |y| |-2.00 'y] [100
a nie wiele od niego roznigcy sie ukfad
1.00 -1.00|x] [ 4.00 ] _ _ 'x] [204
= ma rozwigzanie =
-1.00 1.01 |y| |-2.00] 'y] [200

Zauwazmy takze, ze gdyby obliczenia byty prowadzone z doktadnoscig do zaledwie dwdéch cyfr
znaczacych, to wszystkie wspotczynniki macierzy sztywnosci bylyby réwne jednosci i macierz ta
bytaby osobliwa.

W praktycznych obliczeniach konstrukcji z sytuacjg ztego uwarunkowania macierzy sztywnosci
mozemy mie¢ do czynienia najczeSciej w przypadkach sprezystego podparcia lub podpor
usytuowanych ukosnie, kiedy to sztywnosci réoznych fragmentéw konstrukcji bardzo sie od siebie
réznig. Parametrem charakteryzujacym uwarunkowanie macierzy jest tak zwany wspotczynnik

uwarunkowania zdefiniowany jako:

A

max

k(K) = (7.96)

min

gdzie Ayin | Amax S8 odpowiednio maksymalng i minimalng wartoscig wtasng macierzy sztywnosci K.
Wspodtczynnik ten uzywany jest do oszacowania liczby poprawnych cyfr znaczacych s w
rozwigzaniu ukfadu réwnan, gdy obliczenia sg prowadzone z doktadnoscig do » cyfr znaczacych

(w PC okoto 7 cyfr).
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Mamy wéwczas:

s 2 p —-log,, k(K) (7.97)
Im gorsze jest uwarunkowanie macierzy K, to znaczy im wieksza jest liczba K tym trudniej o wysokg
doktadnos¢ rozwigzania. W praktyce w programach MES czesto sie zdgza, ze uwarunkowanie siega
K=10°, stad wyptywa sugestia by na komputerach klasy PC prowadzi¢ obliczenia przy wykorzystaniu
podwadjnej precyzji.

Btedy moga réwniez wynikaé z nieprawidtowo opracowanych elementéw skonczonych. Wiemy
juz, ze spetniajgc tak zwany warunek zgodnosci (ciggtosci pola przemieszczen) i warunki zupetnosci
(prawidtowe opisanie w elemencie pola statych odksztatcen i nie powstawanie odksztatcen przy
deklarowaniu ruchéw sztywnych) jak to ma miejsce w omawianych modelach przemieszczeniowych
osigga sie wraz ze wzrostem liczby stopni swobody monotoniczng zbieznos¢ do rozwigzania
doktadnego.

Ocenie poprawnosci sformutowania elementu skoficzonego moze stuzy¢ test wartosci wkasnych
macierzy sztywnosci k tego elementu. Rozwigzuje sie réwnanie

(k=Al)-v=0 (7.98)
ktére mozna interpretowa¢ jako opis drgan wiasnych elementu z jednostkowg macierza mas.
Mozemy wowczas sprawdzi¢, czy analogicznym postaciom deformacji odpowiadajg te same
wartoéci wtasne, gdyz nie powinny one ulega¢ zmianom przy sztywnych ruchach ciat. Takze
wartosci wkasne odpowiadajgce ruchom sztywnym powinny by¢ réwne zeru, a wszystkie pozostate
powinny by¢ rzeczywiste i dodatnie.

Przy innym niz stosowanym w tym skrypcie formutowaniu elementéw skonczonych (na przyktad
hybrydowe czy mieszane) rezygnuje sie czesto z petnej zgodnosci modelu. Woéwczas do oceny
btedow stosuje sie techniki sprawdzajgce zgodnos$¢ uktadu elementéw. Réwniez metody
adaptacyjne, intensywnie ostatnio rozwijane, wymagajg wprowadzenia specjalnych norm btedow i

oceny zbieznosci. Czytelnikéw zainteresowanych tg problematykg odsytamy do literatury zrodtowe.

7.8. Uwagi koncowe
Na koniec poswiecimy troche uwagi tematowi zbieznosci metody elementéw skonczonych w
odniesieniu do elementéw izoparametrycznych oraz podamy kilka uwag na temat catkowania
numerycznego.
Jak pamietamy z rozdziatu 5, elementy skonczone muszg spetniaé pewne wymagania, by

zapewni¢ monotoniczng zbieznos¢ z wynikami doktadnymi. Byty to
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warunki zgodno$ci i zupetnosci. W elementach izoparametrycznych spetnienie warunku zgodnosci
polega na zbadaniu, czy wspotrzedne i przemieszczenia elementdw na granicy pomiedzy
elementami sg te same. Gdy elementy przylegajace do siebie majg te same wezly (te samg liczbe
weztéw), to wymog ten jest spetniony automatycznie ze wzgledu na ceche tych elementow.
Spetnienie warunku zupetnosci wymaga sprawdzenia, czy element moze dokonywaé ruchu
sztywnego bez powstania w nim naprezen oraz czy jest mozliwy do osiggniecia stan odpowiadajacy
statemu odksztatceniu. W celu dokonania takiej analizy rozpatrzmy element tréjwymiarowy jako
najogolniejszy przypadek elementu izoparametrycznego. Warunek ruchu jako ciata sztywnego oraz
mozliwos¢ wystepowania statego stanu odksztalcenia wymagajg, by funkcja przemieszczen
elementu mogta zawiera¢ pole w postaci:

u=a,+b,x+c,y+d,z

v=a,+b,x+c,y+d,z (7.99)

W =a, +b,x+c,y+d,z
gdzie a., b., c., d. sg statymi. Przemieszczenia zatem weztéw odpowiadajgce polu (7.99) majg
postac:

u, =a, +b,x, +c,y, +d,z,

Vv, =a, +b,X; +¢,y;+d,z;, (7.100)

w, =a, +b,Xx, +c,y, +d,z,

gdzie i=1,.., liczba weztéw.

u=zq:Niui, v=>Nv, w=>Nw, (7.101)
i=1 i

co po podstawieniu (7.100) daje:
u=a,» N, +bx+c,y+d,z
v=a,> N +b,x+c,y+d,z (7.102)

w=2a;> N, +byx+c,y+d,z

W sformutowaniu izoparametrycznym funkcje przemieszczen zapisa¢é mozemy w postaci:
Poniewaz dla elementdéw izoparametrycznych jest prawdziwa zaleznos¢ >N = 1, warunek wiec

zupetnosci jest spetniony.
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Catkowanie numeryczne w metodzie elementéw skonczonych wymaga odpowiedzi na dwa
podstawowe pytania: jakiego typu formuty wykorzysta¢ i jakiego rzedu catkowanie zastosowad.
WspomnieliSmy wyzej, ze ze wzgledu na duzg efektywnos¢ powszechnie uzywane sa kwadratury
Gaussa. Wybér rzedu catkowania zalezy w ogoélnosci od postaci funkcji catkowanej. Stosujac
odpowiednio wysoki rzad catkowania mozemy mie¢ pewnosé, ze otrzymane macierze i wektory beda
doktadne. Czesto stosuje sie jednak nizszy rzad catkowania, niz tego wymaga posta¢ funkciji
podcatkowej. Wynika to z faktu, ze proces catkowania jest stosunkowo pracochtonny i dtugi, w
zwigzku z czym o ile jest to mozliwe stosuje sie tzw. catkowanie zredukowane. W takich przypadkach
nalezy jednak postepowal bardzo ostroznie, bowiem rzad catkowania nie moze byé nizszy od

pewnego poziomu wyznaczonego wnikliwg analiza kazdego przypadku.

Zadania
Prosze wyznaczy¢ wymagany rzad catkowania metodg Gaussa dla macierzy sztywnosci

prostokatnego elementu izoparametrycznego Q4.



