8. ELEMENTY PLYTOWE | POWLOKOWE

Ze wzgledu na szerokie zastosowanie konstrukcji ptytowych i powtokowych w budownictwie
prace nad formutowaniem coraz to efektywniejszych elementdéw skoriczonych ptytowo-powtokowych
sg ciagle kontynuowane. Ponizej przedstawimy tylko niektére elementy skonczone, wykorzystywane
do analizy ptyt i powtok. Skoncentrujemy naszg uwage na podstawowych krokach przy formutowaniu
takich elementéw. Na wstepie przypomnimy réwnania teorii ptyt, by utatwi¢ Czytelnikowi studiowanie
tego rozdziatu. Na koniec zaproponujemy pewien sposob analizy powlok za pomocg ptaskich

elementow tarczowo-ptytowych.
8.1. Naprezenia i odksztatcenia plyt cienkich (Kirchhoffa)

Plyta cienka jest obiektem dwuwymiarowym, takim ze jej wymiary w kierunku osi x i y sg
wielokrotnie wieksze niz jej grubo$¢. Rysunek 8.1 przedstawia nieskonczenie maty element piyty
zginanej, dla ktérej ptaszczyzna xoy jest rownoczesnie ptaszczyzng obojetng (neutralng). Wysokos¢
przekroju pokrywa sie z petng gruboscig ptyty t, podczas gdy inne wymiary wynoszg dx i dy. Plyta
cienka znajduje sie w stanie zginania, gdy obcigzenia dziatajg w kierunku normalnym do jej

ptaszczyzny.

Odksztatcenia w ptaszczyznie warstwy piyty sg zdefiniowane, jak w pfaskim stanie
naprezenia, za pomocg réwnan:

ou ou ou

SX:_’ Sy:—’ SZ:_’

oX ay 0z

Z podstawowego zatozenia zginania ptyt cienkich, wedtug ktérego normalne do powierzchni

(8.1)

obojetnej pozostajg proste i normalne w procesie deformacji wynika, ze
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Rys. 8.1. Elementarny wycinek ptyty

ow ow
u=-z-—, v=-Z-—, (8.2)
oX ay
skad po podstawieniu do (8.1) otrzymujemy zaleznosci: odksztalcenie — przemieszczenie
w postaci
g, =-Z 0w g, =z 0w Yy = —2Z o'W (8.3)
g ox?’ Y oy?’ v OXdy ' '

Zaleznosc¢ naprezenie - odksztatcenia dla warstwy ptyty jest identyczna, jak dla ptaskiego

stanu naprezenia. Dla materiatu izotropowego mamy wiec:

o=D-¢ (8.4)
gdzie przyjeto nastepujace oznaczenia:
£ 1 v O ]
-V
D=7V 1 0} A=
-V
01 A
Dla materiatu ortotropowego operator D ma postac:
E. Ep 0
D= E21 Ezz 0| 85)
0 0 E,

Wprowadzmy wektor naprezen uogdlnionych, odpowiadajacych wartosciom
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momentéw zginajacych, przypadajacych na jednostke dtugosci ptyty:
M=[M, .M, M, (8.6)

Jezeli

E
c, = (e, +V-g,), (8.7)

to uogdlnione naprezenie M,y wynika z catkowania wyrazenia
+t/2 2 2 +t/2
E (Jo°w 0w
M =—J0X-z-dz= - Ve |- Jzzdz 8.8)
1—v< | ox oy

-t/2 -t/2

Podobnie otrzymamy pozostate sktadowe wektora uogdlnionych naprezen:

_ E t*(do°w iy 0°w 9
Wo1-v2 12| oy? ox? '
Et? 9w
MXy = 1 (8.10)
12(1-v?) oxay
Przyjmijmy wektor uogélnionych odksztatceh ® w postaci:
T T
q):[(l)xx’q)yy’(l)xy] :[Wxx’wyy’zwxy] ’ (8.11)
wowczas uogélniony operator dla naprezen i odksztatcen, oznaczony przez D, wynosi:
_ t3
D=D— (8.12)
12
Otrzymujemy wiec relacje macierzowa;
M= 5(1) (8.13)

Relacje wynikajace z transformaciji osi wspotrzednych dla wielkosci uogolnionych sg identyczne
z wystepujacymi w ptaskim stanie naprezenia. Moze to by¢ zademonstrowane przez catkowanie po

grubosci ptyty w postaci nastepujacej sekwencji przeksztatcen:
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+t/2 +t/2 +t/2
M= [-c'z-dz= [-T,z-dz= [-T,-D-e-z-dz (8.14)

-t/2 -t/2 -t/2
ale poniewaz ¢ = -z®, wiec dalej:

+1/2 3
t

M'=TG-D-¢jzz-dZ=TG-D'¢'—=TG'M (8.15)
—t/2 12

Wida¢ wiec, ze relacja miedzy M' i M jest taka sama, jak miedzy o' a 0. By ustali¢ podobne
zaleznosci miedzy @' a ®, mozemy poréwnac¢ podcatkowe wyrazenia okreslajgce wirtualny stan
energii odksztatcenia. Otrzymamy ciag przeksztatcen:

(3M')"¢'= M9,

M'T ¢'=M"p, gdzie T, =T, , (8.16)
0'=T.9,

Mozna takze wykaza¢, ze
D'= T, .D- T, (8.17)

Jesli rozpatrzymy rownowage wycietego nieskonczenie matego fragmentu ptyty (rys. 8.2) z
uwzglednieniem sit poprzecznych Qy i Q, oraz obcigzenia b, , to otrzymamy:
» zréwnania rownowagi Y P, =0:

Q
b, =dxdy-Q,dy +(Q, + aan dx)dy -Q,dx +(Q, + ayy dy)dx =0

X
2 e (8.18)
—*+—Y+b,=0
oX oy
» zréwnania rownowagi > M, =0 wzgledem osi y przy pominieciu efektéw drugiego rzedu:
oM, oM
—> 4+ ¥4+Q, =0 (8.19)

ox oy
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“A
2Q
Qy+7yyy dy |\/|yx+aMyxdy
y y
/ e Myy*%il\:l(wdy
Qx
J] M
SMxx
Max+ dx 6Mx
FEJ SCHF M
> i T Q20 ox
~ X
Myy//
Myx
Rys. 8.2. Definicja sit wewnetrznych
i podobnie z réwnania réwnowagi Y M, =0:
oM oM
W Qy =0 (8.20)
ay oX

Ostatnie dwa roéwnania pozwalajg obliczy¢ sity poprzeczne z pochodnych momentow

zginajacych.

8.2. Wybrane elementy ptytowe

Naszkicujemy ponizej podstawowe zatozenia przyjete podczas definiowania elementéw
ptytowych w lokalnym ukiadzie wspotrzednych. Pamietajmy, Zze przy formutowaniu zadania
brzegowego zawsze staniemy przed problemem transformacji wspotrzednych macierzy sztywnosci

czy wektora obcigzen z uktadu lokalnego do globalnego.

8.2.1. Niedostosowany element prostokatny

Przedstawimy teraz jeden z najprostszych elementéw ptytowych, jakim jest niedostosowany
element prostokatny. Element ten, czesto zwany MZC od nazwisk jego tworcéw (Melosh,
Zienkiewicz, Cheung), nie spetnia warunkéw zgodnosci pochodnych na brzegach elementu. Jest
wiec elementem niedostosowanym. Rysunek 8.3 pokazuje przyjetq geometrie elementu oraz
definicje stopni swobody weztow.

W elemencie tym wektor przemieszczen dowolnego punktu ma tylko jedng sktadowg

u = [wl. (8.21)
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W1
v

Rys. 8.3. Element ptytowy i definicja stopni swobody

Przyjmijmy trzy stopnie swobody w kazdym z czterech weztow:

d =[dy dj dis]T:[W' M, _%]T

boooy ox
odpowiednie za$ obcigzenie weztowe wynosi:

P =[Py Py piS]T:[pzi M, Myi]T dlai=1,2,3,4

Funkcje aproksymujaca przemieszczenia w przyjeto w postaci
w=c,-1+c,-E+c, n+c, & +c,-En+cy - m>+c, & +
+Cq-EN+Cq-EN’+Cy -’ +Cyy-EN+Cy, &N’

Przypisane funkcje ksztaltu majg wiec postac:

Ni = [Nn Ni2 Ni3]

gdzie :
Ny =g (14 &)1+ M) 2+ &y +1, ~&7 -1,
N, =D, (14 B )(1-1 (11,
Ny =3B, (1= )1+ 1 )(1-&

gdzie:

& =6 -& Me=m;'M, dlai=1,2,3,4

(8.22)

(8.23)

(8.24)

(8.25)

(8.26)
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Operator L, wynikajacy z (8.3), w ktérym opuszczono czton -z, ma postacé:

_ 82 82 82
[ =
{ax2 oy® 8x8y}

(8.27)
i definiuje macierz B w postaci
Nie Nizow  Nizso
B_i ZENi = Ni1,yy Niz,yy NiS,yy (8.28)
Ni1,xy Ni2,xy NiS,xy
W szczegolnosci dla wezta pierwszego macierz H wynosi
3E(1-m)b* 0 (1-3€)(1-n)ab*
Bi=ar=| 301-fma®  —(1-g)1-3npa’ 0 029)
(4-35*-3n%)ab  (1-n)(1+3n)ab®> —(1-E)(1+3n)ba’
Uogdlnione naprezenia wynoszg wiec
Mzﬂ)zﬁi-d (8.30)

Dla materiatéw izotropowych iloczyn D B jest macierzg prostokatng o wymiarze 3x12.
Fragment tej macierzy (pierwsza kolumna) jest nastepujacy:
£ 3E(1-n)b? +3v(1-Ema’...
DB = =| 3vE(1-n)b? +3(1-E)na’...
48a2b2(1_V2) é( T]) , ( , &)n
M4 —3E2 —3n2)ab...

(8.31)

(3x2)

Macierz sztywnosci elementu skonczonego w uktadzie lokalnym otrzymamy z

K, = L§T5-§-dA=abﬂ§T D B-dtdn

(8.32)
11

a rébwnowazne obcigzenia weztowe od obcigzen lub poczatkowych odksztatceh wyrazone sg w
postaci :
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P, = [B'b, -dA =ab1j1JNT b, -d&dn

—1-1

P, = [B'D-9, -dA:abﬂET D- ¢, -d&dn

-1-1

(8.33)

Jawng posta¢ macierzy sztywnosci (8.32) dla tego elementu mozna przedstawi¢ w postaci

sumy
K :L(K +K, +K, +K,) (8.34)
e 12(1—V2) 1 2 3 4
Postaci macierzy K. podano ponizej :
- 6 _
0 O
-6a 0 8a®
-6 0 6a 6 sym.
0O 0 O 0 0
K - P -6a 0 4a® 6a 0 8a’
' 6a?|-3 0 3a 3 0 3a 6
0O 0 O 0O 0 O 0 0
-3a 0 2a° 3a 0 4a’ 6a 0 8a?
3 0 -32 -3 0 -32a -6 0 —-6a 6
0O 0 O 0O 0 O 0O 0 O 0O O
|-3a 0 4a® 3a 0 2a° 6a 0 4a® -6a 0 8a’|
6 ;
6b 8b?
0 0O O
3 3b 0 6 sym.
3b 4b?> 0 6b 8b?
al| o0 0O 0 O 0 O
K, =—
6b“|-3 -3b 0 -6 -6b 0 6
3b 202 0 6b 4b? 0 -6b 8b?
0 0O 0 O 0O O O 0O O
-6 6b 0 -3 -3b 0 3 -3b 0 6
6b 4b?> 0 3b 2b* 0 -3b 4b®> 0 -6b 8b?
'0 0 00 O 0O O O0 0 0 0 O
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21
3b
—3a
-21
-3b
A |-3a

~ 15ab| 21
-3b
3a
-21
3b
3a

0
—2ab 0
-b 0 1
0 0 b
0 0 a
0 0 -1
0 0O O
0 0 -a
0 a 1
0 0 O
0 0 O
8b?

0 8a?
-3b 3a
—8b? 0

0 - 2b?

3b —3a
2b? 0

0 2a’
-3b 3a
—2b? 0

0 -8a’

o O O o o

21
3b
3a
- 21
3b
—-3a
21
-3b
—-3a

0

-a 1

0 -b 0

0 a -2ab

o -1 b

0 b 0

0O O 0
8b?

0 8a?
-3b —-3a
—2b? 0

0 -8a°

3b 3a
2b? 0

0 2a’

Uogdlnione naprezenia w wybranych punktach wynosza:

M=D(B-d-¢,)

Naprezenia od zginania ptyty sg wyrazone w postaci

0=[0X c

12
y Txy]z__szM

zas sily Scinajace w postaci:

sym.
0

0o 1

0 -b
0 -a
21

—~3b 8b?
3a

-21

3b

3a

3b
—8b” 0

0
2ab 0

8a’
—3a

—2a?

sym.

21
-3b
—3a

(8.35)

(8.36)

8b?
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Qx _ _ag/lxx _ al;/lyx ’
X
y (8.37)
Q- M, M,
Y ay ox

8.2.2. Dostosowany element prostokatny

Element ten zwany jest czesto BFS od pierwszych liter nazwisk autoréw (Bogner, Fox, Schmit).

Ten czteroweztowy element ma cztery stopnie swobody w kazdym weZle:
ow, ow,  9°w,

T
d =[dy d, di] =[w, - ;
dy  OX oxdy

Rysunek 8.4 przedstawia przyjete oznaczenia oraz stopnie swobody wezta i.

1 (8.38)

a) b) di
z
A .
y d|3
4 3 |
di2
dia
—
1 2 X
Rys. 8.4. Czworokatny dostosowany element ptytowy
Przyjete sity weztowe okresla wektor p; . :
P =[P, M, Myi Xxyi]T (8.39)

gdzie X, . jest uogdlniong reakcjg (drugi moment sity) odpowiadajgcg uogdlnionemu
przemieszczeniu W,,. Tym samym funkcja przemieszczen wybrana zostata zwielomianu szesnasto

sktadnikowego w nastepujacy sposob:
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w=C,+C,x+C,x*+C,x°

+C,y+Cyxy +C,x’y +Cyx’y
+Coy? +Cyxy® +C,,x°y? + C,,x°y?
+C13y3 "'C14Xy3 +C15X2y3 +C16X3y3

(8.40)

Przyjeta funkcja jest zupetng dziesiecio sktadnikowg funkcja, zawierajgca wyrazenia 3 stopnia

(nad linig przerywang), uzupetniong szescioma sktadnikami pod tg linig. W tablicy 8.1 przedstawiono

zestawienie funkcji ksztattu odpowiadajgcych wszystkim szesnastu stopniom swobody tego

elementu.

Dalsze rozwazania przebiegajg podobnie jak w rozdziale poprzednim, dotyczacym elementu

niedostosowanego.

Tablica 8.1 Funkcje ksztalttu dla elementu BFS

J N; i N;

1 (1-3¢7+28°)(1-3%+2n°) 9 (38%-2€%)(3n*-2n°)
2 (1-3¢+2¢°)(n-2n*+n°)b 10 -(36%2¢°)(n*n’)b
3 -(€-2€7+€°)(1-3n*+2n")a 11 -(€-€°) (3n*2n°)a
4 (€-26°+€°)(n-2n*+n’)ab 12 -(€%-€°)(n*n’)ab

5 (38%-2€%)(1-3n"+2n°) 13 (1-3¢%+2¢°)(3n*-2n°)
6 (3€%-2¢°)(n-2n*+n°)b 14 -(1-3¢%+2€%)(n"n°)b
7 (€%€°)(1-3n*+2n°)a 15 -(€-2¢7+€°)(3n*2n")a
8 -(3€%°)(n-2n*+n’)ab 16 -(€-267+€)(n*n’)ab

Element BFS charakteryzuje sie lepszg zbieznosScia w obliczeniach ptyt cienkich niz

niedostosowany element MZC. Ponadto zastosowane w nim wielomiany wyzszego stopnia w

funkcjach ksztattu umozliwiaja paraboliczny rozktad sit wewnetrznych (momentéw). Zauwazmy

jednak, ze wprowadzony w nim stopien swobody jako druga mieszana pochodna funkcji ugiecia

powoduje pewne ograniczenia jego zastosowan. Wymagana jest bowiem ciggtos¢ tego parametru,

co w przypadku ptyt o skokowo zmiennej grubo$ci nie moze by¢ spetnione i element ten nie nadaje

sie do tego typu zagadnien.
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8.2.3. Element trojkatny

Na koniec tego krotkiego przegladu elementéw ptytowych wspomnijmy jeszcze o elemencie
tréjkatnym CKZ (Cheung, King, Zienkiewicz). Przyjmuje sie w nim trzy wezly i po trzy uogdlnione

przemieszczenia w kazdym z tych weztéw (rys. 8.5). Stopnie swobody wezta sg nastepujace:

d =[d, d, dg]" =[w, M, —%

i e I, dla 1=1,2,3 (8.41)
oy oX

W tablicy 8.2 zestawiono zatozone funkcje ksztattu. Funkcje te wyraza sie we

wspotrzednych naturalnych (polowych).

Tablica 8.2 Funkcje ksztattu dla elementu tréjkatnego CKZ

—

N;

E1+81 8o+ €a-8182 -C18s”
ba(€1°€2+a)-ba(Es*+a1)
as(&1 "+ a)-ax(§s51*+ 1)

€+ 8o Ca+ 8y €1-8a8a ~Co81”
b1(€2"G3+00)-bs (€182 "+0)
21(82"Ga+0)-a(§:€2"+0)

€a+Es €185 €0-8a81 -CaCo
ba2(§5°¢1+a)-bs(E285°+)

ax(§s°¢r+a)-a1(E85°+)

© 0 N O O A WO DN -
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Gdzie oznaczono o=

Dy ==Y.b, ==Y3,05 ==Yy,

Rys. 8.5. Tréjkatny element ptytowy

a) b) dit

™~

di2

=X

Aby obliczy¢ wspétczynniki macierzy B, nalezy zrdézniczkowa¢ wyrazenia na N
z powyzszej tablicy. Odpowiedni operator rézniczkowy L ma znang juz posta¢ (8.27). Informacje
na temat catkowania numerycznego po powierzchni tréjkata (wybdr punktéw prébnych i wag

kwadratur Gaussa) mozna znalez¢ w Dodatku B.
8.3. Element tréjkatny powtokowy

Zamiast rozwazan nad klasycznymi teoriami powtok cienkich sprobujemy uproscié¢
rozumowanie i analizowa¢ dowolne powtoki za pomoca elementéw przedstawionych wyzej i w
poprzednich rozdziatach. Przyblizajagc powloke przenoszaca zaréwno zginanie, jak i sity
membranowe za pomocg ptaskich elementoéw trojkatnych, mozemy postuzyé sie superpozycjg
znanych juz elementdéw: ptaskiego CST i ptytowego CKZ. Sktadowe membranowe i sktadowe
pochodzace od zginania dla obu elementéw zaznaczono na rysunku 8.6. Przyjmujac te
kombinacje w kazdym wezle mamy pie¢ stopni swobody w lokalnym ukfadzie wspétrzednych.
Rysunek 8.7 przed stawia podziat powierzchni powtoki na ptaskie elementy trojkatne oraz
definiuje przemieszczenia wyrazone w lokalnym i globalnym uktadzie wspoétrzednych. Zauwazmy,
ze w globalnym uktadzie w kazdym wezle mamy po szes¢ stopni swobody (z tego faktu wynikajg
pewne komplikacje, ktére omdéwimy dalej). Zanim wiec dokonamy agregacji elementéw
trojkatnych (rys.8.7), musimy dokona¢ transformacji sktadowych macierzy, wyrazajagc je w

globalnym uktadzie XYZ. Prawo transformacji dla sktadowych w wezle i ma postaé

d'=Rd, (i=1,2,3) (8.42)



Rozdziat 8 — Elementy Ptytowe i Powtokowe

132

4 y di2
: 04
QX .\
A | v
X ©
17 U
=X
dis
Z
A dis
y
3
) dia
1 2
=X

Rys. 8.6. Trojkatny element powtokowy jako ztozenie

elementu ptaskiego i ptytowego

Wektor d';, ma pie¢ sktadowych i wyraza przemieszczenia wezta i w uktadzie lokalnym:

d=[dy dip d'is d'iy d'is] (8.43)
zas di. ma ich sze$¢ i sg one wyrazone w uktadzie globalnym w nastepujgco:
di= [ di1 di2 diz dis dis] (8.44)

Widzimy wiec, ze macierz transformacji R; o wymiarach 5x6 musi mie¢ nastepujaca postac:

_;“11
7‘21
R = }“31

0
0

Mz

Ao

Ay
0
0

A

Ao

Ass
0
0

0O O 0 |

0O O 0

0 0 0 (8.45)
}\’11 }\’12 ;\’13
7‘21 7‘22 ;“23_(5)(6)

Macierz ta zawiera cosinusy kierunkowe osi lokalnych (pionowych) w ukfadzie globalnym. Znajac

wspotrzedne weztdbw 1 i 2, umiemy okreslic sktadowe wektora jednostkowego e'x w uktadzie

globalnym jako:

X12

X X
AMg=—2, Ap,=—2, LAp=—%, (8.46)
L12 L12

Podobnie wspotrzedne punktéw 1

L12

(rys.8.7b), okreslonego w kierunku brzegu 1-3

i 3 umozliwiajg wyznaczenie wektora jednostkowego eq3
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aj)

uktad globalny

+

dir{
diq :
~adis

uktad lokalny

Rys. 8.7. Uktady wspoirzednych: lokalny i globalny

Z
Cua =7 Cy13:h’ Cog =2

213 =7 (847)
Lis Lis

Wspotrzedne wektora jednostkowego w kierunku prostopadiym do ptaszczyzny tréjkata, czyli w

kierunku osi Z’ (e',), sg okreslane jako wynik unormowanego iloczynu wektorowego:

Ll
V4

e, ,xe
=X 13 (8.48)
sin®
co okresla nam sktadowe A1, Asp, As3. Wreszcie skltadowe wektora jednostkowego e, , otrzymujemy

jako
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X9 (8.49)

co z kolei okresla Ay, Ax2, Ap3. Podobnie macierz transformacji R;. stuzy do wyrazenia sktadowych

obcigzen w uktadzie globalnym p;. jako funkcji skladowych lokalnych p’;.

P; = F’éiTpi' (8.50)

Taka podmacierz sztywnosci elementu K’; jest transformowana wedtug nastepujacego prawa:

K, =R'KR, i=1,2,3; j=1,2,3 (8.51)

Przeksztatcenie to buduje w ukfadzie globalnym macierz sztywnosci (6x6) z macierzy (5x5).

Przedstawiony wyzej sposéb analizy powlok za pomocg elementéw ptaskich ma jednak pewne
niedogodnosci. Przede wszystkim nalezy podkreslié, ze aproksymacja geometrii powierzchni
zakrzywionych elementami ptaskimi nigdy nie moze by¢ zadowalajaca, nawet gdy zastosujemy
bardzo gesty podziat na elementy. Sformutowanie to ma jeszcze inng niedogodnosé¢, co wczesniej
sygnalizowaliSmy. Zauwazmy bowiem, Zze macierze sztywnosci membranowej i zgieciowej
sg budowane w lokalnym uktadzie wspotrzednych elementu, pokrywajacym sie z jego ptaszczyzna.
W uktadzie tym nie nastepuje sprzezenie obu stanéw, poniewaz kazdy z nich opisywany jest przez
inne stopnie swobody. Przed agregacja macierze te sg transformowane do ukfadu globalnego.
Macierz sztywnosci w uktadzie tym ma wymiar 6nx6n, gdzie n jest liczbg weztéw elementu. Jezeli
sgsiednie elementy (przylegajace do siebie) lezg w jednej ptaszczyznie, to macierz taka jest
osobliwa. Jezeli elementy sasiednie tworzy¢ bedg bardzo maty kat (jak np. mato wynioste przekrycia
powiokowe), to macierz uktadu bedzie Zle uwarunkowana. Pojawienie sie osobliwo$ci macierzy
sztywno$ci lub jej zte uwarunkowanie prowadzi oczywiscie do trudnosci w rozwigzywaniu ukfadu
réwnan. W celu usuniecia osobliwosci lub poprawienia uwarunkowania macierzy stosuje sie szereg
technik. Ponizej oméwimy jeden z takich sposobdw, ktéry jest fatwy do implementacji komputerowe;j.
W miejscu na gtéwnej przekatnej, gdzie wspoétczynnik sztywnosci jest rowny zeru (lub jest bardzo
maty), wpisuje sie fikcyjng sztywnos¢ skrecania Ko . W ten sposob otrzymujemy réwnanie typu Ke'6,
= 0. Wartos¢ Ko musi by¢ na tyle duza, by nie pojawity sie wspomniane trudnosci, a przy tym na tyle
mata, by nie wptyneta na pozostate wyniki. W programach komputerowych wykorzystujgcych ptaskie
elementy powtokowe przyjmuje sie czesto fikcyjne wspdtczynniki sztywnosci skrecania we wszystkich
elementach, niezaleznie od tego, czy sg one koplanarle, czy tez nie, lub wymaga sie od uzytkownika
programu, by wskazat w danych



Rozdziat 8 — Elementy Ptytowe i Powtokowe 135

te wezly, w ktérych nalezy te wspotczynniki umiescic.

Pomimo trudnosci stosowania tych elementéw do analizy konstrukcji powtokowych elementy te
sg nadal czesto wykorzystywane i w wielu praktycznych zagadnieniach dajg wyniki obarczone
matymi btedami.

Zwracamy jednak uwage Czytelnika na konieczno$é ostroznego postugiwania sie ptaskimi

elementami w analizie powtok matowyniostych lub w analizie fragmentéw konstrukcji lezacych
w jednej ptaszczyznie.

Zadania
1. Wyznaczy¢ wspotczynniki macierzy we wzorze (8.33).

2. Dla elementu MZC wyznaczy¢ odpowiednie rownowazne sity weztowe w punkcie | od obcigzenia
elementu przedstawionego na rysunku ponizej.
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3. Wykona¢ zadanie 2 dla sity skupionej P przytozonej w potowie boku 2-3.
4. Obliczy¢ K, dla elementu MZC.
5. Dla elementu BFS obliczy¢ réwnowazne sity weztowe w punkcie 3.
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