9. WYBRANE ZAGADNIENIA DYNAMIKI KONSTRUKCJI

W rozdziale 5 wyprowadziliSmy réwnanie rownowagi statycznej dla ciata analizowanego
metodg elementéw skonczonych. Réwnanie to mozna réwniez zinterpretowaé jako réwnanie
ruchu ciata, zapisane w pewnej chwili t przy pominieciu sit bezwtadnosci. Prawa strona tego
réwnania moze bowiem zaleze¢ od czasu i moze by¢ ustalona dla tej chwili. Przemieszczenia
uktadu zaleze¢ bedg wéwczas takze od czasu. Dla wiekszosci przypadkow, w ktérych zachodzi
potrzeba uwzglednienia obcigzen zmiennych w czasie, konieczne jest uwzglednienie sit
bezwtadnosci w réwnaniach réownowagi. Otrzymujemy woéwczas problem dynamiczny. Ponizej
sformutujemy problem dynamiki ciat sprezystych, dyskretyzowanych elementami skonczonymi.
Wykorzystujgc zasade d'Alamberta, w réwnaniu réwnowagi statycznej uwzglednia sie sity
bezwtadno$ci jako czes¢ sit masowych. Jezeli przyspieszenia elementéw beda aproksymowane
w ten sam sposéb co przemieszczenia elementéw, wowczas wektor sit zewnetrznych mozemy

zmodyfikowa¢ do postaci

Ry =" [NIIf2 —p.N.d.dV,], .1

gdzie w wektorze sit masowych f nie uwzgledniono sit bezwtadnosci. Wektor d. jest wektorem
przyspieszenh punktéow weztowych elementu e, zas p. jest gestoscig masy elementu. Réwnanie

réwnowagi dynamicznej zapiszemy zatem w postaci
Md +Kd = R, (9.2)

gdzie R i d sg wektorami zaleznymi od czasu. Macierz mas M ma postac¢:

M=3" [p.NIN.dV,, 9.3)
e v
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Macierz M w postaci (9.3) nosi nazwe macierzy konsystentnej (z macierzg sztywnosci K,
poniewaz dla obu macierzy przyjeto te same funkcje ksztaltu). Zauwazmy, ze tak sformutowana
macierz mas elementu jest w ogdlnosci macierza petng. W obliczeniach konstrukcji
inzynierskich stosuje sie c¢zesto uproszczong postaé macierzy mas, tzw. macierz
niekonsystentng, ktéra otrzymuje sie z modelu dynamicznego w postaci mas
skoncentrowanych w weztach elementéw. Istotnym uproszczeniem tego podejscia jest fakt, ze
otrzymywane niekonsystentne macierze mas majg strukture diagonalng, co znakomicie
upraszcza rozwigzanie rownania ruchu.

Zaktadajac, ze p jest state, mozna konsystentng macierz mas dla elementu belkowego

obliczy¢, korzystajac z zaleznosci (9.3):

1 22L 54 -13L

L 42 13L -3L?
m = ijTNdx _pL 9.3"
5 420 sym. 156 -22L
412

Macierz niekonsystentng otrzyma¢ mozna przyjmujac, ze masa belki skupiona jest po potowie w

jej weztach. Otrzymujemy wiedy:

1 0 0 0
pL L*>/12 0 0
m=-—
2 sym. 1 0
L*/12

(9.39)

Powréémy jednak do réwnania ruchu. W konstrukcjach rzeczywistych w czasie drgan nastepuje
rozpraszanie (dysypacja) energii. Zjawisko to uwzglednia sie w réwnaniu ruchu przez
wprowadzenie sit zaleznych od predkosci ruchu, tzw. sit ttumienia. Uwzgledniajgc te sily

ponownie w wektorze sit masowych, otrzymujemy

Rg = Z INl[f: - peNeae - KeNed]dVe, (9.4)

gdzie de oznacza wektor predkosci weztéw elementu e, a wspétczynnik K ttumienie.

Réwnanie réwnowagi dynamicznej, uwzgledniajace efekt ttumienia, zapiszemy teraz w postaci:

Md+Cd+Kd =R, (9.5)

gdzie C jest macierzg ttumienia uktadu. Macierz tg mozna zapisac¢ formalnie w postaci:
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C=Y [k,NINdV,, (©6)
e v

Macierz ttumienia przyjmowana jest zazwyczaj w postaci tzw. ttumienia proporcjonalnego:

C=a,M+a.K, ®7

gdzie wspotczynniki <x i a, sg wyznaczane na podstawie udziatu poszczegdinych postaci drgan
wtasnych.

Zauwazmy analogie réwnania (9.5) do znanego nam z kursu mechaniki technicznej rownania
ruchu o jednym stopniu swobody (mx" + ex’ + kx = r). Jezeli réwnanie (9.5) ma opisywac
okreslony problem brzegowo-poczatkowy, to nalezy je oczywiscie rozpatrywaé¢ z warunkami
poczatkowymi:

d(t0)=d (9.8)

Z matematycznego punktu widzenia macierzowe réwnanie (9.5) reprezentuje uktad n sprzezonych ze
sobg liniowych réwnan rézniczkowych zwyczajnych rzedu drugiego ze statymi wspétczynnikami.
Rozwigzanie tego uktadu (tzn. =znalezienie n funkcji-sktadowych wektora uogdlnionych
przemieszczen uktadu) otrzyma¢ mozna stosujac standardowe podejscie rozwigzywania rownan
rézniczkowych ze statymi wspdétczynnikami. Rozwigzanie to mozna stosunkowo tatwo otrzymaé, gdy
liczba réwnan jest mata, tzn. gdy mamy do czynienia z niewielkg liczbg stopni swobody.
W zagadnieniach inzynierskich wymiary macierzy, wystepujacych w réwnaniu (9.5) sg jednak duze
(czesto wieksze od 1000). Dlatego tez celowe jest stosowanie takich metod rozwigzania, ktére
wykorzystywatyby pewne cechy tych macierzy (ich symetrie, pasmowos¢), pozwalajgc jednoczesnie
na uproszczenie rozwigzania.

Metody rozwigzywania uktadu réwnan rozniczkowych o postaci (9.5) mozna podzielic na dwie
zasadnicze grupy: metody catkowania bezposredniego i metode superpozycji modalnej. Jak
pokazemy nizej obie te metody sg sobie bliskie, a wybér jednej z nich zaleze¢ bedzie od ich

numerycznej efektywnosci.
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9.1. Zagadnienia wiasne w dynamice konstrukgcji

Rozpatrzmy obecnie problem tzw. drgan wiasnych uktadu bez tlumienia, opisany nastepujacym
uktadem réwnan:

Md+Kd =0, (9.9)

Zatozmy rozwigzanie uktadu réwnan (9.9) w postaci:

d(t) = ¢sin(t—t0), (9.10)

gdzie macierz ® sktada sie z n wektorow zwanych postaciami drgan wtasnych, a w jest czestoscig

drgan wiasnych (w jednostkach: rad/s). Podstawiajac powyzsze do réwnania (9.9), otrzymujemy:

(K- w*M)p =0, 9.11)
lub

Ko = 0°Mo (9.12)

Réwnanie (9.11) lub (9.12) definiuje tzw. uogdlniony problem wiasny. Réwnanie to ma n rozwigzan
rzeczywistych w postaci par: warto$é wiasna-wektor wiasny: (w:> ,®4) (wz> ,®,) ...(wn2 ,d,), gdzie
przez ®; oznaczono-ty wektor wiasny, tj. i-tg kolumne macierzy ®

Omoéwimy teraz podstawowe wiasnosci wartosci i wektoréw wiasnych, wystepujacych w réwnaniu
(9.11), ktore okazaé sie moga przydatne przy ich poszukiwaniu.

1.Kazda z wartosci wtasnych i kazdy wektor wtasny spetnia rownanie (9.11) lub (9.12):

Ko, = o’M¢,. (9.13)

Réwnanie to jest spetnione réwniez przez wektor a®; (a jest statg rézng od zera), poniewaz

K(w,) = ofM(09,) (9.14)

Moéwimy zatem, ze wektor wlasny jest zdefiniowany tylko przez jego kierunek w n-wymiarowej

przestrzeni. Wymaga sie ponadto, by byt spetniony warunek

¢iTM¢i =1 (9.15)

Warunek ten ogranicza dlugos¢ wektora @, Zaleznos¢ (9.15) oznacza spetnienie tzw. warunku

M-ortonormalnosci wektoréw wtasnych, bowiem zachodzi
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T
oM¢; =9, (9.16)
gdzie §; jest symbolem Kroneckera (przyjmuje warto$¢1, gdy i=j, i rowng zeru w pozostatych
przypadkach). Warunek (9.16) wynika bezposrednio z ortogonalnosci wektorow wtasnych

standardowego problemu wilasnego. Zauwazmy, ze przemnazajac lewostronnie réwnanie
(9.13) przez wektor ®,., otrzymujemy

0/K¢; = 0’e/Mo, = 03, (©.17)

Rownanie to obrazuje kolejng wtasnos$¢ wektoréw wiasnych problemu (9.11), a mianowicie ich
K-ortogonalnosc.

2. Wazng cechg wartosci wtasnych problemu (9.11) jest to, ze sg one pierwiastkami
rownania charakterystycznego
p(®®) = det(K — *M) (9.18)
bowiem jednorodne réwnanie (9.11) ma niezerowe rozwigzanie tylko wtedy, gdy

det(K —w’M)=0 (9.19)

Jezeli macierz (K —wiz-M) roztozymy na dolny i gérny tréjkat wedtug rozktadu Choleskiego, to

det(K — w’M) = det(L'L) = HI“, (9.20)
i1
co prowadzi do warunku 1;.. = 0, tzn.
p(coz)zl_llii =0 (9.21)
i1

3. Wartosci wiasne sa rzeczywiste.
Zatozmy, ze @; i w?. sa wartosciami zespolonymi, a _®; oraz w? sa z nimi sprzezone.
Mozemy zapisac

Ko, = o’M¢,, (9.22)

i przemnazajac lewostronnie przez o7 mamy:

07" Ke, = 07079, 029

Podstawiajac do (9.22) rozwigzanie sprezone i obliczajac transpozycje tego réwnania,
otrzymujemy:
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0K =079, "M, (9.24)
Nastepnie przemnazajac lewostronnie przez d,, mamy:
0; Ko, = 079, Mo, (9.25)

Poniewaz lewe strony réwnan (9.23) i (9.25) sg sobie réwne, wiec otrzymujemy
(077 — 0 )p; "Md, =0, (9.26)

czyli:

0?2 =0’ 9.27)

wobec czego wartosci wiasne w;?, w® musza byé rzeczywiste.

9.2. Transformacja uogdlnionego problemu wlasnego do postaci

standardowej

Wiekszos¢ probleméw mechaniki, ktérych rozwigzanie sprowadza sie do rozwigzania
problemu wiasnego, prowadzi do standardowego problemu wiasnego lub moze by¢ do niego
zredukowana. W tym miejscu chcemy pokazaé, jak ten proces mozna przeprowadzic¢
w przypadku réwnan dynamiki. Zaznaczmy, ze wymaganie to nie jest tylko formalne, ale
prowadzi do stosowania znacznie efektywniejszych algorytméw rozwigzywania problemu, niz ma
to miejsce w przypadku rozwigzywania uogdélnionego problemu wiasnego. Innymi stowy problem
standardowy rozwigzuje sie fatwiej i szybciej. Okazuje sie ponadto, ze wiasnosci wartosci
wtasnych i wektoréw wtasnych problemu standardowego zachowujg swa wazno$¢ w problemie
uogo6lnionym, co ma istotne znaczenie z punktu widzenia mechanicznej interpretacji wynikow.
Biorac pod uwage efektywnos¢ stosowanych technik obliczeniowych, bedziemy starali sie
zachowa¢ wazng ceche macierzy wystepujacych w réwnaniu réwnowagi typu (9.11),
a mianowicie ich symetrie. Dazy¢ bedziemy do tego, by powstaly problem wiasny byt
symetryczny.

Zatozmy, ze macierz mas M jest dodatnio okreslona. Niespetnienie tego zatozenia wymaga
przeprowadzenia statycznej kondensacji tych stopni swobody, ktére odpowiadajg zerowym
wartosciom wtasnym (poréwnaj rozdz. 5). Rownanie K-® = w*Mo mozemy przetransformowac

do innej postaci przez dekompozycje macierzy M :
M=LL", (9.28)

gdzie macierz L jest dolnym trojkgtem otrzymanym w procesie dekompozycji Choleskiego
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macierzy M. Podstawiajgc powyzsze do réwnania (9.11) otrzymujemy:

Ko = w’LL ¢, (9.29)

Przemnazajac obie strony przez L definiujac wektor

o=L"g, (9.30)
otrzymujemy

Ko = 029, 9.31)
gdzie

K=L"KL, (9.32)

Zauwazmy, ze macierz _K jest macierza symetryczng. Jezeli macierz M jest Zle uwarunkowana
(co prowadzi¢ moze do niedoktadnej jej dekompozycji), wéwczas mozemy roztozyé macierz

sztywnosci K na macierze trojkatne. Przepisujgac réwnanie (9.11) w postaci

Mo = iqu), (9.33)
®

otrzymamy podobnie jak wyzej

1
Mo = —-¢, (9.34)
®
gdzie
M=L"ML", (9.35)
K=L'L, (9.36)
o=L"0, (9.37)

Zwréémy uwage na pewne cechy przedstawionych wyzej transformacji. W przypadku, gdy
macierz M jest diagonalna to macierz K ma te samg szerokos$¢ potpasma co macierz K. Gdy
macierz mas M nie jest diagonalna (czyli jest konsystentna), macierz K jest w ogdlnosci
macierzg petna, co prowadzi do duzego nakfadu pracy przy wykonywaniu transformacji. W
drugim przypadku tatwo zauwazy¢, ze poniewaz macierz K jest zawsze pasmowa, macierz M
jest zawsze macierzg petng i transformacja jest nieefektywna (wymagana jest duza liczba
operacji). Podkresimy jeszcze, ze efektywnosé algorytmu rozwigzywania réwnania (9.11) jest
bardzo istotha we wszystkich niemal zagadnieniach dynamiki konstrukcji, w kazdej bowiem

metodzie catkowania réwnania (9.5) konieczna jest znajomos¢ czestosci kotowych i postaci
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drganh analizowanego uktadu.
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9.3. Metody catkowania réwnan ruchu

Powréémy ponownie do réwnania macierzowego (9.5). Réwnanie to, jak juz powiedzielismy,
jest réownaniem rézniczkowym drugiego rzedu ze statymi wspofczynnikami. Do rozwigzania tego
rownania mozna stosowaé standardowe podejscie, jednak ze wzgledu na pewne wiasnosci
macierzy M, C, K w analizie ruchu ciata dyskretyzowanego elementami skonczonymi stosuje
sie zasadniczo dwie grupy metod: metody catkowania bezposredniego i metode superpozyciji

modalnej. Ponizej oméwimy obie te grupy.

9.3.1. Metody catkowania bezposredniego

W metodach bezposredniego catkowania réwnanie ruchu w postaci (9.5) jest catkowane
krok po kroku. Termin "catkowanie bezposrednie" oznacza, ze rdéwnanie to nie jest
przeksztatcane do innej postaci (w odréznieniu od metody superpozycji modalnej). Istotg metody
catkowania bezposredniego jest zatozenie, Zze rownanie ruchu (9.5) ma byé spetnione w
wybranych chwilach f, a nie w catym przedziale catkowania oraz zatozenie o charakterze
zmienno$ci przemieszczen, predkosci i przyspieszen pomiedzy tymi chwilami.

Zatézmy zatem, ze w chwili =0 sa znane przemieszczenia d,, predkosci dg
i przyspieszenia do” uktadu opisanego réwnaniem (9.5). Rozpatrywany przedziat czasowy (0,7)
dzielimy na n rownych przedziatéw, w ktérych poszukujemy tych wielkosci, czyli dla chwili 0, At,
2At, ... t, t+AL, ... T. Zbudujemy algorytm, ktéry pozwoli obliczyé poszukiwane wielkosci
w nastepnych krokach, wykorzystujac rozwigzanie z poprzedniego kroku. W ten sposob
otrzymamy rozwigzania we wszystkich rozpatrywanych chwilach z przedziatu (0,T). Opisane
wyzej podejécie zilustrujemy jedng z metod catkowania bezposredniego, a mianowicie tzw.
metodg réznic centralnych. Metoda ta nalezy do jednej z najbardziej efektywnych metod tej

grupy. W metodzie tej zaklada sie zmiennos$¢ w czasie wektora przyspieszen w postaci

1

= A_i:z(dmt —2d, +d. ), (9.38)

t

a wektor predkosci w postaci

: 1
d= ﬂ(_dt—m +diu ) (9:39)

Rozwigzanie rownania (9.5) dla chwili t+At otrzymamy rozpatrujac stan rownowagi dynamicznej w

chwili t:
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Md, + Cd, +Kd, =R, (9.40)
Podstawiajgc wyrazenia na operatory réznicowe (9.38)i(9.39) do (9.40), otrzymujemy:

1 1

F(dt—m —2d; +d, )M+2_At(dt—At +dy,, )C+Kd, =R, (941)

lub

1 1 2 1 1

— (M+—C)d, , =R, +(-=(M-K)d, - (—(M-—C)d 9.42

Atz 2At ) t-At t (Atg ( ) t (Atz 2At ) t-At ( )

Z réwnania tego obliczamy poszukiwany stan przemieszczen w chwili t+At, czyli dua -
Zauwazmy, ze rozwigzanie di.,; jest otrzymywane na podstawie rozwigzania w chwili t.
Metode te zalicza sie zatem do metod catkowania jawnego (explicit). Zauwazmy réwniez,
ze w procesie rozwigzywania roéwnania (9.41) nie wymaga sie odwracania macierzy
sztywnosci K, co jest duzg zaletg. Obliczenie wektora d wymaga uprzedniego obliczenia
wektora przemieszczen w chwilach poprzednich t i t-At. Zachodzi wiec koniecznos¢
opracowania pewnej procedury

startowej. Poniewaz wektory do , do’ , do” sq znane dla chwili t=0, dlatego korzystajac z
(9.38) i (9.39), mozemy wyznaczy¢ d w fikcyjnej chwili poprzedzajacej poczatek ruchu
t-At:

2
d, =d,-At-d, +%d0 (9.43)

Ponizej podano dwustopniowy algorytm catkowania rownania ruchu metodg roéznic

centralnych.

Obliczenia wstepne

1. Obliczenie macierzy K, M, C
2. Obliczenie dy, do’, do”

3. Okreslenie At i obliczenie statych:

——1 a —i a, =2a a —i
2At27 T 2At° 2o °a,’

aO
4. Obliczenie d.y = do - Atdy’ +At*0.5-do

5. Obliczenie |\7| = ap'M+a,C

~

6. Triangularyzacja macierzy |\7|: M=LDL"
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Obliczenia dla kazdego kroku

1. Obliczenie wektora obcigzenia efektywnego R

R=R,-(K-a,M)d, -(a;M-a,C)d,

2. Rozwigzanie rownania (9.41) dla chwili t+At
L"D-L-duat = Ry
3. Obliczenie wektoréw predkosci i przyspieszen (o ile jest to wymagane)
at =ap(di_y —2d; +d;. ),
dt =a;(—di_y +dya)

W przypadku, gdy macierz ttumienia jest réwna zeru, réownanie (9.41) upraszcza sie do

postaci:
1 A
A_tZ(M)dt*At =R, (9.44)
gdzie
A 2 1
R—R—(K—A—tZM)d—(—A—tZM)d (9.45)

Gdy w réwnaniu (9.44) macierz mas bedzie diagonalna, wtedy rozwigzanie otrzymuje sie,
wykonujac tylko przypisane wzorem (9 45) mnozenia:

2

dily = Ri"(fn—t"), (9.46)
gdzie du.a" oraz R oznaczajg i-te skiadowe wektorow dua i R", a m;. i-ta sktadowa
diagonalnej macierzy mas (zatozyliSmy dodatkowo, ze m;>0). Zauwazmy rowniez,
ze poniewaz nie rozwigzujemy w tym przypadku uktadu réwnan liniowych, nie jest tez
wymagana znajomosc¢ globalnych macierzy sztywnosci i mas. Macierze te moga byc¢ okreslone
tylko na poziome elementdw, a ich udziat uwzgledniany odpowiednio przy budowie wektora R.

Z postaci réwnania (9.46) i powyzszej uwagi wynika, ze metoda réznic centralnych w
tym przypadku jest bardzo efektywna. Widaé¢ bowiem, ze do rozwigzania (9.46) nie jest
wymagana duza pamie¢ komputera (nie mamy globalnych macierzy), a rozwigzanie
uzyskuje sie, wykonujac tylko mnozenia macierzy (a nie ich triangularyzacje).

Podstawowe korzysci tej metody osigga sie w przypadku, gdy macierz mas jest
diagonalna i tlumienie ukiadu mozna pomingé. Chociaz, jak wspomnieliSmy wczes$niej,
diagonalna posta¢ macierzy mas jest tylko pewnym jej przyblizeniem, to jednak na skutek
bardzo prostej procedury catkowania réwnan ruchu w tej
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postaci optaca sie dokonywa¢ nawet bardzo gestego podziatu analizowanego uktadu na
elementy skohczone, by zrekompensowa¢ przyblizong jej postaé.
Wazng cechg metody réznic centralnych jest jej zalezno$¢ od kroku catkowania At.

Okazuje sie bowiem, ze krok ten nie moze by¢ dowolnie duzy i musi spetnia¢ zaleznos¢

T
At <At =—, (9.47)
o

gdzie T jest najmniejszym okresem drgan wiasnych ukfadu.
Czytelnik tatwo zauwazy silne ograniczenie tej metody wynikajace z pojawienia sie warunku
(9.47). Okazuje sie, ze w celu okreslenia najmniejszego okresu drgan nalezy obliczy¢
najwiekszg czesto$¢ drgan wiasnych, czyli rozwigza¢ petny problem (9.11). Metody
calkowania, ktére wymagajg spetnienia warunku typu (9.47), nazywajg sie metodami
warunkowo stabilnymi. Oznacza to, ze niespeinienie tego warunku moze powodowacé
narastanie (akumulacje) btedéw catkowania i zaokragleh w trakcie rozwigzywania réwnan
ruchu.

Wsréd innych metod catkowania bezposredniego réwnan ruchu, ktérych nie bedziemy
tutaj omawia¢, nalezy wymieni¢ metode Houbolta, Wilsona i Newmarka. Metody te nalezg
do metod bezwarunkowo stabilnych (pod warunkiem przyjecia pewnych wartosci

wspotczynnikdw, ktére charakteryzujg kazdg z nich).

9.3.2. Metoda superpozycji modalnej

Efektywnos¢ metod caitkowania bezposredniego réwnan ruchu maleje, gdy liczba
krokoéw jest duza. Oznacza to, ze celowe jest stosowanie tych metod w przypadku analizy
ruchu w stosunkowo krotkim czasie jego trwania. Gdy czas ten jest diugi, to celowe jest
przeksztaicenie rownania (9.5) w inng postaé¢, dla ktérej analiza ruchu bedzie
efektywniejsza. Podsumowujac powyzsze, gdy liczba stopni swobody ukfadu jest duza i
liczba krokéw jest réwniez duza, to lepiej jest przeksztaici¢ uktad réwnan réwnowagi do
postaci wymagajacej mniejszego naktadu pracy.

Najczesciej przeksztailcenia takiego mozna dokona¢ wykorzystujac rozwigzania
problemu drgan wtasnych

Md +Kd =0 (9.48)
Przypomnijmy, Zze rozwigzaniem réwnania macierzowego (9.48) jest n par (w;*> ,®;.),

czyli macierze o postaci:
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Poréwnujac wzory (9.15)1(9.17), widzimy, ze spetnione sg nastepujace zaleznosci:

O Ko=Q% i O"Mo =1

Dokonajmy teraz transformacji rownania (9.5), stosujac podstawienie

d(t) = ox(i)

Otrzymamy wodwczas rownanie ruchu w postaci:
MoX + CoX + KX =R,

a po lewostronnym przemnozeniu przez ®' otrzymamy:
O"MOX + 0 CoOX+ 0 KoX =9'R,

Biorgc pod uwage (9.50). mamy ostatecznie:

X+0"CoX+Q*X=¢'R,

Roéwnanie (9.52) nalezy jeszcze uzupetni¢ warunkami poczatkowymi:

X, =0"Md,, X, =0"Md,,

(9.49)

(9.50)

(9.51)

(9.524)

(9.52,)

(9.53)

(9.54)

Z réwnania (9.53) wynika, ze gdy pominiemy macierz ttumienia, to otrzymamy uktad réwnanh

rozprzezony w postaci
X+Q2X=0"R,
ti. n réwnan skalarnych

X;(t)+ (’oizxi(t) =r(t)

gdzie

(9.55)

(9.56)
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r(t) = o/R(t) (9.57)
Warunki poczatkowe ruchu otrzymamy z (9.54):
X;o = ¢/ Md, X, = 0/Md,, (9.58)

Rozwigzanie rownan (9.56) mozemy uzyska¢ w sposéb przedstawiony w poprzednim rozdziale, tj.

wykorzystujac jedng z metod catkowania bezposredniego lub wykorzystujac tzw. catke Duhamela:

1] . :
X (t)y=— jri (t)sinw,(t—Tt)dt+ o sinot + B, cos mit, (9.59)
(’oi 0
gdzie state a;. i B;. wyznacza sie z warunkéw poczgtkowych (9.58). Réwnanie (9.59) rozwigzuje sie
zazwyczaj numerycznie. Aby otrzymac rozwigzanie naszego problemu wyjsciowego nalezy po
rozwigzaniu n rownan (9.56) powroci¢ do transformaciji (9.51). W ten sposob otrzymamy ostatecznie
rozwigzanie w postaci:

d(t)= Z([)ixi(t), (9.60)

Podsumowujgc, w metodzie superpozycji modalnej w przypadku braku sit ttumienia nalezy najpierw
rozwigza¢ uogolniony problem wiasny, nastepnie rozprzezony uktad réwnan réwnowagi, a na koniec
dokonac¢ superpozycji kazdego z otrzymanych rozwigzan wedtug zaleznosci (9.60).

Dodajmy na koniec, ze w wielu przypadkach praktycznych mozemy uwzgledni¢ w (9.60) tylko
kilka pierwszych wektorow <t>. (postaci drgan), co dalej znakomicie upraszcza powyzszy algorytm.
W przypadku analizy ruchu opisanego petnym réwnaniem (9.53), tzn. z uwzglednieniem
ttumienia, metoda superpozycji modalnej moze by¢ nadal efektywna, gdy zatozymy tlumienie
proporcjonalne:

(])iTCq)j = Zo‘)iz;isij’ (9-61)

gdzie g;. jest wspotczynnikiem ttumienia, a ;. symbolem Kroneckera. W ten sposéb zatozyliSmy,
ze wektor wiasny (postac¢ drgan) jest rowniez C-ortogonalny i ostatecznie otrzymujemy réwnanie

ruchu w postaci:

%,(1) + 205,83, + 0Px,(t) = r,(1), 9.62)

ktére rozwigzuje sie w podobny sposéb, jak dla przypadku bez ttumienia, z tym
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tylko, ze catka Duhamela ma teraz nieco inng posta¢ uwzgledniajagcg efekt ttumienia
1
[O)

t
x,(t) = J'ri (1)e "V sing (t—1)dt+e " (o, sin®t + B, cos@t),  (9.63)
0

gdzie

@ =041-0° (9.64)

a state a;. i Bi.. wyznacza sie z warunkéw poczatkowych (9.58).

Zadania
1. Wyprowadzi¢ wzér na wspotczynniki macierzy mas M (9.3), wykorzystujac
sformutowanie energetyczne (energie kinetyczng).
2. Wyprowadzi¢ wzér na macierz mas M dla preta kratownicy ptaskiej:
- macierz konsystentna,
- macierz niekonsystentng.

3. Rozwigzac¢ zagadnienie drgan swobodnych ukfadu o postaci
2 0||d | ,[6 -2][d|_[O
0 1||d,| |-2 4]|d,] [12

i warunkach poczatkowych d°=d’°=0 w przedziale czasowym [0, 2T, ], gdzie T, jest
najmniejszym okresem drgan wiasnych (przyja¢ At = T4 /10). Wykorzysta¢ metode roznic

centralnych i metode superpozycji modalnej. Poréwnac wyniki z rozwigzaniem doktadnym:

e /3 0.5v2/3| 5/4/3(1-cosv/2t)
113 =213 | 24213 —(1+ cos+/5t)

4. Rozwigza¢ za pomocg catki Duhamela réwnanie ruchu uktadu o jednym stopniu swobody
w postaci:

X+w’x=Rsinpt oraz x,=0 X, =1

5. Obliczy¢ macierz transformacji ® dla problemu drgan, przedstawionego za pomocg

macierzy w zadaniu 2. Nastepnie napisac¢ rozprzezony ukiad réwnan (9.56).



