DODATEK A

ROZWIAZANIE UKLADU ROWNAN LINIOWYCH ALGEBRAICZNYCH

W literaturze cytuje sie wiele metod numerycznego rozwigzywania ukladoéw réwnan liniowych o
postaci

A-X=B (A1)

Niektére z nich sg szczegodlnie nakierowane na szybko$¢ operacji, najmniejszg zajetos¢ pamieci,
wykorzystujg tez dodatkowe cechy macierzy wspotczynnikow A, takie jak symetria czy pasmowosé.
Sposrdod tych wielu dostepnych w  literaturze procedur oméwimy jedng, tzw. metode rozktadu
tréjkatnego macierzy Choleskiego - Banachiewicza. Metoda ta jest z powodzeniem stosowana dla
macierzy A symetrycznych i dodatnio okreslonych, a z takimi wtasnie macierzami mamy do czynienia
w zadaniach metody elementéw skonczonych dotyczacych liniowej analizy statycznej konstrukciji

sprezystych. Macierz A mozna roztozy¢ na dwie macierze w ten sposob, by
A=U"-U (A.2)

gdzie U jest gorng macierzg tréjkatng. Macierz A mozna takze roztozy¢ do postaci

A:UT-D-U (A.3)

zwanej postacig zmodyfikowang metody Choleskiego. U jest gérng macierzg tréjkatng z jedynkami
na gtéwnej przekatnej. Symbol D reprezentuje macierz diagonalng, zawierajaca kwadraty
sktadowych diagonalych macierzy U. Réwnania

rekurencyjne Uj., i Dj.., generowane kolumnami dla j=2,3,...,n, dajg
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Ui :i.(Aij -
Dii k
2

j—1 _
DJ-J- = AJ-J- _szk Ukj (1<i=j)
k=1

D,. UkiUkj j, (1<i<j) (A4)

1

Obydwa te réwnania zawierajg wyrazenie Dy , .Uy . pod znakiem sumy.Jezeli podstawimy :
Uy * =D, Uy, (A5)

wowczas

_ i1 _
Ui*=A; - > Dy UaUy*  (1<i<j) (A6)

P
-1

Djj = Ajj —ZUkj Uy * (1<i=j)
k=1

gdzie j=2,3,...,n, oraz

— 1 —
Uy = —Uyg", (A7)

kk

Zatem dla kolumny j osigga sie chwilowy wynik na Uj;. dla kazdej sktadowej spoza gtéwnej diagonali
wedlug (A.6 ). Dalej na podstawie (A.6 ) oblicza sie wyraz diagonalny D;., i rownoczesnie
koncowag wartos¢ kazdego sktadnika poza gtéwng przekatna.

Zatézmy, ze chcemy rozwigza¢ uktad réwnan liniowych typu

A -X=B (A.8)

w ktérym X jest kolumna n niewiadomych, zas B jest wektorem statych. Podstawmy (A.3) do (A.8):

_T_ —

U D-U-X=B, (A.9)
a podstawiajgc

U-X=Y (A.10)
oraz

D-Y=Z (A11)
otrzymujemy ukfad

T

U .z= B, (A12)
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Teraz wektor niewiadomych X otrzymujemy w trzech krokach :

1. Poniewaz U jest dolng macierzg trojkatng, elementy wektora Z otrzymamy w procesie
podstawienia w przéd :

i-1 __
Z =B, - ZUkiZk (1<i) (A13)

k=1

, 2. Macierz D jest diagonalna, wiec

Y, =£, (1=1,2,...,n) (A14)

3. W ftrzecim kroku znajdujemy wektor X, stosujgc podstawienie odwrotne (rozpoczynajac od
ostatniej niewiadomej):

n__
X =Y, - ZUika (i<n) (A.15)
k=i+1
Przyktad

Postugujac sie metodg zmodyfikowang Choleskiego, sprébujemy rozwigzaé nastepujacy uktad
réwnan liniowych typu

A-X=B

200 -200 0 X, 15
-200 700 -200|-|x,|=]30
0 —-200 700 Xy 30

Dokonujemy rozktadu macierzy wspoétczynnikdw A na trzy macierze (A.3), korzystajgc z zaleznosci
(A.4). Kolejno otrzymujemy :

D,, = A,, =200.00

Ui =1.00
Urz =i(A12)=Lo =0.00
D, 200
Uss =i(A13) -1 v-000
D,, 200
Uz =1.00
D,, =A,, —D,,Usi* = 400 — 200 = 200.00
Uz = DLB(AZ, —D,,U2Us3) = ﬁ(—zoo —200(=1)(0) = —1.00

D, = A, —D,,Uis” —D,,Uz” = 400 — 200 - 02 — 200 - (-1)? = 200.00
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Macierz A mozna wiec przedstawi¢ w postaci :
1 0 0|(200 O 0 1 -1 0
A=U -DU=|-1 1 0|/ 0 200 0[]0 1 -1
o -1 1 0 0 200{(0 O 1

Teraz juz tatwo rozwigzemy uktad réwnan, stosujac (A. 13), (A. 14)i (A. 15):
Z, =B, =15
Z, =B, -UpZ, =30-(-1.0)-15 = 45,
Z, =B, —UiZ, —UxZ, =30—-(0)-15—(-1)-45 =75,

zZ, 15

Y, ==t =—"_=0.075,
D,, 200

Y, _ % 45 (o0
D,, 200

Y, _ % 15 _ga7s,
D,, 200

i w koncu
X, =Y, =0.375,

X, =Y, —UxX, = 0.225 — (—1)-0.375 = 0.600,
X, =Y, =U2X, —UssX, = 0.075 — (=1)- 600 — (0)- 0.375 = 0.675.



