DODATEK B

CALKOWANIE NUMERYCZNE W PRZESTRZENI DWUWYMIAROWEJ

Rozwigzania catki 1= [ f(x,y) dxdy mozna dokonaé tatwiej, jezeli wpierw dokonamy transformacji

tego wyrazenia do ukfadu wspotrzednych naturalnych € i n. Ponadto granice kazdej z catek powinny

by¢ rowne -1 lub +1. Pole dA = dxdy musi by¢ zamienione zmiennymi d¢ i dn.

Rysunek B.1 przedstawia nieskonczenie mate pole dA w uktadzie wspotrzednych naturalnych €

i n. Wektor r okresla potozenie punktu A w ukfadzie wspétrzednych kartezjanskich x iy :

r=X+y=xi+yj
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Rys. B.1. Elementarne pole dA w ukfadzie wspétrzednych naturalnych
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Przyrost tego wektora ze wzgledu na zmienne naturalne wynosi :

or 8_x : ﬂ j
EIE I o
or 6_x By '
Sn on 8n J

Jezeli pomnozymy wyrazenia (D.Z1 )i (D.Z2 ) odpowiednio przez d¢ i dn, to uformujemy boki
czworokata (rys.B.1) o infinitezymalnym polu dA. Jego wielkos¢ wyznaczamy na podstawie
potréjnego produktu wektorowego :

dA = [g; de- 2 g ] K, ©3)

co po podstawieniach (B.2) prowadzi do

on (3808 ). gy

5 on 8 o o
lub w postaci wyznacznika do
ox dy
8 8| ~ 1.
dA = 5x oy dF,dn—|J| d&dn, (B.5)
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gdzie J jest macierzg jakobianu. Tak wiec nowa posta¢ wyjsciowego wyrazenia catkowego jest
nastepujaca :
11

= [ Jf&m)- |y dean, ©o
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Konsekwentne stosowanie kwadratur Gaussa prowadzi do znalezienia catki w postaci:

n

=3 > o, (e n)- e m ) o

k=1 j=1

gdzie a., a sg wspotczynnikami wag dla punktéw o wspohrzednych (€, n ). Potozenie punktéw
Gaussa dla n=1,2,3 i 4 pokazano na rysunku B.2.
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Rys. B. 2. Punkty Gaussa dla elementu czworokatnego
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Rys. B.3. Punkty Gaussa dla elementu tréjkatnego
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Punkty prébne i wagi dla tréjkata

Dla tréjkata o polu powierzchni A przy zastosowaniu wspotrzednych naturalnych &; & &;

catkowanie numeryczne odbywa sie wedtug formuty
n
| = AZ o; - F(848,83); (B.8)
=1

Rysunek B. 3 przedstawia schematycznie potozenie punktéw catkowania dla n = 1,3,4 i 6, za$

w tablicy B.1 dodatkowo zestawiono wspotczynniki wag a;, odpowiadajgce tym punktom.

5, =0.816847, 5, =0.108103,

B, =0.091576, P, =0.44595,
27 25

Y= "8’ Y2 = 28"

Y, =0.10995174, vy, = 0.2238159.

Tablica B.1

Potozenie punktow Gaussa i wartosci wag dla réznych rzedéw catkowania

n Rzad Punkty &1,82,83 Q;
Liniowy a 1/3, 1/3, 1/3 1

3 kwadratowy a 1/2,1/2,0 1/3
b 0, 1/2,1/2 1/3

c 1/2,0,1/2 1/3

szedcienny a 1/3,1/3,1/3 \Z

b 0.6,0,2,0.2 Y2

c 0.2,0.6,0.2 Y3

d 0.2,0.2,0.6 Ya

4 stopnia a 1, B1, B Y3

b B4, 81, B Vs

C B1, B1,04 Y3

d 02,82, B2 Ya

€ B2, 02, B2 Ya

f B2, B2, 02 Ya




