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1 Mot yw acja

Wiedza i do¶swiadczeniein_zynierskie,b ,ed ,ace podstaw ,a dobrych projekt¶ow i ich realiza-
cji w budownictwie, s ,a bardziej powszechne w przypadku statyki ni_z dynamiki. To samo
dotyczy og¶olnie dost,epnegooprogramowania komputerowego.Powoduje to znacznetrud-
no¶sci w znalezieniuoptymalnych rozwi ,aza¶n konstrukcyjnych ukÃlad¶ow o oddziaÃlywaniach
dynamicznych. Podobnasytuacjama miejscew przypadku konieczno¶scioceny wra_zliwo¶sci
konstrukcji na zmian,e parametr¶ow projektowych. Z powy_zszych fakt¶ow wynika potrze-
ba rozwijania i aplikacji metod analizy wra_zliwo¶sci i optymalizacji, ukierunkowanych na
zagadnieniadynamiczne.

2 Cel i zakres pracy

Celem pracy byÃlo wyprowadzenieoperator¶ow wra_zliwo¶sci i warunk¶ow optymalno¶sci dla
zmiennych parametr¶ow obci ,a_zenia,podparcia i poÃl ,aczenia,w belkach i pÃlytach obci ,a_zo-
nych dynamicznie,z uwzgl,ednieniemr¶o_znych modeli tÃlumienia. Wy _zej wymienionepara-
metry odgrywaj ,a decyduj ,ac ,a rol ,ew zagadnieniach dynamiki, a ich optymalizacjaprowadzi
do znacznejredukcji drga¶n ukÃlad¶ow. Przyjmowane modele konstrukcji nawi ,azuj ,a nato-
miast do najcz ,e¶sciej wyst ,epuj ,acych przypadk¶ow posadowie¶n maszyn na konstrukcjach
wsporczych.

W rozprawie analizowane s ,a trzy klasy ukÃlad¶ow dynamicznych: z podukÃladem dyna-
micznym na wibroizolacji, z wymuszeniemmodeluj ,acym dziaÃlanie maszyny typu obroto-
wego,oraz z uog¶olnionym przegubem wiskospr,e_zystym umo_zliwiaj ,acym wzajemny obr¶ot
i poprzeczneprzesuni,ecie(klawiszowanie).

3 Sform uÃlowanie problem u

3.1 ZaÃlo _zenia i mo del ukÃladu

W rozprawie przyj ,eto zaÃlo_zenie,_zedrganiakonstrukcji s ,a maÃle. Wszystkierozwa_zaniado-
tycz ,a ukÃlad¶ow liniowo spr ,e_zystych z tÃlumieniem.Rozpatrywanes ,a dwa modeletÃlumienia:
wiskotyczne oraz strukturalne (zespolone). Wyprowadzoneoperatory wra_zliwo¶sci mog ,a
by¶c jednak r¶ownie_z zastosowane do przypadku tÃlumienia proporcjonalnego.Praca doty-
czy zagadnieniadrga¶n ustalonych periodycznych, a w szczeg¶olno¶sci drga¶n wywoÃlanych
obci ,a_zeniami harmonicznymi.

W pracy rozpatrywane s ,a belkowe lub pÃlytowe ukÃlady konstrukcyjne. Modele tych
ukÃlad¶ow dla omawianych klasproblem¶ow zostaÃly przedstawionena rysunkach 1a,2 oraz3.

3.2 Funk cjonaÃl odp owiedzi konstruk cji i jego wariacja

W celu obiektywnej oceny jako¶sci konstrukcji, wprowadza si ,e funkcjonaÃl G, kt¶ory ma
posta¶c liczby rzeczywisteji odzwierciedlastan konstrukcji, zwi ,azany z okre¶slonymi para-
metrami projektu, zapisanymi w postaci wektora zmiennych projektowych s.

Og¶oln ,a posta¶c funkcjonaÃlu odpowiedzi G(s) wyra_zonegow przemieszczeniach mo_zna
przedstawi¶c nast,epuj ,aco:

G(s) =
Z t1

t0

Z L

0
F (u)dxdt; (1)
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gdzieF (u) jest dowoln ,a, r¶o_zniczkowaln ,a funkcj ,a przemieszczeniau(x; t). Wariacja funk-
cjonaÃlu (1) ma posta¶c

±G(s) =
Z t1

t0

Z L

0

@F (u)
@u

±udxdt: (2)

GÃl¶owny problem polegana tym, _zewariacja ±u w r¶ownaniu (2) jest uwikÃlan ,a funkcj ,a
wektora s. W celu transforamcji r¶ownania (2) do postaci jawnej, w rozprawie u_zyto kla-
sycznejmetody ukÃlad¶ow sprz,e_zonych. UkÃlad sprz,e_zony dla ukÃladu z podsystememdyna-
micznym zostaÃl przedstawiony na rysunku 1b.

Nale_zy zauwa_zy¶c, _zeobci ,a_zeniesprz,e_zonepa = @F (u)=@u (rys. 1b) jest r¶ownepierw-
szejcz,e¶sci czÃlonu w r¶ownaniu (2). Z tego powodu, prawa strona tego r¶ownaniamo_zeby¶c
zapisanaw formie pracy wirtualnej siÃl ukÃladu sprz,e_zonegona wariacjach przemieszcze¶n
ukÃladu pierwotnego,a mianowicie:

±G(s) =
Z t1

t0

Z L

0
pa ±u dxdt : (3)

Zwi ,azany z funkcjonaÃlem G typowy problem optymalizacji bez ogranicze¶n mo_zemy
zapisa¶c jako:

min
s

G(s) : (4)

4 Analiza wra _zliw o¶sci

Znacznacz,e¶s¶c problem¶ow poruszanych w rozprawie zostaÃla sformuÃlowana dla ukÃladu z
podsystememdynamicznym. Model takiegoukÃladu orazukÃlad do niegosprz,e_zony zostaÃly
przedstawionena rysunku 1. Symbolek, c, m oznaczaj ,a odpowiedniosztywno¶s¶c, tÃlumienie
i mas,e. Symbol RR reprezentuje reakcj ,e podpory, kt¶orej poÃlo_zeniemo_zeulec wariacji, na-
tomiast Rr jest reakcj ,a przekazywan ,a z podsystemu dynamicznegona konstrukcj ,ebazow ,a.
PrzemieszczeniaukÃladu bazowegooznaczamy jako u(x; t), natomiast przemieszczeniama-
sy podsystemu jako yr (t). Reasumuj ,ac, wska¶znik dolny R dotyczy podpory, a r dotyczy
podsystemu.

FunkcjonaÃl odpowiedzi zostaÃl przyj ,ety w og¶olnej formie

G(s) =
Z t1

t0

(

f [yr (t)] +
Z L

0
F [u(x; t)]dx

)

dt; (5)

gdziewektor zmiennych projektowych s ma posta¶c

s = {xr ; xR ; kr ; k(x); cr ; c(x); mr ; m(x)}: (6)

Wyprowadzenieoperatora wra_zliwo¶sci (3) dla funkcjonaÃlu (5) skÃlada si ,e z nast,epuj ,a-
cych krok¶ow:obranieukÃladu sprz,e_zonego(rys. 1b), zapisanier¶owna¶n pracywirtualnej oraz
rozwini ,ecie wielko¶sci ukÃladu pierwotnego w szeregTaylora z pozostawieniem liniowych
czÃlon¶ow rozwini ,ecia. Przyjmujemy granicecaÃlkowania t1 − t0 = T, gdzie T jest okresem
drga¶n. Wprowadzamy wsp¶oÃlczynniki tÃlumienia ukÃladu sprz,e_zonego

ca = −c ; ca
r = −cr : (7)
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Rysunek1: Model konstrukcji: a) ukÃlad pierwotny, b) ukÃlad sprz,e_zony.

W taki spos¶ob wyprowadzonooparatory wra_zliwo¶sci wyra_zonew postaci jawnej:

±G(s) =
Z T

0
{Pa

r ±yr +
Z L

0
pa±udx}dt =

=
Z T

0

½

(ua
r ;x Rr + Ra

r ur ;x )±xr + (ua
R;x RR + Ra

RuR;x )±xR +

− ya
r Äyr ±mr − (ua

r − ya
r )( _ur − _yr )±cr − (ua

r − ya
r )(ur − yr )±kr +

+
Z L

0
(−uaÄu±m − ua _u±c− qaq±k)dx

¾

dt: (8)

Ka_zdy z czÃlon¶ow powy_zszegowzoru przedstawia wpÃlyw wariacji poszczeg¶olnych zmien-
nych projektowych na odpowied¶z konstrukcji. Cho¶c r¶ownanie(8) z pozoruwydaje si ,edo¶s¶c
skomplikowane, w rzeczywisto¶sci jego struktura i zastosowanie s ,a do¶s¶c proste. Ka_zdy z
operator¶ow wra_zliwo¶sci (czÃlon¶ow wzoru) jest iloczynemdw¶och wielko¶sci dynamicznych.
Wielko¶sci te uzyskujemy poprzezrozwi ,azaniedw¶och problem¶ow: pierwotnego(rzeczywi-
stego)orazsprz,e_zonego.Wielko¶sci ukÃladu sprz,e_zonegos ,a oznaczonewska¶znikiem g¶ornym
a (adjoint). Rozwi ,azuj ,ac zatem tylko dwa zadania, otrzymujemy operatory dla waria-
cji wszystkich zmiennych projektowych. W przypadku, gdy interesuje nas wpÃlyw tylko
niekt¶orych parametr¶ow, pod uwag,e bierzemy tylko odpowiednie czÃlony wzoru (8), a caÃla
analiza si ,e upraszcza.

Wprowadzeniestrukturalnego modelu tÃlumienia nie stwarza wi ,ekszych problem¶ow.
Wystarczy przyj ,a¶c parametry sztywno¶sci w postaci zespolonej

k = k(x) = ko(x)(1 + i´ ) ; kr = ko
r (1 + i´ r ) : (9)

W r¶ownaniu (9) ko(x) i ko
r maj ,a warto¶sci rzeczywistei okre¶slaj ,a sztywno¶s¶c ukÃladu, na-

tomiast parametry ´ i ´ r (wsp¶oÃlczynniki tÃlumienia strukturalnego) okre¶slaj ,a wielko¶s¶c
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Rysunek2: Model ukÃladu z maszyn,a typu obrotowego.

Rysunek3: Model ukÃladu z uog¶olnionym przegubem.

tÃlumienia. R¶ownaniom (7) odpowiadaj ,a nast,epuj ,ace warunki dotycz ,ace sztywno¶sci ze-
spolonej ukÃladu sprz,e_zonego:

ka = k = ko(x)(1 − i´ ); ka
r = kr = ko

r (1 − i´ r ): (10)

Oczywi¶scie,poniewa_z wszystkiewielko¶sci dynamiczneb ,ed ,a w ten spos¶ob miaÃly charakter
zespolony, r¶ownie_z funkcjonaÃl odpowiedzi G mo_ze mie¶c posta¶c zespolon ,a. Opisany wy_zej
problem analizy wra_zliwo¶sci i optymalizacji zostaÃl w kolejnych rozdziaÃlach uog¶olniony na
szersz,a klas,e problem¶ow konstrukcyjnych.

W rozdziale 3 rozwa_zanes ,a ukÃlady z dodatkowym wymuszeniemw postaci siÃly po-
ziomej, przesuni,etej w fazie o ¼=2 w stosunku do siÃly pionowej. Tego typu wymuszenie
modeluje oddziaÃlywanie maszyny typu obrotowego. Model takiego ukÃladu zostaÃl zapre-
zentowany na rysunku 2.

W rozdziale 4 rozpatrywane s ,a ukÃlady z wiskospr,e_zystym przegubem o zmiennych
parametrach. W miejscuprzegubudopuszczasi ,e wzajemneprzemieszczeniak ,atowe i pio-
nowe, tzn. dopuszczasi ,e nieci ,agÃlo¶s¶c przemieszcze¶n u(x) i k ,ata obrotu u′(x). Jako zmienne
wprowadzonopoÃlo_zenieprzegubuorazcztery parametry okre¶slaj ,acesztywno¶s¶c i tÃlumienie
w rozpatrywanych kierunkach. Model takiegoukÃladu zostaÃl zaprezentowany na rysunku 3.

Dla wszystkich klas problem¶ow wyprowadzonoodpowiednie operatory wra_zliwo¶sci i
warunki optymalno¶sci. Chc ,ac zwery¯k owa¶c wyprowadzoneoperatory, znalezionezostaÃly
mo_zliwie proste ukÃlady dynamiczneo jednym stopniu swobody. W ten spos¶ob uzyskano
analityczn ,a wery¯kacj ,ewzor¶ow. Operatory wra_zliwo¶scizostaÃly r¶ownie_z sprawdzonew licz-
nych przykÃladach, przy wykorzystaniu MES (program Abaqus). Praktycznezastosowanie
wzor¶ow zostaÃlo przedstawione w przykÃladach optymalnegoprojektowania.
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Rysunek4: Warstwice amplitud przemieszcze¶n pod siÃl ,a, P(t) = 10cos(2¼28t) [kN ].

5 Opt ymalne pro jekto wanie

Poni_zej przedstawiono wybrane przykÃlady zastosowania operator¶ow wra_zliwo¶sci w opty-
malnym projektowaniu konstrukcji.

5.1 Opt ymalizacja poÃlo _zenia siÃly dynamicznej na pÃlycie

Rozpatrujemy pÃlyt ,e wolnopodpart ,a obci ,a_zon ,a skupion ,a, pionow ,a siÃl ,a dynamiczn ,a. Para-
metry techniczneukÃladu s ,a nast,epuj ,ace:dÃlugo¶s¶c × szeroko¶s¶c pÃlyt y 6; 00× 4; 00[m], gru-
bo¶s¶c pÃlyt y h = 0; 16m, moduÃl Younga E = 27GPa, wsp¶oÃlczynnik Poissonaº = 0; 167,
masapÃlyt y m = 720kg=m2, tÃlumienie c = 0; 0ckr .

Problem optymalizacji polegana minimalizacji wielko¶sci amplitudy drga¶n pionowych
w miejscupod siÃl ,a:

min
s

G(s) ; G(s) = û ; (11)

gdzie û oznaczaamplitud ,e drga¶n w miejscu pod siÃl ,a, a zmiennymi projektowymi s ,a
wsp¶oÃlrz ,ednepoÃlo_zeniasiÃly s = x r = {xP

1 ; xP
2 }.

Przy obci ,a_zeniu pÃlyt y siÃl ,a P(t) = 10cos(2¼28t) [kN ] uzyskujesi ,e niesko¶nczeniewiele
rozwi ,aza¶n optymalnych. Rozwi ,azanie problemu w postaci planu warstwicowego przed-
stawia rysunek 4. Okazuje si ,e, _ze tak sformuÃlowany problem ma niesko¶nczenie wiele
rozwi ,aza¶n. Ograniczaj ,ac si ,e do przeci,ecia xP

2 = 2; 0m (rys. 4) dostrzegamy cztery roz-
wi ,azania optymalne, dla kt¶orych amplituda drga¶n pod siÃl ,a û = 0. Dwa rozwi ,azanaia
trywialne maj ,a miejsce,gdy siÃla znajduje si ,e na brzegupÃlyt y, dwa pozostaÃle zachodz ,a dla
xP

1 = 2; 5m oraz xP
1 = 3; 5m. Rysunek 5 przedstawia posta¶c drga¶n pÃlyt y dla poÃlo_zenia

siÃly (xP
1 ; xP

2 ) = (2; 5;2; 0) [m].
Obserwowane, znaczneamplitudy drga¶n w innych punktach pÃlyt y skÃlaniaj ,a do prze-

formuÃlowania zadania. Rozpatrujemy jeszczeraz t ,e sam ,a pÃlyt ,e, lecz tym razem poszu-
kujemy takiego poÃlo_zenia siÃly, przy kt¶orym maksymalna amplituda przemieszcze¶n û w
dowolnym, nieznanym punkcie pÃlyt y, osi ,agaminimum. Jest to trudny, nier¶o_zniczkowalny
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Rysunek5: Amplitudy przemieszczeniapÃlyt y dla lokalizacji siÃly (xP
1 ; xP

2 ) = (2; 5;2; 0) [m].

problem optymalizacji typu min max:

min
s

G(s) ; G(s) = max
x

max
t

|u(s; x; t)| = max
x

û(s; x): (12)

Stosuj ,ac wyprowadzonew rozprawie operatory oraz zmody¯k owanepodej¶sciedo pro-
blemu optymalizacji, otrzymano rozwi ,azanieoptymalne (xP

1 ; xP
2 ) = (3; 0;2; 0) (rys. 6).

Por¶ownuj ,ac rysunek5 z rysunkiem 6, zauwa_zamy, _zezewzgl,edu na maksymaln ,a wiel-
ko¶s¶c drga¶n pÃlyt y, zdecydowaniegorszymrozwi ,azaniemjest lokalizacjasiÃly P(t) w punkcie
(xP

1 ; xP
2 ) = (2; 5;2; 0), ni_z w punkcie (xP

1 ; xP
2 ) = (3; 0;2; 0). W drugim z tych przypadk¶ow,

maksymalna amplituda drga¶n pionowych pÃlyt y wynosi 0; 094[mm], i jest kilkakrotnie
mniejszani_z w przypadku pierwszym.

Rysunek6: Amplitudy przemieszczeniapÃlyt y dla lokalizacji siÃly (xP
1 ; xP

2 ) = (3; 0;2; 0) [m].
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Rysunek7: Belka z uog¶olnionym przegubem dopuszczaj ,acym nieci ,agÃlo¶s¶c k ,ata obrotu.

5.2 Belk a z uog¶olnion ym przegub em

Analizowana belka z uog¶olnionym przegubem zostaÃla przedstawiona schematycznie na
rysunku 7. UkÃlad obci ,a_zony jest skupion ,a siÃl ,a dynamiczn ,a P(t) = 1 · cos(2¼f t). Prze-
gub dopuszczanieci ,agÃlo¶s¶c k ,ata obrotu belki. Sztywno¶s¶c belki na zginaniewynosi EI =
5678; 5kN m2, natomiast jej masam = 140; 3kg=m. ZakÃladamy, _ze tÃlumienie wyst ,epuje
jedynie w samym przegubie.

PrzykÃlad ten prezentuje wpÃlyw parametr¶ow opisuj ,acych przegubna dynamiczn ,a odpo-
wied¶z konstrukcji. Dla dw¶och cz,esto¶sci siÃly wymuszaj ,acejanalizujemy wariacj ,e amplitudy
drga¶n pionowych pod siÃl ,a P(t), ze wzgl,edu na wariacje poÃlo_zenia oraz wsp¶oÃlczynnik¶ow
sztywno¶sci i tÃlumienia przegubu.Rysunki 8 i 9 prezentuj ,a wyniki przeprowadzonych ana-
liz - amplitudy przemieszcze¶n pod siÃl ,a dla cz,esto¶sci f 1 = 18H z i f 2 = 30H z jako funkcj ,e
parametr¶ow opisuj ,acych przegub.

Z rysunku 8 wynika, _ze wzrost tÃlumienia w przegubie zmniejszawielko¶s¶c drga¶n w
miejscupod siÃl ,a. Odwrotna relacja widoczna jest na rysunku 9. Wzrost tÃlumienia powo-
duje wzrost drga¶n. Zauwa_zmy te_z to (szczeg¶olnie widoczne na rysunku 8), _ze wielko¶s¶c
drga¶n jest bardzo wra_zliwa na parametry przegubu.Optymalne rozwi ,azanieproblemu w
obu przypadkach uzyskujemy dla przegubu idealnego(k'z = 0; c'z = 0) zlokalizowane-
go w punkcie x = 4; 0m (rysunek 8f i 9f). Otrzymane wyniki przestrzegaj ,a przed au-
tomatycznym, nieprzemy¶slanym post ,epowaniem w przypadku projektowania konstrukcji
obci ,a_zonych dynamicznie.

W rozdziale4.3.2rozprawy przedstawiono r¶ownie_z ciekawy przykÃlad tej samejbelki z
nowym funkcjonaÃlem celu, wyra_zonym poprzezwielko¶s¶c dyssypacjienergii w przegubie.

6 Podsumo wanie i wnioski

Wyniki pracy

• Analiza wra_zliwo¶sci,w tym r¶ownie_z wyprowadzonew rozprawieoperatory wra_zliwo¶s-
ci, pozwalaj ,a na znaczn,a redukcj ,e drga¶n projektowanych konstrukcji.

• Przedstawiona forma operator¶ow wra_zliwo¶sci jest dobrzedostosowanado wsp¶oÃlczes-
nych metod analizy komputerowej.

• Rozszerzenieoptymalizacji i analizy wra_zliwo¶sci ukÃlad¶ow dynamicznych na dodat-
kowe parametry decyzyjne,charakteryzuj ,acepoÃlo_zenie,sztywno¶s¶c i tÃlumienie pod-
pory lub poÃl ,aczenia,a tak_ze okre¶slaj ,ace podukÃlad maszyny na wibroizolacji, nie
powoduje istotnego wzrostu trudno¶sci matematycznych. Wyprowadzonew rozpra-
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Rysunek 8: Amplituda drga¶n pionowych pod siÃl ,a jako funkcja parametr¶ow opisuj ,acych
uog¶olniony przegub,f 1 = 18H z.

wie operatory wra_zliwo¶sci wyra_zones ,a bowiem w postaci jawnej przezrozwi ,azania
drga¶n stacjonarnych dw¶och ukÃlad¶ow: rzeczywistegoi sprz,e_zonego.

• Wyprowadzonew rozprawie operatory wra_zliwo¶sci dla klasy funkcjonaÃl¶ow wyra_zo-
nych przez amplitud ,e przemieszcze¶n, pr ,edko¶sci lub przyspiesze¶n drga¶n harmonicz-
nych dowodz ,a, _zew przypadkutÃlumieniawiskotycznegoniemapotrzeby "caÃlkowania
wstecz" problemu sprz,e_zonego."CaÃlkowanie wstecz" byÃlo wynikiem proponowane-
go dot ,ad w literaturze okre¶slania warunk¶ow ko¶ncowych problemu sprz,e_zonego,i
przysparzaÃlo du_zo trudno¶sci numerycznych.

• Przedstawione przykÃlady numerycznewykazuj ,a, _ze odpowied¶z konstrukcji na ob-
ci ,a_zenia dynamicznejest bardzo wra_zliwa na zmiany parametr¶ow charakteryzuj ,a-
cych usytuowanie,sztywno¶s¶c i tÃlumienie podp¶or i poÃl ,acze¶n, orazpodukÃlad maszyny
na wibroizolacji. Wra_zliwo¶s¶c ta mo_ze by¶c przyczyn ,a niepo_z ,adanych efekt¶ow, lecz
r¶ownie_z - prawidÃlowo wykorzystywana w optymalnym projektowaniu - prowadzi do
znacznielepszych rozwi ,aza¶n konstrukcyjnych.
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Rysunek 9: Amplituda drga¶n pionowych pod siÃl ,a jako funkcja parametr¶ow opisuj ,acych
uog¶olniony przegub,f 2 = 30H z.

Perspektywyzastosowa¶n i dalszekierunki bada¶n

• Najnowsze,prezentowane w literaturze propozycje formuÃlowania problem¶ow opty-
malizacji polegaj ,a na minimalizacji funkcjonaÃlu "odpowiedzi" konstrukcji z r¶owno-
czesn,a minimalizacj ,a jej wra_zliwo¶sci. Wyprowadzonew rozprawie operatory mog ,a
by¶c wykorzystanew tego typu optymalizacji.

• W problemach identy¯k acji modelu konstrukcji i wykrywaniu uszkodzeniana pod-
stawie eksperymentu od niedawna stosujesi ,e optymalizacj,e obci ,a_zenia.Dot ,ad ogra-
niczanosi ,edo obci ,a_ze¶n statycznych. Dyskutowanew pracy problemy stwarzaj ,a nowe
pola zastosowa¶n praktycznych, ukierunkowanych na optymalizacj ,e obci ,a_ze¶n dyna-
micznych w identy¯k acji konstrukcji.

• Przedstawione w rozprawie problemy analizy wra_zliwo¶sci mog ,a by¶c w przyszÃlo¶sci
rozwijane w kierunku ich wykorzystania w zagadnieniach aktywnego sterowania.
Problemy te mog ,a te_z zosta¶c uog¶olnione na drgania nieustalone,a tak_ze drgania
nieliniowe.
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