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1 Mot ywacja

Wiedza i do§wiadczenieinzynierskie, bedace podstawa dobrych projekt$w i ich realiza-
cji w budownictwie, sa bardziej powszetine w przypadku statyki niz dynamiki. To samo
dotyczy ogdinie dostepnegooprogram(wanla komputerowego. POWOdee to znacznetrud-
nog§ci w znale2|en|uoptymalnych rozwiazéeffj konstrukcyjnych ukAd§w o oddzialfwaniach
dynamicznych. Podobnasytuacjama miejscew przypadku konieczn&ciocery wrazliwo$ci
konstrukcji na zmiane parametr§iw projektowych. Z powyzszyth fakthw wynika potrze-
ba rozwijania i aplikabji metod analizy wrazliwo§ci i optymalizacji, ukierunkowanych na
zagadnieniadynamiczne.

2 Cel i zakres pracy

Celem pracy byl wyprowadzenieoperatorfw wrazliwo§ci i warunk§w optymalnoﬁci dla
zmienrych parametr§w obciazenia, podparcia i pol«aczenlaw belkach i pktach obciazo-
nych dynamicznie,z uwzglednlenlemr@znych modeli tAimienia. Wy zej Wymlenlonepara-
metry odgrywajadecydUJaca rolew zagadnieniab dynamiki, aich optymalizacjaprowadzi
do znacznejredukcu drgam ukBdgw. Przyjmowane modele konstrukcji nawiazuja nato-
miast do najcze§ciej wystepujacyd przypadkw posadaviefi maszyn na konstrukclach
wsporczyd.

W rozprawie analizovane sa trzy klasy ukAad§w dynamlczrych z poduki&adem dyna-
micznym na wibroizolacji, z WymuszenlemmodeIUJacym dzialAnie maszyry typu obroto-
wego,oraz z uogdlnionym przegulkem W|skospr¢z_ystym umozliwiajacym wzajemny obrét
I poprzeczneprzesungecie (klawiszavanie).

3 Sform ufdwanie problem u

3.1 Zafzenia i model ukfadu

w rozprawle przyjeto zalAzenie zedrganla konstrukeji sa mala. Wszystklerozwazanlado-
tycza ukd@w liniowo sprezystych z tAumieniem. Rozpatryvvanesa dwa modeletAimienia:
Wlskotyczne oraz strukturalne (zesmlone). Wyprowadzoneoperatory wrazliwo§ci moga
by® jednak rwniez zastosavane do przypadku tAumienia proporcjonalnego.Praca doty-
czy zagadnieniadrgaff ustalonych periodyczrych, a w szczegfhofci drgafi wywolAnych
obciazeniami harmoniczrymi.

W pracy rozpatrywane sa belkowe lub pl&(towe ukiady konstrukcyjne. Modele tych
uk&d§w dla omawianych klas problemd[w zosta przedstavionena rysunkach 1a, 2 oraz 3.

3.2 Funkcjonah odp owiedzi konstruk cji i jego wariacja

W celu obiektywnej ocery jako§ci konstrukcji, wprowadza sie funkcjondAG, ktfHry ma
postel liczby rzeczywisteji odzwierciedlastan konstrukcji, zwiazary z okre§lorymi para-
metrami projektu, zapisarymi w postaci wektora zmienrych projektowych s.

Ogfilna postat} funkcjonad odpowiedzi G(s) wyrazonegow przemieszczenidt mozna

przedstawif nastepujaco:
R Z.,Z,

G(s) = . F (u)dxdt; (2)
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gd2|eF(u) jest dowolna, rizniczkowalna funkcja przemieszczeniai(x; t). Wariacja funk-
cjonadl (1) ma postéf

+G(s) =

Zull @ (u)
W o @ +udxdt: (2)

GHwny problem polegana tym, ze wariacja +u w rwnaniu (2) jest umkhna funkcja
wektora s. W celu transforamCJl r@wnanla(Z) do postacuawnej W rozprawie u;yto kla-
sycznejmetody ukiadgiw sprzezorych. Uk/ad sprzezory dla uk&du z podsystememdyna-
micznym zostdMprzedstaviony na rysunku 1b.

Nalezy zauvazy, ze obciazeniesprzezonep® = @ (u)=@ (rys. 1b) jest rfwne pierw-
szejcze§ici cZBnu w rwnaniu (2). z tego powodu prawa strona tego rfwnaniamoze by
zaplsanaw formie pracy wirtualnej siBukf&du sprzezonegona wariacjach przemieszczg
ukA&du pierwotnego, a mianowicie:

Z.,Z,
+G(s) = o p®+u dxdt: (3)
0

Zwiazary z funkcjonal@m G typowy problem optymalizacji bez ograniczdj mozeny

zapisd jako:
msin G(s): 4)

4 Analiza wra zliw o$ci

Znacznaczeff problemdw poruszarych w rozpraNle zostdA sformuldwana dla ukfdu z
podsystememdynamlczrym Model takiego ukdu oraz ukfad do nlegosprzezory Zostab
przedstavionenarysunku 1. Symbolek, ¢, m oznaczga odpaNlednlosztywnoW tAimienie
i mase. Symbol Rg reprezetuje reakcje podpory, ktﬂ)rej poldzeniemoze ulec wariacji, na-
tomiast R, jest reakx:ja przekazywana z podsystenu dynamicznegma konstrukcje bazava.
Przemieszczeniak&du bazcwegooznaczany jako u(x; t), natomlastprzemleszczenlana-
sy podsystenu jako y; (t). Reasunujac, wskafnik dolny R dotyczy podpory, a r dotyczy
podsystenu.
FunkcjonaPodpowiedzi zostdAprzyj ety w ogdinej formie
z,( z, )
G(s) = Py @O+ FluCtldx dt )

to

gdziewektor zmiennych projektowych s ma postdff
s = {Xr;Xr; Kr; K(X); &5 ©(X); my; m(x) }: (6)

Wyprowadzenleoperatora wrazliwo§ci (3) dla funkcjonald (5) skiAda sie z nastepuja-
cych krokfiw: obranieuk/&du sprzezonega(rys. 1b), zapisanierwnaff pracy wirtualnej oraz
rozwiniecie wielko$ci uki&du plerwotnegow szeregTaonra z pozostavieniem liniowych
cZBngw rozwiniecia. Przyjmujemy granice cakowaniat; —to = T, gdzie T jest okresem
drgaf. Wprowadzarry wspdzynniki tAimienia uk&du Sprzezonego

d=-c ; &=-¢: @)
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Rysunek 1: Model konstrukcji: a) uk@&d pierwotny, b) ukiad sprzezory.

W taki sposib wyprowadzonooparatory wrazliwo§ci wyrazonew postacijawne;j:
#G(s) =  {P2ay, + pétudx}dt =
0 0
Z 1Y
=, (U Ry + RiUr )X, + (UR4Rr + RRURx)HX

— yPA#m, — (U} — )&ui —Yo)3G — (uf = y)(ur — Yr)ikg/'*'
L . 4
+  (—u®@tm — ufutc — g?qik)dx dt: (8)
0

Kazdy z cZ48nfw powyzszegowzoru przedstavia wplw wariacji poszczeghfych zmien-
nych projektowych na odpowiedf konstrukcji. Cho§f rfwnanie(8) z pozoruwydaje sie dof
skomplikowane, w rzeczywistdci jego struktura i zastosevanie sa dofif proste. Kazdy z
operatorfiw wrazliwo§ci (cz@nfiw wzoru) jest iloczynem dwich wielko§ci dynamiczrych.
Wielko$ci te uzyskujeny poprzezrozwazamedwﬂjd] problemdw: pierwotnego (rzeczywi-
stego)oraz sprzezonego Wielko§ci ukfdu sprzezonegosa oznaczonevskagnikiem géirnym
a (adjoint). ROZWIaZUJaC zatem tylko dwa zadania, otrzymujemy operatory dla waria-
cji wszystkich zmiennych projektowych. W przypadku, gdy interesuje nas wpkw tylko
niekt®rych parametr§iw, pod uwage bierzeny tylko odpowiednie cz@ny wzoru (8), a cala
analizasie upraszcza.

Wprowadzenlestrukturalnego modelu tAumienia nie stwarza wiekszyt problemdiw.
Wystarczy przyjaff parametry sztywno§ici w postaci zesplonej

k=kx)= K)A+1); Kk =K(@L+7i,): (9)

W rwnaniu (9) k°(x) | kP maja warto$ci rzeczywistei okreflaja sztywnof uki&du, na-
tomiast parametry ~ i (Wquilﬁzynnlkl tAuimienia strukturalnego) okre§laja wielko$
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Rysunek2: Model uki&du z maszyra typu obrotowego.
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Rysunek3: Model uk&du z uoglinionym przegutem.

tAimienia. Rwnaniom (7) odpowiadaja nastepujace warunki dotyczace sztywno§ci ze-
spolonej ukfAdu sprzezonego:

k= k=Kk(X)(L—i); ki=k =k(@-i,): (10)

OczywHcie,poniewaz wszystkiewielko§ci dynamicznebeda w ten sposib mialx charakter
zeswlony, rwniez funkcjonalfodpowiedzi G moze mief 'postaﬁi zesplona. Opisary wyzej
problem analizy wrazliwo§cii optymalizaciji zostdAv kolejnych rozdzidAch uog§iniony na
szersa klase problemdiw konstrukcyjnych.

W rozdziale 3 rozwazane sa ukfady z dodatkowym wymuszeniemw postaci silx po-
ziomej, przesunetej w fazie 0 ¥=2 w stosunku do sl pionowe;j. Tegotypu Wymuszenle
modeluje odd2|ab9(wan|e maszyry typu obrotowego. Model takiego ukf&du zostdAzapre-
zertowany na rysunku 2.

W rozdziale 4 rozpatrywane sa ukiady z wiskosprezystym przegukem o zmienrych
parametrad. W miejscu przegubudopuszcza&e WzaJemneprzemleszczenlzkatowe| pio-
nowe, tzn. dopuszcza&e n|e0|agAm przemleszczﬁ u(x) i kata obrotu u’(x). Jako zmienne
wprowadzonopol@zen|eprzegubuoraz cztery parametry okrﬁla; acesztywnof i tAimienie
w rozpatrywanych kierunkach. Model takiego uki&adu zostdAzaprezeltDwany narysunku 3.

Dla wszystkid klas problemdw wyprowadzono odpowiednie operatory wrazliwo§ci i
warunki optymalnofici. Chcac zwery k owaff wyprowadzoneoperatory, znalezionezostaj
mozliwie proste ukiady dynamiczneo jednym stopniu S\/\obody W ten sposib uzyskano
analltyczna wery k acje wzor§w. Operatory wrazliwo§ci zosta rwniez spravdzonew licz-
nych przykl@adadw przy wykorzystaniu MES (program Abaqus). Praktycznezastosavanie
wzor§iw zostdd przedstavione w przykiadad optymalnegoprojektowania.
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4,00 m

Rysunek4: Warstwice amplitud przemieszczg pod SiV&;, P(t) = 10coq2v28) [KN].

5 Optymalne pro jekto wanie

Ponizej przedstaviono wybrane przykf&dy zastosavania operatoriw wrazliwo§ci w opty-
malnym projektowaniu konstrukcji.

5.1 Optymalizacja poldzenia si§y dynamicznej na pBcie

Rozpatrujeny pht e wolnopodparta obciazona skupiora, pionova s%l dynamiczre. Para-
metry techniczne ukfdu sa nastepUJace dl%lg(m x szerolog pMy 6,00 x 4; OO[m] gru-
bo%t pl@{ty h = 0;16m, modulAYoungaE = 27GPa, wspilzynnik Poissona® = 0;167,
masaplty m = 720kg=m?, tRimienie c = 0; 0.

Problem optymalizacji polegana minimalizacji wielko§ci amplitudy drgafff pionowych
w miejscu pod sila:

minG(s) 7 G(s) = 0; (11)

gdzie ¢ oznaczaamplltude drgafi w mlejscu pod swa a zmienrymi projektowymi sa
Wsml&zednepol@zenlasﬂ@( s= X, = {x¥;x5}.

Przy obciazeniu phty sw& P(t) = 10005(21/2&) [KN ] uzyskuje sie niesloficzeniewiele
rozwiazeff optymalnych R02W|azan|e problerru w postaci planu Warst\Nlcowego przed-
stawia rysunek 4. Okazuje sie, ze tak sformulwany problem ma niesloficzenie wiele
rozwiazéeff. Ograniczgac sie do przececiax; = 2;0m (rys 4) dostrzegany cztery roz-
wiazania optymalne, dla ktﬂ)rych amplituda drgafi pod S|Va 0 = 0. Dwa rozwiazanaia
tryW|aIne maja miejsce,gdy sil& znajduje sie na brzegupl&ty, dwa pozostelé\zadwodza dla
x? = 2;5m oraz x{ = 3;5m. Rysunek5 przedstaNla posteff drgafi pity dla pol@zenla
sl (x7;x5) = (2,5;2;0)[m].

Observwwane znaczneamplitudy drgaff w innych punktach phty skIAnlaJa do prze-
formuldwania zadania. RozpatrUJerw jeszczeraz te sanm plyte lecz tym razem poszu-
kujemy takiego poldzenia silk, przy kthrym maksymalnaamplltuda przemieszcz§ 0t w
dowolnym, nieznarym punkcie phty, osiagaminimum. Jestto trudny, nierfizniczkowalny
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Rysunek5: Amplitudy przemieszczenihty dla lokalizacii siéx (xF;x5) = (2;5;2; 0) [m].

problem optymalizacji typu min max:
msin G(s) ; G(s)= m)gxmtax\u(s;x;t)| = m)gx(](s;x): (12)

Stosujac wyprowadzonew rozprawie operatory orazzmody k owane podej§ciedo pro-
blemu optymalizacji, otrzymano rozwia}zanieoptymalne(xf;xg’) = (3;0;2;0) (rys. 6).

Porfiwnujac rysunek5 z rysunkiem 6, zauvazarny, ze ze wzgledu na maksymalre wiel-
ko drgafi pty, zdecydavanie gorszymrozwiazaniemjest Iokaliiacjasi@ P (t) w punkcie
(xF;x5) = (2;5;2;0), nizw punkcie (xF;x5) = (3;0;2;0). W drugim z tych przypadkéiw,
maksymalna amplituda drgafi pionowych pity wynosi 0;094[mm], i jest kilkakrotnie
mniejszaniz w przypadku pierwszym.
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Rysunek6: Amplitudy przemieszczenigphty dla lokalizacji siéx (x{;x5) = (3;0;2;0) [m].



Rysunek7: Belka z uogflnionym przegukem dopuszczgacym niecie}gém kata obrotu.

5.2 Belka z uog%lnion ym przegub em

Analizowana belka z uog§inionym przegubam zostdA przedstaviona sdhematycznie na
rysunku 7. Uk/&d obmazory jest skupiona swa dynamiczra P(t) = 1. cog2%t). Prze-
gub dopuszczanleuagAm kata obrotu belki. Sztywnom belki na zglnanlewyn05| El =
5678 5kN m?, natomiast jej masam = 14Q 3kg=m. Zakiadamy, ze tAimienie wystepuje
jedynie w “samym przegubie.

Przykiad ten prezeruje wphw parametrgiw opisujacyd przegubna dynamiczra odpo-
wied§ konstrukeji. Dla dwéich czestdici Sil wymuszgacej anallzu1erry wariacje amplltudy
drgaf ploncwych pod S|Vé1 P(t), ze wzgledu na wariacje polézenia oraz Wspﬁlﬁzynnlkmw
sztywnad§cii tlumienia przegubu Rysunkl 8i9 prezeﬂu; awyniki przeprovadzorych ana-
liz - amplitudy przemieszczg pod S|Va dla czestdicif, = 18Hz i f, = 30Hz jako funkcje
parametr§iw opisujacyc przegub.

Z rysunku 8 Wynlka ze wzrost tAumienia w przegublezmnlejszamelkom drgafi w
miejscu pod sﬂ@ Odwrotna relacja widocznajest na rysunku 9. Wzrost tRumienia powo-
duje wzrost drgafff. Zauwazmy tez to (szczegfhie widoczne na rysunku 8), ze wielkoH
drgaffi jest bardzo wrazliwa na parametry przegubu. Optymalne rozwiazanieproblemu w
obu przypadkach uzyskujeny dla przegubuidealnego(k, = 0;c, = 0) zlokalizowane-
go w punkcie x = 4;0m (rysunek 8f i 9f). Otrzymane wyniki przestrzegga przed au-
tomatyczrym, nieprzeny$larym postepowaniemw przypadku projektowania konstrukcji
obciazonych dynamicznie.

W rozdziale4.3. 2rozprawy przedstaviono rwniez ciekawy przykR&d tej samejbelki z
nowym funkcjona@m celu, wyrazonym poprzezwielko® dyssypacijienergiiw przegubie.

6 Podsumowanie | wnioski
Wyniki pracy

e Analiza wrazliwad§ci,w tym rwniez wyprowadzonew rozprawie operatory wrazliwo§-
ci, pozwalaja na znaczra redukcje drgafj projektowanych konstrukgiji.

e Przedstavionaforma operator§iw wrazliwo§ci jest dobrzedostosavanado wspilazes-
nych metod analizy komputerowej.

e Rozszerzeni@ptymalizacji i analizy wrazliwo§ci ukadfiw dynamiczrych na dodat-
kowe parametry decyzyjne,charakteryzujace poldzenie,sztywnof i tAimienie pod-
pory lub polaczenia,a takze okrefilajace podukd maszyry na wibroizolacji, nie
powoduje istotnego wzrostu trudno$§ci matematycznych. Wyprowadzonew rozpra-
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Rysunek 8: Amplituda drgaffi pionowych pod sil%;l jako funkcja parametr§iw opisujacyd
uogflniony przegub,f; = 18Hz.

wie operatory wrazliwo§ci wyrazonesa bowiem w postaci jawnej przezrozwiazania
drgaff stacjonarrych dwéich ukiadgw: rzeczyW|stego Sprzezonego.

o Wyprowadzonew rozprawie operatory wrazliwo§ci dla klasy funkcjonafiw wyrazo-
nych przezamplitude przemleszczﬁ predkofici lub przyspiesz§ drgafi harmonicz-
nych dowodza, zew przypadku tAJmlenlaW|skotycznegm|e ma potrzeby "cakowania
wstecz" problerm sprzezonego. "Calkowanie wstecz" by wynikiem proponowane-
go dotad w literaturze okre§lania warunkiw kofficovych problemu sprzezonego, i
przysparzaA duzo trudno$ci numeryczrych.

e Przedstavione przykiady numerycznewykazuja, ze odpowied§ konstrukcji na ob-
ciazenia dynamicznejest bardzo wrazliwa na zmlany parametrw charakteryzula-
cydq usytuowanie, sztywnof i tumienie podp8ir i pollaczeﬂ oraz podukfd maszyry
na wibroizolacji. Wrazliwof ta moze by§ przyczyna niepozadarych efektdiw, lecz
rhwniez - prawidwo wykorzystywanaw optymalnym projektowaniu - prowadzi do
znacznielepszyh rozwiazéeffj konstrukeyjnych.
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{ (k.c) ; f=30[1/s] , x=0,0m N (k,c) ; f=30[1/s] , x=0,5m
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Rysunek 9: Amplituda drgaffi pionowych pod SiV&; jako funkcja parametr§iw opisujacyd
uogflniony przegub,f, = 30H z.

Perspektywy zastosowf i dalszekierunki badafi

e Najnowsze,prezenowane w literaturze propozycje formuldwania problemiw opty-
malizacji polegga na minimalizacii funkcjonadl "odpowiedzi" konstrukcji z rwno-
czesm mlnlmallzaqa jej wrazliwo$ci. Wyprowadzonew rozprawie operatory moga
by Wykorzystanew tego typu optymalizaciji.

e W problemad identy k acji modelu konstrukcji i wykrywaniu uszkodzeniana pod-
stawie eksperymertu od niedavna stosujesie optymalizacje obciazenia. Dotad ogra-
niczanosie do obciazefj statycznych. Dyskutowanew pracy problerw stwarza; anowe

pola zastosovaff praktycznych, ukierunkowanych na optymalizacje obciazefi dyna-
micznych w identy k acji konstrukciji.

e Przedstavione w rozprawie problemy analizy wrazliwo§ci moga by$§ w przys28§ci
rozwijane w kierunku ich wykorzystania w zagadnieniab aktywnego sterovania.

Problemy te moga tez zostelf uogdinione na drgania nieustalone,a takze drgania
nieliniowe.



