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Streszczenie

Pracadotyczy analizy wrazliwo§cii optymalnegoprojektowania uk&d§w ob-
ciazonych dynamicznie. Rozpatrywane sa mal& drgania liniowo sprezystych
beleki pit. Obciazeniadynamicznesa typu periodycznego,zatemwywollja
one drgania ustalone. Miejsce przylzenia obciazefi dynamiczrych oraz pa-
rametry masy sztywno§icii tRimienia podukfdu modelujacegomaszyre sa
rozpatrywane jako zmienne projektowe. Operatory wrazliwo§ci zostahj wy-
prowadzoneza pomoca metody ukBdfiw sprzezonych.

W rozdzialel przedstawviono krfitkie wprowadzenie motywacje podjetych
baddff, przeghd obecnegostanu wiedzy, oraz celi zakrespracy.

RozdzidA2 stanowi giwna czeff rozprawy. Sformulwano i rozwiazano
w nim problem analizy wrazliwo§ci ukfdfiw dynamiczrych, ze wzgledu na
wariacje wektora zmienrych projektowych. W analizie zastosavano rfizne
modele tAumienia.

Rozdzid przedstavia uogfinienie problemu sformuldwanegow rozdziale
2 poprzezwprowadzeniedrugiej skAdowej s dynamicznej. Rozpatrywane
jest tam jednoczesnedzialAnie siApionowych i poziomych o riznym przesu-
nieciu fazovym, modelujace oddziafiwanie maszyry typu obrotowego.

RozdzidA4 po§wiecory jest ukdom z wiskosprezystymi przegubamio
zmienrych parametradr. W miejscu przegubudopuszczasie wzajemne prze-
mieszczenikatowe i pionowe. Jako zmiennewprowadzonopoldzenieprzegu-
bu oraz cztery parametry okre§ilajace sztywno® i tAumienie w rozpatrywa-
nych kierunkach. Wyprowadzonooperatory wrazliwo%ci oraz warunki opty-
malnd§ci dla powyzej opisarych zmienrnych projektowych.

Rozdzid 2, 3i 4 koficza sie przykadami potwierdzajacymi prawid dwog
wyprowadzorych operator§iw wrazliwo§ci i ilustruj acymi ich zastosevanie w
optymalizacji ukfd§iw obciazornych dynamicznie.

Podsumavanie i wnioski zamieszczonav rozdziale5.

Stowa kluczowe: analiza wrazliwo§ci, optymalne projektowanie, metoda
uklad§iw sprzezonych, dynamika konstrukcji, drgania, tAumienie wiskotycz-
nei strukturalne.



Oznaczenia
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daszeknad symbolemoznaczaamplitud e tej wielko§ci,
litera a jako wska%nik gfirny oznaczazesymbol odnosi
sie do ukfdu sprzezonego,

gwiazdla jako wskafnik g8irny oznaczaze symbol od-
nosi sie do ukf&du rzeczywistego ktHry dozndAprzy-
rostu zmienrych projektowych,

oznaczenieze symbol dotyczy wielko$ci zlokalizowva-
nej w punkcie x = z,,

przemieszczeniepionowe podukAdu dynamicznego,
zwiazaneg@ masa skupiona, zlokalizovanegow punk-
ciex = z,,

przemieszczeni@oziomepoduk®du dynamicznego,
przemieszczeni&atowe podukfdu dynamicznego,
poldzenie punktu konstrukcji; dla belki z jest
wspdfzedra mierzora wzdiliz jej osi; dla pkty:
f 21, 2,9 okre§la punkt na pAszczyinie §rodkowej,
uogdinione przemieszczeniew przypadku belki u =
u(x); w przypadku phty u = u(z1, z),

uogdinione odksztaBenie; w przypadku belki jest re-
prezerowaneprzezkrzywizne x = | u% w przypadku
phty: f 0%u/022; 0%u/0x1022, 0%u /034,

uogdlnione naprezenie,w przypadku belki jest repre-
zertowane przez momert zgingjacy M; w przypadku
pity: f Mg, Mia, M0,

uogdlnione obciazeniezewretrzne,

wektor zmienrnych projektowych,

wektor lub wsp§l&zynnik opisujacy sztywno belki
lub polaczenia,

wektor lub wsp§izynnik opisujacy mase belki lub ma-
SZyry,



a, 3,0
ha, bi

a(x)
kO

= r(z)
M = M(x)
T = T(x)
A = A(x)

momert bezwAdnd§ci masy wzgledemjej punktu ob-
rotu,

wspdiazynnik tAumienia wiskotycznego,
funkcjonafodpowiedzi, funkcjonaAcelu,

wariacja funkcjonad G,

symbol wariacji okre§lonejwielko$ci,

kropka nad symbolem oznaczapierwsz pochodna po
czasieokre§lonejwielko$ci (np. predko$),

dwie kropki nad symbolemoznaczga druga pochodna
po czasieokre§lonejwielko§ci (np. przyspieszenie),
czestotliwog§ (drgafi), wyrazonaw [H:z] = [1/s], za-
chodzi f = 1/T

czestdf kolawa, wyrazona w [rad/s], zadodzi w =
2n /T = 2nf

okresdrgafff wyrazory w [s]

katy przesungff fazowych,

symbol iloczynu skalarnegofunkcji a(z) i b(x),
symbol funkcji sprzezonejdo a(z),

rzeczywista czeff wspdiBzynnika sztywno§ci zesmlo-
nej,

wspdzynnik tAimienia zeswlonego,

krzywizna, x = j u®
momert zgingacy,

Sil& poprzeczna,

pole przekrou poprzeczego.



Rozdzial 1

Wstep

1.1 Podstawowe pojecia

Czesto, w zyciu codzienrym, mniej lub bardziej trafnie, uzywamy pojecia
optymalneyo rozwiazania problemu W niniejszej pracy wielokrotnie powta-
rzaja sie okre§leniazwiazanez formalnym, matematycznym znaczenientego
dAwa. Poniewaz teoria optymalizacji nie jest podstawowym przedmiotemna-
uczaniaw technicznych szlolch wyzszyd, dla lepszegazrozumieniapracy,
ponizej przedstaviono podstawowe pojecia zwiazane z optymalizacja i jej
wybranymi aspektami.

Przypomnijmy wiec,zeoptymalizacjapolegana wyznaczeniuspo§réid do-
puszczalych rozwiazdfff danegoproblemu, rozwiazanianajlepszegoze wzgle-
du na przyjete kryterium zwane funkcja celu. Aby sformuldwa®f problem
optymalizacji, nalezy okre§liff funkcje celu, zmienneprojektowe oraz wszelkie
ograniczenia.

Zmienne projektowe sa wielko§ciami liczbowymi lub funkcjami okre§la-
jacymi system (ukfad). Maja one charakter ciagl lub dyskretny, i moga
podlegd} zmianie podczasprocesuoptymalizacji. Tworza one wektor zmien-
nych projektowych x = fz1, 25, ..., 2, ..., 2,97. W budownictwie ladowym,
zmienrymi projektowymi moga zatem by§ m.in. parametry geometryczne
przekrojfw elemerthw konstrukcyjnych, warunki brzegave, polzeniei wiel-
ko$ obciazenia,i wiele innych. Zauwazmy, ze w zalezndgci od rznych uwa-
runkowalfff tego samegaroblemu, w optymalizacji mozeny przyjmowaf rizne
wektory zmienrych projektowych s. Stad wynika podzialfna podstawowe kla-
sy problem@w optymalizacji: parametryczna(ciagA lub dyskretna), ksztaléu,
topologii. Rozpatrywane w pracy problemy mieszca sie w klasie optymali-
zacji parametryczne;.

Na wektor zmienrych projektowych naldzory jest zazwycza calf szereg



ograniczdj. Ograniczeniate wynikaja m.in. z przepigiw normowych, wyma-
gafi technologiczrych, mozliwo§ci technicznych oraz konieczn@ci spelAienia
warunk@w rwnonvagi. WyrhHzniff mozeny ograniczenianier§iwndgciove:

gi(x)- 0, i=12...,m (1.2
oraz ograniczeniarfwndgciove:
hj(X) = O, j = 1, 2,...,7712. (12)

Wektor x speliajacy ograniczenia(1.1) oraz (1.2) nazywamy wektorem do-
puszczaliym, a zbifir tych wektor§iw tworzy obszardopuszczalw.
Jednym z czesto stosavanych ograniczdf typu (1.1) jest ograniczenie
naprezef zredukowanych:
Ured(x) * Odop (13)

gdzie o4, 0znaczadopuszczala warto® naprezefj zredukowanych. Przykia-
dem ograniczenianieriwnd§ciovegomoze byf takze ograniczeniemaksymal-
nych przemieszcz& konstrukcji, minimalnej warto§ci sié krytycznejlub mi-
nimalnej czestdici drgaff wiasnych. Ograniczeniemtypu (1.2) moga by§ wa-
runki rwnowvagi.

Funkcja celu, jak wskazuje angielski odpowiednik tej nazwy (objective
function), powinna by obiektywnym kryterium pozwalajacym w &twy spo-
s§b poriwnef rizne rozwiazania. Stad tez, funkcja celu jest funkcjonadm,
czyli relacja przypisujaca kazdernu elemenowi pewnegazbioru (kazdenu do-
puszczalnera rozwiazaniu okre§lonegoproblemu) doki&dnie jedna liczbe ze
zbioru liczb rzeczywisych. Zauwazmy jednak, ze mozna stosavaff rfizne kry-
teria ocery rozwiazaniatego samegoproblemu. Podajmy wiec kilka przyk-
Adowych, najcze§ciej stosavanych kryteribw. Wymieni§ nalezy tutaj m.in.
mase lub ciezar konstrukcji, koszt realizacji projektu, sztywno®§ lub podat-
nof} konstrukcji, wielkof obciazeniakrytycznego,i inne.

Jedrym z najbardziej pracochi@nnych elemenfw procedurklasycznejop-
tymalizaciji jest obliczaniewrazliwo$ci odpowiedzikonstrukcji na zmiane wek-
tora zmienrych projektowych. Analiza wrazliwo§ci siizy do przyblizonego
okre§lania zmian rozwazanych wielko§ci lub funkcji (opisujacyc stan kon-
strukcji) §f(xo) wok@Austalonej warto§ci wektora zmienrych projektowych
X0, dla przyjetegoprzyrostu ix:

0f(x0) = f(xo+ 0x) i f(x0) Yafr f(x0)gx. (1.4)

Z tych wiagniepowod@w, narzedziejakim jest analizawrazliwo§cijest czestym
tematem badaffi naukowych. Warto bowiem stosavaf efektywne algorytmy
obliczania wrazliwo$§ci, pozwalajace na skrficenieczasuobliczefi, a czasami
po prostu umozliwiajace rozwiazanie praktycznych problemdw optymaliza-
cji.



1.2 Mot ywacja

Optymalizacjakonstrukgji jest ciaglemidda, rozwijajaca sie dziedzira. Wska-
zywane sa howe kierunki badaf, a co najwazniejsze,nauka ta znajduje co-
raz wiecej zastosovaff. Dotyczy to miedzy innymi nowoczesiych technolo-
gii w aeronautce, przenmy$§le samolotavym, motoryzacyjnym, maszynavym
i budowlanym. Teoria optymalizacji pozwala na projektowanie konstrukcji
tafiszyd, bezpieczniejszyw i bardziej niezavodnych. Pomagaonaw tworze-
niu nowych materialw i technologii oraz w identy k acji i monitorowaniu
istniejacyd obiektfw.

Wieksz®ff zadodzacy wok§Bnas zjawisk ma charakter zmienry w cza-
sie.W budownictwie dotyczy to zarfiwno prostych belek, pit i Slipiw, jak i
bardziej skomplikowanych konstrukcji, jakimi sa budynki wielokondygnacyj-
ne, elektrovnie atomowe, platformy wiertnicze. Analiza takich uk&d§w, pod-
danych obciazeniom dynamiczrym, wiaze sie z konieczn&cia uwzglednienia
siBbezwAdnofcii tAumienia. W konsekvencji prowadzi to do rozwiazywania
nieldtwych problemdw, czesto o zaslkakujacyd rozwiazaniad.

Nalezy tutaj wyrafnie podkre§li§f, ze choff tAimienie jest zjawiskiem po-
wszebtinym, to by ono stosunkowo rzadko uwzgledniane w dotychczaso-
wej literaturze po§wieconejanalizie wrazliwo§cii optymalizaciji uk&d§w kon-
strukcyjnych.

Temat niniejszej pracy wynika z checi rozwijania i stosavania nowocze-
snych narzedzi jakimi sa teoria optymalizacji i analiza wrazliwo§ci, do inte-
resujaceji nie do koffica zbadanejtematyki oddzialfwafi dynamiczrych.

Inzynierowie budowlani czesto spotykaja sie z problemami, w ktfrych
parametry opisujace projekt konstrukcji nie sa do koffca okre§lone,i moga
podlegdf zmianom. W przypadku ukfd§iw statyczrych, na og®Ado$ szyblo
potra my podaff rozwiazanie, ktfre jest satysfakcjonujaco dobre, natomiast
w przypadku dynamiki zdawanie sie na intuicje jest z pewnd§cia bdem.
Co wiec zrobif w przypadku, gdy mamy rozstrzygraf sprave usytuowania
podpory, lokalizacji maszyry dzialdjacejdynamiczniena konstrukcje, dobo-
ru parametrfiw masy sztywno§cii tAumienia? W jaki sposib zminimalizowa$
wielko®§ drgafi? Mozeny w sposib pracochidnny przeszukivaff kolejne roz-
wiazania, nie majac praktycznie zadnych wskazdwek, w kthrym kierunku sie
poruszd. Je§li dodamy do tego, ze maszynamoze by§ typu obrotowego, sy-
tuacja staje sie jeszczebardziej skomplikowana. Mamy bowiem coraz wiecej
parametr§w opisujacyd system,i coraz mniej pewndci co do ich wpkwu
na odpowied§ konstrukcji. Wydaje sie, ze analizawrazliwo§ci jako narzedzie,
I optymalizacja jako cel, moga by$§ bardzo pomocne w rozwiazywaniu tego
typu problem§w inzynierskid.

Obserwupc obecne tendencje w rozwoju inzynierii ladowvej, zauwvazyf
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mozeny, ze coraz wiecej uwagi po§wieca sie problemom identy k acji kon-
strukcji. Z identy k acja nierozervalnie zwiazanajest optymalizacja. Pozwa-
la ona z jednej strony na minimalizacje rfiznicy pomiedzy rzeczywisa kon-
strukcja a jej modelem matematycznym ze wzgledu na parametry modelu.
Z drugiej strony pomagamaksymalizavaff te riznice ze wzgledu na rodza
obciazenia, pozwalajac w ten sposib poprawi wrazliwog ukadu. Takie po-
dej§cie, zastoswane do uk&adfiw o wymuszeniab dynamiczrych, staje sie
skuteczrym narzedziemw identy k acji modelu oraz identy k acji uszkodzef.

Coraz wiekszezainteresavanie inzynier§iw budzi tez tematyka aktywnego
sterowvania. Systemayczniewzrastaliczbaprac badavczyd i wdrozeniovych.
W wielu projektowanych obiektach (np. mostad i budynkadch wysokid) in-
staluje sie systeny aktywnie wpkwajace na zacdhowanie sie konstrukcji. Po-
dejmowanie takich problemdw wiaze sie z minimalizacja skutkiw oddzialix-
wafi dynamiczrych poprzezzmiane w czasierzeczywisym niekt®rych, wy-
branych, mozliwych do sterovania parametr§w systenu.

Wszystkie wyzej wymienione czynniki ski@niaja do blizszegozaintereso-
wania sie problematyka optymalnego projektowania konstrukcji poddanych
obciazeniomdynamiczrym.

1.3 Cel i zakres pracy

Celem pracy jest wyprowadzenieoperator§fiw wrazliwo§ci i warunk§iw opty-
malnaofci dla zmienrnych parametr§w obciazenia, podparcia i pol&czenia,w
belkach i phtach obciazorych dynamicznie,z uwzglednieniemtAimienia wi-
skotycznegoi zesmlonego.Wyzej wymienione parametry odgrywaja decy-
dujaca role w zagadnieniab dynamiki, a ich optymalizacja prowadzi do
znacznejredukcji drgaff konstrukgiji.

W pracy rozpatrujemy ukiady belkowe i ptowe poddaneustalonym, pe-
riodyczrym obciazeniomdynamiczrym. Zakladamy, zekonstrukcje sa liniowo
sprezyste. Przyjmujemy, zew ukfdad tych wystepujetAimienie, modelova-
ne jako tAumienie wiskotyczne lub strukturalne. Rozwazary jest przypadek
malfch drgaffi konstrukgiji.

W pierwszejczefici pracy przewiduje sie wyprowadzenieoperatorfiw wraz-
liwo§ci dla ukdu z podsystememdynamiczrym o skupionej masie, mode-
lujacym maszyre na wibroizolacji lub pasywry thimik. Jako zmienne pro-
jektowe traktowane sa miedzy innymi: poldzenie podsystenu dynamicznego
oraz wsp§zynniki sztywno$§cii tAumienia wiskotycznegolub strukturalnego
konstrukcji bazowvej i podsystenu. Wyprowadzone operatory powinny by
wyrazonew mozliwie prostej formie, umozliwiajacejich praktycznezastoso-
wanie. Otrzymane wzory nalezy zwery k owaff analityczniei numerycznie,a
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nastepnie wykaze ich przydatno$.

Kolejnym zadaniem jest rozszerzeniedokonanych analiz na przypadek
uk&adu obciazonegoprzesunetymi wobec siebiew fazie silmi pionowymi i
poziomymi. Tegotypu obciazenie moze modelova§f oddzialfwanie na kon-
strukcje maszyry typu obrotowego.

W ostatniej cze§ici rozprawy planuje sie rozwazenie ukdfiw z uogdlinio-
nym, wiskosprezystym przegubem, w ktfrym dopuszczasie nieciagd® nie
tylko kata obrotu, lecz rwniez linii przemieszcz®. W przegubietego typu,
obok siBsprezystych, dzialaja rwniez silx tAumiace.Wyprowadzoneoperato-
ry wrazliwo§ci ze wzgledu na parametry opisujacetego typu przegub moga
mieff bezpo§redniezastosavanie w problemad aktywnegosterowania.

1.4 Przegl ad literatury

Podstawy matematyczne optymalizacji powstawal§ od kofica wieku XVI I,
kiedy to stworzory zostdArachunek rfizniczkowy i wariacyjny. Prawdziwy
rozwdj tej nauki nastapijednak w latach siedemdziesitych ostatniegostule-
cia. W tym okresiebardzo silnie rozwinelk sie gradiertowe metody optymal-
negoprojektowania. Wraz z tymi metodami pojawild sie zagadnienieanalizy
wrazliwo§ci rozumiane jako wyznaczeniezmiany odpowiedzi konstrukcji ze
wzgledu na niewielka zmiane (wariacje) wektora zmienrych projektowych.

Szerokiprzeghd metod analizy wrazliwo§ci mozna znaleff w ksiazkach
Hauga, Choi, Komkova [46] oraz Haftki i Gérdala [41], jak rwniez we wcze§-
niejszyd publikacjac Arory i Hauga[42 2] orazHaftki i Adelmana[39]. Kla-
sycznemetody optymalizacji zostaA om@iwione miedzy innymi w ksiazkach
Gallagherai Zienkiewicza[23], Arory [3] i Banichuka [4]. Przeglady rfiznych
kryterifhw optymalizacji mozna odnaleff w monogra i Rozvanego[81]. Mate-
matyczne podstawy optymalizacji przedstaviono w pracy Luenbergera[57].
Wszystkie te pozycje przyczynik sie do duzej popularyzacji problematyki
analizy wrazliwo§cii optymalizacji konstrukciji.

W problemad analizy wrazliwo§ci wyrfizniff mozemny dwa podef§cia: dys-
kretne i wariacyjne. Sformuwania wariacyjne sa jednym z podstawowych
sposoliv rozwiazywania wielu problemdw medaniki. Okazuja sie one nie-
zwykle pomocneszczegthie w problemad nieklasycziych (wiezyjednostron-
ne, przemiary fazowe), a takze stanowia podstawe metod komputerowych.
Fundamenalna praca wskazujaca kierunki mozliwych zastosevaff metod wa-
riacyjnych byA ksiazka Courarta [16]. Znaczaca role w rozwoju tego po-
dej§cia odegrai prace Washizu[89] oraz Odenai Reddy'ego[73).

W niniejszejrozprawie stosavane jest podej§cie wariacyjne oraz metoda
ukAd§w sprzezorych. Metodata jest szczegfthie efektywnaw przypadku, gdy
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liczbazmiennych projektowych jest wiekszaod liczby ograniczdfj. Poczatkiem
metody uk&d§iw sprzezorych w medanicei prawdziwym przdBmemdla roz-
woju metod analizy wrazliwo§ci by publikacje Rohde i McAllistera [78]
oraz Mroza z Mironovem [62]. Pierwszaz nich przedstavial& zastosevanie
przestrzenisprzezorych do problem@w wrazliwo§ci funkcjonalfiw wyrazonych
przezfunkcje przemieszcz®. Druga - rozszerzéhanalize na funkcjonalfk wy-
razonew postaci funkcji naprezefj lub odksztalBeff.

Milowym krokiem w rozwoju by prace Demsai Mroza [17, 18], roz-
wijajacestan wiedzy i przedstaviajace szerokiemozliwo§ci aplikacji metody
uk&dfw sprzezorych. W duzym stopniu, dzieki tym pracom, metoda ta szyb-
ko zyskal& wielu zwolennik§w.

Dokladniejsz analize badarych funkcji moznauzyska§ przez uwzglednie-
nie wrazliwo$ci drugiegorzedu. Operatory wrazliwo§ci dla liniowych uk&dgiw
sprezystych, przy zastoswaniu sformuwania wariacyjnego, zosta wypro-
wadzonew pracy Demsai Mroza [19]. Podobnewyrazenia, lecz dla uk&d§iw
dyskretnych, otrzymali wcze§niej Haug [44] i Haftka [37].

Wraz z rozwojem efektywnych metod analizy, waznm problemembadaw-
czym stal sie analizawrazliwo§ci uki@dgiw nieliniowych. Jedna z pierwszyd
prac na ten temat by publikacja Mroza, Kamata i Plauta [65], w ktfrej
autorzy badali wrazliwo beleki pkt, przy uwzglednieniu nieliniowo§ci geo-
metryczneji materialdwej. Ogfiine wyprowadzeniadla belek z nieliniowymi
zwiazkami geometrycziymi i liniowymi zwiazkami “zycznymi zostd przed-
stawione w pracy Demsai Mroza [20]. W pracy Haftki i Mroza [38] zostd
przedstavione operatory wrazliwo§cipierwszega drugiegorzedu dla ukRdgw
nieliniowych “zycznie, lecz liniowych geometrycznie.Operatory te zostaf
wyprowadzonemetoda bezpo§rednia oraz metoda ukad@iw sprzezorych. W
publikacji Szeferaet al. [86 uwzglednione byl zar§iwno nieliniowo§ci geo-
metryczne jak i “zyczne. Wyprowadzono tam wz§r na wariacje Sk wy-
boczgacej phte spelAiajaca zalBzenia teorii von K&rm&na. Jednolite po-
dej§ciedo problemu analizy wrazliwo§ci nieliniowych geometryczniei zycz-
nie ukAd§w kratownic, beleki pt, bedacerozwinieciemi podsumavaniem
wcze§niejszy badafi innych autorfiw, zostdA przedstavionew pracad Choi
etal. [12 13 82].

Odmiennepodef$ciedo problemdw analizy wrazliwo§ci polegana wcze§-
niejszej dyskretyzacji modelu konstrukcji (na przyk&d za pomoca metody
elemenfhw skoficzorych) i dalszym podAgiwaniu sie wyfacznie tym mode-
lem. To podef§cie reprezenuje miedzy innymi Kleiber. W pracad [47, 48|
rozpatruje on bardzoszerola klase problemdiw geometrycznida zycznie nieli-
niowych badajac wrazliwof na wariacje parametr§w wymiarowych i wariacje
ksztafu ciala.

W wielu zagadnieniab medaniki istotne znaczenieodgrywa wielko$ silA
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krytycznych oraz czestdgci wiasnych. Optymalizacja warto§ci obciazeniakry-
tycznegozajmowalAsie miedzy innymi Masur [59. Wprowadzion inny opis
dla przemieszczg pierwotnych i pokrytyczrych W pracy [67] MrHz i Haftka
wyprowadzm wyrazeniana wariacje s krytycznejoraz czestd§ci wisrych
dla pit, ze wzgledu na ich parametry sztywno§ci i wsteprych dystorsiji.

Podobny problem byApodjety w publikacji [40]. Istotna ceta tych prac
jest ogflne sformudwanie problemu obejmujace szerola klase konstrukgeji i
uwzglednigjace redystrybucje siBwewnetrznych. Sformuldwanie wrazliwo§ci
ukAd@w nieliniowych w stanie pokrytyczrym zostdé przedstavione w péig-
niejszejpracy tych autorfw [68].

Problem wielokrotnych warto§ci whsrnych pojawissie wraz z praca Olhof-
fa i Rasnusseng[74], w ktfrej autorzy zauwazyli, ze powiekszaniupierwszej
warto§ci wisnejtowarzyszy zmniejszeniewyzszyd. Przeformuldwali oni za-
tem zagadnienieoptymalizacji tak, aby uwzglednif bimodalny stan konstruk-
cji. W pracy Olho®ai Parbery'ego[75 celemoptymalizacji by maksymali-
zacjaodlegB$ci pomiedzy sasiadupcymi ze soba warto§ciami czestdci drgaff
whsrych. Seyranianet al. w publikacji [85 dyskutuja trudno§ci zwiazanez
wystepowaniemwielokrotnych warto$§ci wisnych. Zamieszczonev publikacii
wyprowadzeniaoperatoriw wrazliwo§ci warto§ci wiasnych bazuja natechnice
perturbacyjnej.

Problem optymalnegoprojektowania podpfir po raz pierwszy zostd/Asfor-
muldwany w pracy Mroza i Rozvanego[60], gdzie analizovano optymalne
polézenie podplir zapewniaj ace maksymalma sztywno$ belek sprezystych
lub maksymalra sik krytyczna belek sztywnoplastyczrych Kolejne prace
obu autorfiw [79, 80] dotyczyif belek i Slipfw, i prezerlowale( uogdinione
sformudwania, w ktrych funkcja celu przyjmowana by jako koszt podp#r.
Warunki optymalnegopodparcia uk&dgiw ramowych by dyskutowaneprzez
Szehgai Mroza [87]. W pracy Mrozai Lekszykiego[64] uwzglednionozar§w-
no przesungcie,jak i obr§it podpory. Kolejna publikacja Szehgai Mroza[88],
jako jednaz pierwszyd poruszadé problem optymalnegoprojektowania drga-
jacyd belek,gdziezmienrymi projektowymi by ich wysolo$f i diigof, oraz
miejscei sztywnoff podpory. Dla prostych przyk@&d§iw, za pomoca procedu-
ry iteracyjnej, znalezionooptymalne rozwiazania ze wzgledu na maksyma-
lizacje czestd#i drgafi wisrych. Zagadnienieto rozwineli Akessoni Olho®
[1, 77]. Poszukivwali oni minimalnej sztywnad§ci podpfir, ktfhra zapewni maksy-
malna wartof czestd§ci drgafi whsnych belekoraz silk krytycznej§ciskanych
dlipHw. Optymalizacja przy tak przyjetych kryteriach prowadzi na og§Ado
zagadnidj bimodalnych. W pewnym sensiepodobny problem optymalnego
usytuwania, tym razem sztywnych podp8ir dla pt o riznych ksztafach,
ze wzgledu na maksymalizacg czestdici drgaff whsnych byAtematem pu-
blikacji Xianga i innych [90]. Zagadnienieoptymalizacji polazeniapodplir w
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tAumionych uk&dad dynamiczrych o ustalonych wymuszeniab by podjete
przezLekszykiegoi Olho®a[51] oraz Lekszydkiegoi Mroza [52,53]. W pra-
cad tych przyjmowanostrukturalny (zesmlony) model tAimienia. Operatory
wrazliwo§ci wyprowadzonoza pomoca metody ukidiw sprzezorych. Nieco
pli§niej ukazdA sie przeghdowa pracaMroza [66]. W pracy Garstekiego[2§]
znajdujemy sformulwanie uogdinionego problemu w zagadnieniab dyna-
micznych, dla uk&dfiw z tRimieniem zeswlonym. Pracata stald sie jednym
z punkt®w odniesieniadla niniejszejrozprawy. Warto zwricif uwage na pu-
blikacje Garstekiegoi Mroza [25], gdzie autorzy analizuja wpkw wsteprych
dystorsji na problem optymalnegoprojektowanie podpfir w belkach i ramach.
Gdy na konstrukcje dzialaja silk zewretrzne, optymalne rozwiazanie odpo-
wiada konstrukcji najsztywniejszej.Z zupelie innym przypadkiemmamy do
czynienia, gdy wystepuja wstepnedystorsje lub przemieszczeniawiazanez
osiadaniempodpfir lub obciazeniemtemperatura. W takiej sytuacji, opty-
malny projekt odpowiada konstrukcji o duzej podatno§ci. Gdy jednocze§nie
dzialaja sikx zewretrzne oraz dystorsje, mamy do czynieniaz kon°ikto wymi
wymaganiamiprojektowymi. Odmiennepodej§ciedo problemu optymalizacji
podp8ir, poleggace na optymalizacji topologii podparcia i wymiarfjw prze-
krojowych konstrukcji belkowych i ramowych, prezenuje Bojczuk [6, 7, 8, 9].
W pracad tych przedstawviono zar§iwno podej§cie oparte na metodach gra-
dientowych, gdy rozwazanesa niesloficzeniemal& wariacje parametr§w pro-
jektowych, jak i podef§cie oparte na metodach rzniconvych, gdy zahodzi
skofficzonazmianatych parametr§iw.

Zagadnienie optymalnego projektowania podplir jest §clle zwiazane z
problematyka optymalnegorozki&du obciazenia. Pierwsz praca na ten te-
mat by publikacja Mroza z Garstekim [61], a podstawowe twierdzenia
zostab przedstavione w kolejnej publikacji Mroza [63]. Warunki optymal-
no§ci wyprowadzonew tych pracad zapewniaf najlepsza odpowied§ kon-
strukcji. Lombardi et al. [56] zaprezetowalAodwrotne sformulwanie zwane
antyoptymalizacja. W tym przypadku, celem by® znalezienienajgorszyd
warunk§iw obciazenia.W publikacji przedstaviono zastosevanie takiego po-
dej§ciado projektowania kompozytfiw. Pomysiiten byAdalej rozwijany przez
A. Cherkaewa i Kucuka [10], oraz A. i E. Cherkaev [11]. Optymalny rozkiad
obciazeniaw identy k acji modelu konstrukcji byAdyskutowany przez Gan-
gadharanai Nikolaidisa [24]. Lee et al. [50] podjeli natomiast problem wy-
krywania delaminacjikompozytfiw przy wykorzystaniu antyoptymalizacji ob-
ciazenia.Maksymalizacjarznych norm zewzgledu na parametry obciazenia
by poruszonaw dwgich pfifniejszyd pracah. Mrhz i Garstedi [69] zapro-
ponowali jednoczesm@ minimalizacje normy zewzgledu na parametry modelu
I jej maksymalizacg ze wzgledu na parametry obciazenia. Demsi Mr$z [2]]
przyjeli natomiast ulepszory model konstrukcji silizacy identy k acji uszko-
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dzenia, poprzez wprowadzeniezmiennegopoldzenia podpir lub skupionych
mas podczasdynamicznych testw.

Rozwazajac podpory jako polczeniepomiedzy konstrukcja i podizem,
uogdlniono problem optymalizacji podp8ir riwniez do polczdj pomiedzy po-
szczegthymi cze§ciami ukfdu. Efekt podatno§ci polaczdi w ramad pod-
danych obciazeniom statyczrym byAprezeriowany przez Cohenai Lui [15].
Problem optymalnegopol@zen|aprzegumww belkach by Adyskutowany przez
Masura [58], natomiast w silipach - przez Olho®a[76]. Wrazliwo® konstruk-
cji na poldzeniei sztywno$f sprezystego przegubu byfa analizovana przez
Garstediego [26]. W pracah Garstedkiego i Thermanna [27] oraz samego
Garstedkiego [29] poszerzonowczégniejszeprace na zagadnieniadynamiki i
stateczndci. Prace te stalf sie punktem wyj$cia do kolejnych badaff przed-
stawionych w niniejszejrozprawie. Tematyka ta jest nadal aktualna, o czym
$wiadca miedzyinnymi praceDemsaz Turantem [22] oraz Sergegva z Mro-
zem|[83, 84].
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Rozdzial 2

Uklady dynamiczne z
tlumieniem wiskotycznym i
zespolonym

2.1 Sform ufowanie problem u

W rozdziale 2 rozprawy badany zagadnienieanalizy wrazliwo§ci oraz opty-
malnego projektowania uk@diw dynamiczrych zildzornych z konstrukcji ba-
zowej oraz poduk&du o skupionejmasie(rysunek 2.1a). Wyniki tych badaff
byl prezenowanew pracad [30, 31, 32.

2.1.1 Zaldzenia

Zakladamy, ze drgania konstrukcji sa mal&. Wszystkie rozwazania dotycza
uk&d@w liniowo sprezystych z tRimieniem. Rozpatrujemy dwa modeletAimie-
nia: wiskotyczne oraz strukturalne (zesplone). Wyprowadzone operatory
wrazliwo§ci moga by§ jednak zastoswane riwniez do przypadku thumienia
proporcjonalnego.Praca dotyczy przedewszystkim zagadnieniadrgaff usta-
lonych wywolnych obciazeniem harmoniczrym (a nawet ogdiniej - perio-
dycznym), jakkolwiek pewnejej elemerty moga by wykorzystanedo analizy
konstrukcji przy dowolnej funkcji wymuszenia.

2.1.2 Mo del ukAadu

W pracy rozpatrujemy belkowe lub phtowe ukBdy konstrukcyjne, dla ktf-
rych parametry sztywno§ci maja odpowiednio nastepujace postaci:

k= FI, (2.1)
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Rysunek2.1: Model konstrukgji: a) ukiad pierwotny, b) uk®&d sprzezory.

Eh®
12(1; 1?)
gdzie E oznaczamoduAYounga, » wspdizynnik Poissona,/ momert bez-
wiadndci belki, i grubo$ phty, 6;; delte Kronedkera, przy i, j = 1,2. W ce-
lu uproszczenigorezenacji, wszystkiewyprowadzeniazostam przedstavione
na przykf&dzie belki. Mozliwe jest rozszerzeniaa przypadek uki@dgiw ramo-
wych, przy dodatkowym uwzglednieniudzialdjacyd silfosiovych (whczniez
osiovymi silAmi bezwAdno§ci).

Model ukfadu dynamicznegazostdArzedstaviony na rysunku 2.1a.Belka
jest obciazona skupiora si& dynamiczra P,(t), oraz zgodnym w fazie, har-
moniczrym obciazeniemciagfm p(z, t). Zawwazmy, zep(z, t) jest przylzone
bezpo§redniona belke, natomiast P,(t) na podukf&d dynamiczry, w punkcie
r = z,. Poduki&d ten charakteryzuje sie skupiora masa m,, sztywnd§cia k,
oraz tAumieniem wiskotyczrym c,. Moze on by® rozpatrywany jako maszy-
na wzbudzgacadrgania. Je§li pominieny silk P.(¢), podukid ten modeluje

kijr = [(Li v®)0udj + v6ii0ul, (2.2)
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pasywry thimik. Przemieszczenidelki bedzieny oznacz§ jako u(z,t), na-
tomiast przemieszczenianasy podsystenu jako ..

2.1.3 FunkcjonaA odp owiedzi konstruk cji i jego waria-
cja

Naszym zadaniemjest analiza wrazliwo§ci ukdu ze wzgledu na parametry
projektowe, a mianowicie: polzenie poduki&du z,, polzenie podpory zx,
skupiora mase m,, sztywnof k. i thumienie ¢,, oraz parametry okref§lajace
rozkl&d masy m(z), sztywnd§ci k(z) i tRimienia c(z).
Przyjmujemy funkcjonafodpowiedzi w nastepujacej formie:
z,( z, )
G(s) = fly: 1+ - Flu(z, O]dr - dt, (2.3)

to
gdzie f[y.(t)] | Flu(z,t)] sa ogdinymi, leczrfizniczkowalnymi funkcjami prze-
mieszcz§ vy, | u(z,t) = u. Zauwazmy, ze przemieszczeniay, i u, a stad
rwniez funkcjonaAG, sa uwiknymi funkcjami wektora zmienrych projek-
towych s:
s= fx,., xg, k., k(x),c., c(x), m,, m(zx)g. (2.4)

Wariacja funkcjonaldl (2.3) przyjmuje posteff:

z, Of[ Zp
: yr (0] OF [u(z, 1)]
; 7(9% oy, + . 7 oudx

)

5G(s) = dt. (2.5)

W powyzszym rwnaniu 6G oznaczawariacje funkcjona G, zaleznegood
funkcji lub parametru (zmiennej projektowej).
Gwny problem polegana tym, ze wariacje dy, i du w rwnaniu (2.5)
sa uwikfanymi funkcjami wektora s. W celu transforamcji rfwnania (2.5)
do postaci jawnej, uzyjemy klasycznejmetody uk&déw sprzezorych. Ukfad
sprzezory wraz z obciazeniem przedstavia rysunek 2.1b. Nalezy zauwazyf,
ze obciazeniesprzezonejest rhwne pierwszym cze§ciom cZAnfiw w rwnaniu
(2.5): P* = Of[y.(1)]/9y, , p* = OF[u(x,t)]0u. Z tego tez powodu, prawa
strona tego rwnaniamoze by zapisanaw formie pracy wirtualnej silfuk&du
sprzezonegona wariacjach przemieszcz® ukf&du pierwotnego,a mianowicie:
z,( z, )
0G(s) = P! oy, + . p®oudr dt. (2.6)

to
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2.2 Operatory wra zliw o§ci dla ukfadpw z thu-
mieniem wisk otycznym

W tym rozdzialewyprowadzimy jawna posteff wariacji funkcjonaldl 6G(s). Na
rysunku 2.2a przedstaviono wycinek konstrukcji. Rysunekten przedstavia
rwniez przemieszczeniaukfdu po wariacji wektora zmienrych projekto-
wych s. Wszystkie wielko$§ci po wariacji sa oznaczoneza pomoca gwiazdki.
Zauwwazmy, zeobciazenia P,.(t) orazp(x,t) pozostga niezmienione Na rysun-
ku 2.2b przedstaviono ukf&d sprzezory. Wszystkie wielko§ci tego ukAdu sa
oznaczonavskafnikiem g§irnym « (od angielskiegasldwa adjoint). Niech Q i q
oznaczga odpowiednio uogdinione naprezeniei odksztaBenie. Silk wynikowa
R, dzialAjaca bezpo§redniona belke w miejscux = z, mozeny przedstawif
nastepujaco:

Re=ke(yri u)* (i w)= P m7ﬁ' (2.7)
Wykorzystujac sik i naprezenia ukfdu sprzezonego (2.2b) oraz wariacje
przemieszcz® i odksztaBefi ukadu pierwotnego(2.2a) mozeny zapisd nas-
tepujacerfwnanie pracy wirtualnej:

Z,%
Ruri Rou, + Ruuj, +
z, ) Y
+ (p*dui mA“dui c*u’duj Q%6q)dx dt= 0. (2.8)
0

to

Zauwwazmy, zewariacje éu = u*j u i 6q = q*j q sakinematyczniedopusz-
czalnei wywollyja statycznie dopuszczalnesamoxfivnovazacesie naprezenia
5Q = Q*i Q. W podobny sposib, wykorzystujac wariacje silAi naprezeff
ukA&du pierwotnego(2.2a) oraz kinematycznepole ukiadu sprzezonego(2.2b),
otrzymujemy kolejne rwnanie pracy wirtualnej:

z,v
i uﬁ? R: i U?RT + u"R? R}% +
Z; 7
+ . (i 0'm A& + umAj u'cu*+ ucuj q°Q*+ q°Q)dz dt = 0.

(2.9)

Wielko§ R}, oznaczareakcje w podporze, zlokalizovanej w punkcie x = xg,
dla uk@du sprzezonego.Wielkoff R%, oznaczareakcje w podporze uk&du
pierwotnegopo wariacji. CzI8ny zawierajace R}, i R}, zwiazanesa z wariacja
poldzeniapodpory.

De niujemy wariacje przemieszczenia:

OUr = W i Up. (2.10)
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Rysunek 2.2: Wycinek konstrukceji: a) uk@d pierwotny oryginalny oraz po
wariacji wektora zmienrych projektowych, b) uki&d sprzezory.
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Zaklddamy, ze wariacje zmienrnych projektowych §s sa mal&, co pociaga za
soba mal& wariacje p§il statycznych i kinematycznych. Uwzgledniajacde nicje
(2.10), rozwijamy kolejne przyrosty w szeregTaylora, pozostaviajac tylko
liniowe sklAdowe rozwiniecia:

Up i Up = U | Uy 0%, (2.11)

Upz | Uy = Uy 0T, (2.12)

Odejmujac rwnanie(2.8) od (2.9), i biorac pod uwage (2.10), (2.11)i (2.12),
otrzymujemy ostatecznie:
Z,%
uroR, i Rpou, +

to
+ uy Oz, R, + Riu, 0%, + up 0vrRr + RRpup,0xg +

T

zZ,
+ (i p"duj q*6Q+ Q%qi u’dmAj u"méh+
0 Ya

+ mA“Sui udcuj u’cdu+ c“udu)dx dt = 0.

(2.13)
Zauwvazmy jednocze§nie, ze:
Q= kq
0Q = 0kq + kiq (2.14)

Q%qi q"0Q = k"q"dqi q“dkqi q"kdq= | q“dkq.

Aby wyspecy kowaf w sposib jawny wariacje J R, napiszeny rfiwnanie
riwnowagi dla masy skupionejuki&du pierwotnego:

Majac w pamiecirwnanie(2.7), mozeny zapisd rwnaniepracy wirtualnej
z wykorzystaniemwariacji sifwystepujacyc w rfiwnaniu (2.15):

(up i y)OR, + ko (ur i y,) + ke (Su, i 0y,)
+oc(up i )+ (0w i dy)] = 0. (2.16)

Podobnie, riwnaniepracy wirtualnej dla masyskupionejukfdu sprzezonego,
z wykorzystaniemwariacji przemieszcz® ukfadu pierwotnego, przyjmuje po-
staf:

[P md8 + kP (uyioy0) + cp(ur i w)l(dur i dy,) = 0. (2.17)
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Woprowadzgac (2.14), (2.16) i (2.17) do rwnania (2.13), stosujac (2.7) do
reakcji ukAdu sprzezonegoR?, dochodzimy do wyrazeniana wariacje funk-
cjonalA:
z t1 z t1
0G = f Poy, + p*ougdt = fuﬁ@(erRr + Ryuy 00, +

to to

+ U%@él’RRR + R%UR,x(sxR i yg(smrﬁﬂ i ﬁmréﬁ' + mrﬁayr +
i (ur i y)oke(uri wr) i (upi yr)de(uri w) +
i (uy izy?)cr@%i oy) + (Our i oyr)ep(uy i w) +

L .. .. ..
+ (i 9“0kqi u*dmAj u’miA+ mA'du+

0
i u’cuj u“cébu+ c*uéu)drgdt.
(2.18)

Wyrazenieto moze by uproszczongoprzezcalowanie przezczefci c28-
nfw zawierajacych wariacje predko§cii przyspieszenia:
Zy .. ..
fi yim,. 0B + m, & dy,.qdt =
to z
t .
= [i yom, Sl + Fulmeby + m, sy, gdt =
to
z t
= [i yomeSu + ylm oy )2+ fi fm, sy, +
to

+ m, K oy,qdt = [i yim,0u + im0y, ié , (2.19)

z t
1fi u‘mdéhA+ mA*sugdt =
° Zy ,
= [j u“mélﬂg + fu‘mdéu + mA*Sugdt =
0
z t

1
t
= [i u"méu+ u'méiu], + fj A'méu+
to

+ mA*Sugdt = [ u"méu + 11“m5u];1), (2.20)

Ztl
fi (ul i ye(Gur i 6w) + 2l 4)(0uy i dy,)gdt =
Z,
=0 (i (i oyl + H i ue(Our i o) +
0

+ci(uy i w)(0ur i dy.)odt,
(2.21)

0
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Przestrzen czasu

t0 t]
| |

a) u(t)=u, catkowanie problemu
u(t,) =doc pierwotnego
b) catkowanie problemu u’(t)=0
Sprzezonego (1) =0

Rysunek?2.3: Shemat przebieguprocesfiv pierwotnego(a) i sprzezonego(b)
w przestrzeniczasu,w podej§ciu klasyczrym, metoda ukidgiw sprzezorych.

z, z

t
1fi u’cou+ c"u’dugdt = [j u“céu]ﬁé + 1f1fc<5u + c"u’ougdt.
to to

(2.22)

Aby znoslj sie wyrazeniapod calkami po prawej stronie rwnaff (2.21) i
(2.22), nalezy zalBzy® nastepujacewspdzynniki tAumienia wiskotycznegow
ukf&dzie sprzezorym:

“=jc =g c. (2.23)

Niestety, cZ8ny znajduj acesie w nawiasah kwadratowych po prawej stro-
nie rfwnalf (2.19) - (2.22) ciaglezawieraja uwikl&newariacjeﬁu, ou, orazdy,.
Dla nastepujacyd, sztywnych warunk8iw poczatkowych ukkadu pierwotnego

u(to) = uo, u(to) = uo, yr(to) = yro, y:(to) = o (2.24)

wariacje ou, du,., dy,, ou, du,, oy, Wynosa zerodla chwili ¢ = t5. W klasycz-
nym podej§ciu, jednocze§nie przyjmuje sie nastepujace, okre§lonedla chwili
t = t, warunki ukf&du sprzezonego:

u“(t1) = 0, u’(t1) = 0, ye(t1) = 0, ye(t1) = 0. (2.25)

W ten sposib, omawiane wyrazenia przedcdowe wynosza zero. Sdemat
procesfiv pierwotnegoi sprzezonegozostdforzedstaviony na rysunku 2.3.
Jest to znanaw literaturze metoda stosavana do drgafi nieustalorych.
Oba ukfady (rzeczywisy i sprzezory) rozwiazuje sie calujac numerycznie
rwnaniaruchu po czasie Powstaje przy tym trudno®§ wynikajacaz koniecz-
no§ci mnozeniaodpowiednich wielko$§ci obu uk&d§iw. Dlatego, niezbednejest
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zadhowanie w pamieci komputerarozwiazdf jednegoze standiw (rzeczywiste-
go lub sprzezonego)dla wszystkich krok§w czasmvych Ciekawe problemy
wylaniaja sie w przypadku analizy wrazliwo§ci ukfdu w stanie drgaf ustalo-
nych, w szczegfhd§ci drgaffi harmoniczrych. Okazuje sie, ze przy warunkach
poczatkowych problemu sprzezonego(2.25) mamy do czynieniaz drganiami
nieustalorymi, i musimy takze stosava§f numeryczne cakowanie po czasie
rdwnafi ruchu, na co nie zwr§iconodo tej pory uwagi w literaturze.

Zauwvazmy jednak, zew przypadku drgafi ustalonych periodycznych, dla
przedzidd czasevego rhwnegookresavi tych drgafi t1 i to = T = 2r/w,
wszystkiepoczatkowe i koficove wielko§ci charakteryzujaceukfd dynamicz-
ny sa takie same.Dotyczy to oczyw#§cierwniez wielko§ci znajdujacyd sie
w nawiasad kwadratowych, ktfhre w takim przypadku znosa sie wzajemnie.

Ostatecznie,po uwzglednieniuwszystkidh powyzszyt fakthw, dochodzi-
my do rffwnania zawierajacegooparatory wrazliwo§ci w postaci jawnej:

Z t VA L
5G = fPW%y +  pdudrgdt =
to z tll/z 0

= (uy By + Rlu, )0, + (uf  Rr+ Rpup.)orr +
to

i ylomA i (ud y)5cr(u iow) i (uri yD)oke(uy i ur), +
+ (l u’dmAi ucuj qdkq)dzr dt
(2.26)

W rwnaniu (2.26) mozna zauvazy$ kilka charakterystycznych ced ukf&-
dfiw dynamiczrych. Przede wszystkim widaff, ze sposib uwzgledniania wa-
riacji poldzeniapodpory jest podobry jak wariacji polzeniapoduk@du. Gdy
natomiast skupiona s dynamicznadziald bezpo§rednio na uk&d w punk-
ciex = z,, to moznaja potraktowaff jak obciazenieciagA pomnazoneprzez
delte Kronedkerad(z i x,). W przypadku wystepowania biernych tAimik®w,
nalezy je traktowaff tak samojak podukfdy dynamiczne,z ta tylko rfiznica,
ze sild wymuszgacawynosi zero (P, = 0).

Bardzo charakterystyczna jest rfiwniez symetria cZ8nfiw zwiazarych z
wariacja polézenia sk lub podpory. W przypadku wariacji polzenia sikx
dx, symetria ta znika w przypadku, gdy inaczejniz w rwnaniu (2.10) zde-
‘niujemy wariacje przemieszczenia.

Nalezy w koficu podkre§liff, ze pomimo z pozoru do$§ skomplikowanej
postaci calBgo wzoru, jego stosavanie nie jest trudne. Wszystkie wielko§ci
znajduj ace sie we wzorze (2.26) sa na og®fobliczanew standardavych pro-
cedurad program§w komercyjnych. Wyprowadzone operatory wrazliwo§ci
mozna zatem wykorzystaf w optymalizacji bezpo§rednio, lub po$rednio po-
przezwprowadzenieich do procedur programdw optymalizacyjnych.
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Godnym uwagi jest fakt, ze w celu otrzymania warto$§ci wszystkic ope-
ratorw wrazliwo§ci (ze wzgledu na kazda z przyjetych zmienrych projek-
towych) wymaganejest wykonanie obliczefi jedynie dwéich uk&dgiw dyna-
micznych: ukB&du pierwotnegoi wifirnego.Co wiecej, bardzo czesto zadanie
sprovadza sie do obliczeniatylko jednegoukfdu. Jest to ogromna zaleta
podej§ciametoda ukd§w sprzezorych.

W rozwazarych problmac pomineli§my siék normalne.Jestto typowe dla
beleki pit. W przypadku uki@dgiw ramowych nalezy uwzgledni§f wphw siA
masavych (bezwadnd§ci), a takze wpkw siBnormalnych na dynamiczra od-
powied§ konstrukcji. Wariacja sztywnad§ci k powoduje bowiem redystrybucje
siBwewnetrznych. Efekt ten mozna beztrudu uwzgledni§f np. wprowadzgac
drugi problem sprzezory (Haftka at al. [40], Bojczuk [5]).

Zauwwazmy, ze operatory wrazliwo§ci wyprowadzonedla poduk&du dyna-
micznegomoga by§ wykorzystanew aktywnym steravaniu konstrukcji, przy
uwzglednieniu parametr§w sztywno§ci lub tAimienia jako zmienrych syste-
mu. Zastosavaff mozna wtedy teorie rozwinieta w pracah Lewandowvskiego
i Wawrzyniak [54] oraz Lewandowskiegoi Przychodzkiego[55].

2.3 Operatory wrazliwo$ci dla ukAadhw
z tRumieniem zespolonym

Liniowe tAimienie wiskotyczne dyskutowane w poprzednim rozdziale jest
najcze§ciej uzywanym modelem thumienia. W przypadku drgafi wymuszo-
nych harmoniczrych bardzo czesto uzywa sie jednak strukturalnego (zespo-
lonego) modelu tAumienia. Model ten z jednej strony sprovadzadynamiczne
rdwnaniarwnowagi do prostszejpostaci, z drugiej z§ czasamilepiej odpo-
wiada rzeczywistenu zadowaniu sie konstrukcji. Okazuje sie bowiem, ze silx
tAumienia w rzeczywisych ukdad sa wyscoce niezaleneod czestdgci drgaff.
Matematyczry model tAumienia struktralnego ma wia§nie te zalete, iz jest
niezaleny od czestd§ci drgaff. Mozna ten model zde niowaf jako tAumienie
zgadne w fazie z predko§cia drgaff, lecz proporcjonalnedo przemieszczg. W
praktyce, zastosevanie takiego modelu polegana wprowadzeniu zesmlonej
sztywnosm k, wedlg (2.27). Wspdilﬁzynnlk n, nazywany wsp§il&zynnikiem
tAumienia strukturalnego, reprezeruje thumienie.

Chcac otrzyma®§ operatory wrazliwo§ci dla uk@du omawianegow po-
przednim rozdziale, zamiast tAimienia wiskotycznegowprowadzany zesm-
lone _parametry sztywnoﬁci k(x) oraz k,. Sztywno¥§ k(z) jest sztywno§cia
ciagA i dotyczy cdaj belki lub pity, natomiast sztywno® k, zwiazanajest
wyfaczniez podukAdem dynamiczrym. Sztywno§ci te maja nastepujaca po-
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staf:
k = k(x) = k°(z)(1 + in), ky = kJ(1+ in,). (2.27)

W rwnaniu (2.27) k°(x) i k2 maja rzeczywistewarto§cii okre§ilaja sztywnof
ukA&du, natomiast parametry 7 i 1, okre§laja wielko® tAumienia. Oczywicie,
poniewaz wszystkiewielko§ci dynamicznebeda w ten spos§b miak chrakter
zesmlony, rwniez funkcjondlfodpowiedzi G moze mief postalf zesmlona.
W celu uproszczeniazapisu wprowadfmy oznaczenielloczyrnu skalarne-
go. Symbol ha, bi oznacz& bedzieiloczyn skalarny funkcji a(x) i b(x). W
przypadku wielko§ci zesmlonych
Zp
ha, bi = . a(z)b(z)dz, (2.28)

gdziea(x) jest zesplonei sprzezonedo a(z), a cakowanie jest prowadzonepo
diugofci belki. Przypomnijmy réwniez, zetak sformuldwany iloczyn skalarny
nie jest operatorem przemienrym. Zadodzi natomiast

ha, bi = Hb, ai. (2.29)

Model ukfdu z tAimieniem zesmwlonym jest przedstaviony na rysunku
2.4. Konstrukcja jest poddana obciazeniu

p(, 1) = p(x)e@D = px)elt )
P.(t) = Pl = pr it wﬁ)’ (2.30)

gdziep(¢) oraz P,.(¢) sa zesmlone, natomiast f(z) oraz £,.(x) oznaczja rze-
czywista amplitude p(t) i P.(t). Przemieszczeniax(t) and y,.(t) sa rhwniez
zesmwlone, a mianowicie:

u(t) = u(z)e’™ = p(x)et 9,
yr(t) = et = gReien 0, (2.31)

W rfiwnaniadt (2.30), (2.31) ¢, 6 oraz oznaczaa katy przesuneff fazowych.

Z takich samych powod@iw, jak w szerolo dyskutowanym przypadku th-
mienia wiskotycznego,bardzo istotnym jest przyjecie prawidldwej wielko§ci
wspdiBzynnika tAumienia strukturalnego uk&du sprzezonego.Okazuije sie, ze
wystarczy, gdy zesmlona sztywno$ uk&du sprzezonegojest sprzezona do
sztywna§ci ukfdu pierwotnego:

K= k= k()L i), ki =ko= kA ). (2.32)
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u . 150
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ety
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| 2\
K,
ﬁa (o), m() Tt

Rysunek2.4: Model konstrukcji z tRumieniem zesmlonym: a) ukf&d pierwot-
ny, b) ukf&d sprzezory.
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Postepujac identycznie jak w poprzednim rozdziale, przyjmujac (2.27)
oraz(2.32), ostatecznieotrzymujemy bardzopodobna do (2.26), jawna postdff
wariacji funkcjonald:

Z,
0G = fhP® dy,.i + hp?, duigdt =
7 %
= by 0y, R0 + AR u, , 00,1 +

to

+ hu%’zél'R,RRi + hR“R,uvadei i |’y§f,5mré§,i + y
A

iRy, Ok (up i )i bt omi | hgt,okgi di.  (2.33)

Z powyzszegowyrazenia, w przypadku drgaff wymuszorych harmonicz-
nych, bardzo atwo w sposib jawny wyeliminowaff czas,otrzymujac:

hP?, dy,i + hp®oul =
= huy 0z, R0 + hRY, 02,0 +
+ huf 0z p, Rel + hRR, up 0z Rl + hy®, Sm,w?y,.i +
i huli oy, 0k (upr i yo)i i u® omAi j hy® dkqi.  (2.34)

OczywHcie wszystkie przemieszczenia silk w (2.33) sa zesmlone. W
nasteprnym rozdzialepostarany sie zaproponowaf pewnerozwiazaniemogace
ulatwiff postepowanie z wyprowadzorymi operatorami wrazliwo§ci.

2.4 Operatory wrazliw o$ci wyra zone
w amplitudac h

W wielu praktycznych przypadkadh spotykamy sie z problemem minimali-
zacji amplitud drgafj stropu lub maszyry. Wrazliwo$ amplitud drgafi moze
by® uzytecznarwniez przy optymalnym sytuowaniu maszyry. W niniejszym
rozdzialenaszymzadaniemjest wyprowadzeniewyrazefi w jawnej postacina
wariacje amplitudy 6y, masyskupionejm,., lub wariacje amplitudy du(xg) W
okre§lonym punkcie uk@du = = z,. Bezpo§rednie zastosevanie operatoriw
wrazliwo$ci (2.26) oraz (2.33) do tej klasy problemdw moze by§ czasamido$f
kidpotliwe ze wzgledu na rfizne przesungecia fazove wyrazefj w (2.26) oraz
zesmlona postdf wyrazdfj w (2.33). Ponizej postarany sie rozwiazdf ten pro-
blem, a rozwiazaniezostanieprzedstavione na przykf&dzie wariacji 6y, sku-
pionej masy m,..
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2.4.1 Przypadek tAumienia wisk otycznego

Przyjmijmy funkcjonaPodpowiedzi konstrukcji w postaci

G= Iy (2.35)
0o 2
gdzie
Yr = O cogwt i 0). (2.36)

Symbol » oznaczaamplitude okre§lonej wielko§ci. Wprowadzgac (2.36) do
(2.35) i calujacwyrazeniapo czasie funkcjonaAG mozeny przedstavi§f jako
211 T
G = 595 cog(wti H)dt= Zg,?. (2.37)
0

Poddajac wariacji (2.35) oraz (2.37), otrzymujemy
Z T
G = . Y Oy,dt = §Qr5§)r- (2.38)

Majacw pamieci (2.6), musimy zauwvazy§, ze obciazenieuk&du sprzezonego
bedziew tym przypadku miald postéff

P! =y, = f.cofwtj 6). (2.39)
Z rHwnania (2.38) bezpo§rednio wynika zwiazek pomiedzy wariacjami éG

oraz 61,
21

Przecdlujmy po czasierfiwniez prawa strone rwnania(2.26), przyjmujac
okres cakowania rwny okresavi drgaffi 7. Wszystkie wielko§ci zostara wy-
razonew postaciamplitud i przesungff fazowvych, a nastepniewyeliminowana
zostaniejawna zalezndff od czasu.

Odnotujmy wpierw, ze wszystkieczBny znajdujacesie po prawej stronie
(2.26) skiddaja sie z dwlich wielka§ci harmoniczrych. Dla uproszczenigrzyj-
mijmy, ze sa to wielko§ci A i B, o rhiznych katach przesungciafazovego« i
(. Dalej zatem bedzieny analizovaf wyrazenie

z T
ABdt, (2.41)
0
gdzie:
A= Acoquwti o) B= Bcoqwti 3. (2.42)
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Wprowadzgac (2.42) do (2.41) i calujac po czasieotrzymujemy
Z Z T

i ABdt = i Acosti a)Bcogwti B)dt= EAB cofai f). (2.43)
W identyczny sposib, w postaciiloczynu wielko§ci amplitud i cosirusar®zni-
cy odpowiednich przesungff fazovych, moga by$§ przedstawvione wszystkie
cZBny znajdujacesie po prawej stronie (2.26).

Zauwwvazmmy jeszcze,ze zarflwno w rwnaniu (2.38) jak i (2.43), w wyni-
ku calkownia wielka§ci zaleznych od czasu, pojawiAsie mnoznik 7/2. Je§li
zainteresavani jeste§my wariacja o1}, mnozniki te wzajemnie sie znosa. Po-
niewaz w rozwazarych ukfdad obowiazuje zasadasuperpozycji, mozeny
doprowvadziff do jeszczewiekszyd uproszcz® obliczeniavych, gdy zamiast
(2.39) wprowadzimy obciazenieukf&du sprzezonegow postaci

P?= 1¢cogwti 0). (2.44)

Oczywi§cied jest tutaj katem przesunecia fazovego wielko§ci y..(t). W ten
spogib wariacje amplitudy przemieszczenianasy skupionejdf),. otrzymamy
bezpo§rednio ze wzoru wyrazonegow amplitudach, lecz bardzo podobnego
do (2.26). Dla czytelndgci zapisu ponizej przedstaviamy tylko pieff c28nfw
tegowzoru:

8 = 02,0, R, cos@ui 02) + R, .0z, cosPs i 0a) +
+ 0, drpfipcodls i 06) + Rt 0rpcos@y i Og) +
i 9%0m, B cogby i O10) + ... . (2.45)

Katy przesuneff fazowvych 6; zwiazanesa odpowiednio z poszczeghymi wiel-
ko§ciami harmoniczrymi.

2.4.2 Przypadek tAumienia zespolonego

Tym razemprzyjmijmy funkcjonaPodpowiedzi konstrukcji w postaci
Z . Zr4
G = —hy,., y,idt = =7,y dt, (2.46)
0 0o 2

gdzie '
Yy = P’ 0, (2.47)
Podobniejak w przypadku tAumienia wiskotycznego wyrazenie(2.46) calu-
jemy po czasie:
Zpq z

. - T T
. éj)re' wti ) pilwti 6) gy = . éj)fdt: —92. (2.48)

G= 50
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Wariacja (2.48) przyjmuje postéf
vA T
0G = 0.00,.dt = TH,.69,. (2.49)
0

Zauwvazmy, zew tym przypadku zar§wno funkcjonaAG jak i jegowariacja 6G
sa wielko§ciamirzeczywisymi. Dodatkowo nalezy podkre§li§, zeprzy funkcjo-
nale zde niowanym tak jak w (2.46), obciazenieukadu sprzezonegopowinno
by§ suma dwéich zesmlonych, lecz sprzezonych do siebiewielko§ci:

Z ¥y Y
oG = é (mymyri + hgm(syri) dt =
2% % Y z

— T
= 5 My oyl + hy, oyd dt= Re hyoyidt.  (2.50)
0 0

Na og¥iednak, ukiad sprzezory obciazamy wielko§cia zesmwlona, a nastepnie,
jako wynik przyjmujemy tylko rzeczywiste czefff rozwiazania.

Z rHwnefj (2.46), (2.48) i (2.49) wynika, ze wariacja amplitudy 61}, moze
by® wyrazonaw podobrny sposib jak wariacja funkcjonad ¢G' w (2.33). W
tym celu przetransforrmujmy prawa strone rwnania (2.33) tak, aby by ono
wyrazone przez amplitudy i przesungcia fazonve. Podobnie jak w podroz-
dziale 2.4.1 rozwazmy zatem iloczyn skalarny dwfich zesmlonych wielko$ci
harmoniczrych A i B:

Zrp Zp
hA, Bidt=  ABdt, (2.51)
0 0
gdzie

A= Al p= B O, (2.52)

Po calowaniu otrzymujemy wéwczas:

Zr Zr . .
hA, Bidt =  Ael (i @ Beilwti O qp = T ABeii 9 (2.53)
0 0

Obciazenieuk&du sprzezonegoprzyjmiemy w postaci
Pe = 160 (2.54)
gdzied oznaczaten samkat przesuneciafazavegoy,(t) cow (2.47). Stosujc
przeksztdéenie (2.53) do wszystkidh cZAnfilw po prawej stronie rwnania

(2.33), biorac pod uwage tylko rzeczywist czefff rozwiazania, dochodzimy
do ostatecznejpostaci wyrazeniana wariacje 61),.:

8 = 02,0z, R, cos@ui 02) + R, .0z, cOSPs i 0s) +
+ QGRJ&BRRR cogls i Os) + R%{)RJ(S'IR cos@7i Os) +
+ wzj),‘fémrj)T COS(GQ i 910) + ... . (255)
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Podobnie jak w przypadku tAimienia wiskotycznego,wielko§ci 6, oznaczga
odpowiedniekaty przesungff fazavych. Dla uproszczeniazapisuprzedstavio-
no tylko pieff pierwszyd c28nfiw caldgo wyrazenia.

W rozdziale2.4 przedstaviony zostdsposib wyrazeniaoperator§w wraz-
liwo$§ci poprzezamplitudy poszczeghhych wielko§ci harmoniczrych oraz rfz-
niceich przesuni§ fazavych. Taka forma wzor§w zdecydavanie ufatwia pos-
Augiwanie sie nimi, pozwalajac na bezpo§redniekorzystaniez wynik®w otrzy-
manych za pomoca komercyjnych programdw analizy dynamicznej. Wiek-
szl profesjonalrych program§w wia§niew formie amplitud i przemieszczg
fazavych przedstavia wyniki obliczeff dynamiczrych, nawet w przypadku
tAumienia zesmlonego.W kolejnych rozdzidach wielokrotnie bedzieny pre-
zertowaff zastosavanie wyprowadzorych operator§iw do problem@w optyma-
lizacji konstrukgcji.

2.5 PrzykAady

W rozdzialetym chcieliby§my przedstawiff cze¥ przeprovadzorych wery ka-
cji wyprowadzorych operator§iw wrazliwo§ci, a nastepnie zilustrowaf prak-

tyczne zastosavania teorii. W podrozdziale 2.5.1 podjeto trud znalezienia
odpowiednich ukfd§iw o jednym stopniu swobody, dla ktfrych wyprowadzo-
no analityczne wzory na amplitude drgafff jako funkcje badanegoparame-
tru projektowego.Pozwoli to na wyznaczenieanalitycznejpostaci rfizniczki

amplitudy drgafi i porfiwnaniejej z wyprowadzorym, okre§lonym operato-
rem wrazliwo§ci. W dalszejczefici zaprezetowane zostara przykfdy belki i

phty o wielu stopniad swobody. W podrozdziale2.5.2przejdzieny do prak-

tycznych zastoseovafi operator§iw wrazliwo§ci w zagadnieniab optymalizacji

konstrukcji obciazonych dynamicznie.

2.5.1 PrzykAady werykuj ace
Przyklady o jednym stopniu swobody dynamicznej

P1. Przypadek wariacji masy skupionej Pierwszy przykf&ad dotyczy
klasycznegamodelu uk&du dynamicznegoo jednym stopniu swobody, z thi-
mieniem. Dla tRimienia wiskotycznegouk&d ten zaprezetowano na rysunku
2.5a, natomiast dla tAimienia zesmlonego- na rysunku 2.6a. Naszym zada-
niem jest znalezieniewariacji amplitudy przemieszczenia ze wzgledu na
wariacje masy skupionejm.
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Rysunek 2.5: Klasyczry uki&d o jednym stopniu swobody, z tAumieniem
wiskotycznym: a) model ukf&du, b) si w ukB&dzie pierwotnym, c) sk w
uki&dzie sprzezorym.

Pla. Tlumienie wiskotyczne Niech uk&d pierwotny obciazory be-
dzie s harmoniczra
P(t) = Pcos(t). (2.56)

Przemieszczenie przyspieszenieskupionej masy drgajacej z wymuszora,
ustalona czestd§cia w mozna przedstawif jako:

u(t) = ftcos(t i 6), (2.57)

At) = i whcoduwti 0) = whcodwtj (m+6)) = Acos(ti (7+6)). (2.58)

W powyzszyd wzorad © oznaczaamplitude drgaffj, natomiast 6 kat przesu-
nieciafazowvego:
p

n=q , (2.59)
(ki mw?)?+ c2w?

0 = arctg ’ d (2.60)

i mw?
Przyjmijmy tAumienie uk&du sprzezonegoc® = j ¢ oraz, zgadnie z (2.44),
obciazenietego ukf&du

Po(t) = Prcoqwti 6) = 1¢cos(ti 6). (2.61)

W uki&dzie sprzezorym, ze wzgledu na warto$f wspsizynnika tAumienia,
przesunéciefazave przemieszczeniavzgledemsil wymuszgacejwynosiij 6,
i stad:

u®(t) = 2*cost i 6+ 0) = 0 coqwt). (2.62)
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Wykorzystujac (2.45), wyznaczany poszukiwany operator wrazliwo§ci:
ot = i 2%micos(0j (w + ) = dmA*Acoss. (2.63)

R&izniczkujac analitycznieamplitude przemieszczenia& (2.59) zewzgledu
na mase m, otrzymamy:

Aon' 1 i 2Pw(ki mw?)
o= I om = j 2001 M)t )i om . (2.64)
Po uporzadkowaniu:
5 = 6mg L ¢q P ¢
(ki mw?)2+ c2w?2 (ki mw?)?2+ c2w?
oK1 e = sma*Bcosh . (2.65)

(ki mw?)?+ c2w?

Porfiwnujac (2.65) i (2.63) mozeny stwierdzif, ze ostatecznewyniki sa iden-
tyczne.

P1b. Tlumienie zespolone Ukf&ad pierwotny o zeswlonej sztywno§ci
k= k°(1+ in) obciazory jest si&

P(t) = Peien. (2.66)

Przemieszczenieprzyspieszenieanasym, podobniejak w (2.57)i (2.58), ma
postéff:

u(t) = et 9 (2.67)
ﬁ(t) = w2ﬁei(wti 0) — wZaei(wti (m+0)) — %ei(wti (m+ 49))7 (268)
gdzie:
n=q P , (2.69)
(ko i me)Z + k.02772
" ] #
0= al‘Ctg WZMZ . (270)

Zesmwlona sztywno® uk@du sprzezonegowynosi k* = k°(1i in), a na
uk/ad ten dzial& obciazenie

P = Poellif = 1 ¢l 0), (2.71)
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Rysunek2.6:Klasyczry uki&ad o jednym stopniu swobody, z ti\JmiNeniemsLtruk-
turalnym: a) model uki&du, b) sk w uk&dzie pierwotnym, c) sik w ukfadzie
sprzezorym.

Podobniejak w przypadku tAumienia wiskotycznegg,zewzgledu nazesmlona
i sprzezona do pierwotnej warto$ci sztywno$f, w ukkladzie sprzezorym many:

u®(t) = a2’ (2.72)

Postepujac zgadnie z (2.55), wyznaczany wariacje amplitudy przemieszcze-
nia:

ot = i 2%mcos(0j (w + ) = dmA*Acoss. (2.73)
R@izniczkujac analitycznie wyrazenie (2.69) otrzymamy:
A Pur( 2)
ot 1 j2Pws(k°| mw
= — om=j 2 om . 2.74
om O 2((k° mw?)?+ ko?n2)3/2 m (2.74)
Po uporzadkowaniu:
1 2p
58 = dma ¢q ~ ¢
(ko i mw?)?+ k°2772 (k°i mw?)?+ k02772
o . 2
L B = ompBcosd.  (2.75)

(ko i me)Z + k02772

Porfiwnujac (2.75)i (2.73), przy uwzglednieniu(2.69), zauvazarny taka sama
forme kofficowych wynik®w.

Dla tegosamegopodstawowegouk&du dynamicznegow podobry sposib
mozna wykazaf prawidwof wyprowadzorych operatoriw wrazliwo§ci dla
wariacji sztywno§cii wspdzynnika tAimienia.
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Rysunek?2.7: Uk&d o jednym stopniu swobody, przypadekwariacji poldzenia
sik: a) uki&d pierwotny, b) ukfd sprzezory.

P2. Przypadek wariacji polozenia sily Analizowa§ bedzieny ukiad
0 jednym stopniu swobody, przedstawviony na rysunku 2.7a. W przypadku
tAumienia strukturalnego, zamiast sié tAumienia wiskotycznego,pod uwage
wefmieny zesmlona postd sztywnad§ci podpory. Naszymzadaniemjest zna-
lezienie wariacji amplitudy przemieszczenigionovegodla punktu = = =z,
znajdujacegosie pod sil& P(t), zewzgledu na wariacje polzeniasili 5z,. Na-
lezy wyra§inie zaznacz$, ze takiej samejzmianie podlegazar§wno poldzenie
sil, jak i punkt w kthrym mierzonajest amplituda drgaf.

P2a. Thumienie wiskotyczne Niedh konstrukcja pierwotna bedzieob-
ciazonasia
P.(t) = P.coquwt), (2.76)

ktfra wywollje nastepujaceprzemieszczeni@ionowe i kat obrotu w punkcie
T = X,

u.(t) = @, coswt i 0), ur5(t) = &, codwt | 6). (2.77)
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Zakiddamy wspdlazynnik tAuimienia uk&du sprzezonego(rysunek 2.7b) ¢* =
i ¢, oraz obciazenietego ukf&du

P(t) = Prcoguti ) = 1ecos(ti 6). (2.78)

Kat przesungciafazovgo przemieszczenia?(t) wzgledemsilx P4(t) wyno-
si j 0. Jest on rHwny bezwzgednej warto§ci kata przesungcia fazovego w
ukf&dzie pierwotnym, lecz z powodu ¢* = j ¢, ma on przeciwry znak. A
zatem:

uy () = 47, cogwt i 0+ 0) = 27 cosi) (2.79)

i operator wrazliwa§ci (2.45) przyjmuje postefi

o, = P, oz, cos@ i 0) + 0 0w, P cog0 0)= (P, + 02, P)ox,
(2.80)
lub inaczej:
ot = 282 Pox, = 2P, 0w, . (2.81)

Dla uk&du przedstavionegona rysunku 2.7amozeny zapisd jawna po-
staff funkcji wyrazajacejamplitude przemieszczenigunktu znajdujacegosie
pod sily:

8,(z,) = 9 B Hﬁ'ﬂz (2.82)
R (k1i mw?)2+ 2w2 .
gdzie A -
I+ 1
ki= k 1° %2 (2.83)

I

Wyrazenie(2.82) rizniczkujeny analitycznie ze wzgledu na z,. otrzymujac:
1 r

ot = 2P, q ¢or
(k1i mw?)2+ c2w? 1

oz, = 20,02 oz, = 2P, 0z, . (2.84)

W rfwnaniu (2.84) wykorzystali§my zwiazek:®, , = #,/z,. Rfizniczla otrzy-
manaw sposib analityczrny (2.84) jest taka samajak ta uzyskanaza pomoca
wyprowadzorych operator§iw wrazliwo§ci (2.81).

P2b. Tlumienie zespolone Wefimy pod uwage ukfd zaprezetowany
narysunku 2.7a,z tym, ze zamiasttAimienia wiskotycznegomamy tRimienie
strukturalne ujete w zesmlonym wsp8i8zynniku sztywno§ici & = k°(1 + in).
Sild dynamicznareprezenowana jest przez

Pi(t) = D, (2.85)
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natomiast przemieszczenie kat obrotu pod sila Wynosa.
u,(t) = e @19, Up () = &T,xei(w“ 0 (2.86)

Uk#&d sprzezory (rysunek2.7b), z zesplona sztywno§cia k¢ = k= k°(Li in),
jest obciazory si&
P = Prelti 0 = 1 ¢l 0), (2.87)

Kat obrotu ukf&du sprzezonegowynosi zatem
ul (1) = 0, e’ 0 = g 1N, (2.88)
Podstawiajac rfwnania (2.85)-(2.88)do (2.55), otrzymujemy:

o, = P, oz, cos@ i 0) + 0, oz, P, cos(0j 0) =
= (Pt . + 02, D)o, = 202 Dow, = 2P0, 0, . (2.89)

Amplitud e przemieszczenigpod si mozna przedstawif w analityczne;
formie jako funkcje poldzeniasil:

(VIS [P
t(2,) = 4 F ¢ (2.90)
(k1i mw?)2+ k22l
gdzie A -
i+ 1
ki = k° (2.91)

a k° jest rzeczywist cze§cia zesmwlonej sztywno§ci k£ = k°(1 + in). Rfiznicz-
kujac (2.90) zewzgledu na =, dochodzimy do identycznegoz (2.89) zwiazku:
50, = 2P.q L ¢

(k1i mw?)2+ k2 0

oz, = 2P4¢ o, = 2P0, 0, (2.92)

P3. Przypadek wariacji polozenia podpory W kolejnym przykiadzie
analizovaff bedzieny ukfd o jednym stopniu swobody, zaprezetowany na
rysunku 2.8 a. Tym razem dyskutowaf bedzieny zmiane amplitudy prze-
mieszczenigpod sil ze wzgledu na wariacje polézeniapodpory.

P3a. Tlumienie wiskotyczne Podobniejak w poprzednim przykia-
dzie, ukfad pierwotny obciazory jest si& (2.76), natomiast kat obrotu w
punkcie x = xr ma postd

Up.(t) = Br.COSWE| 6). (2.93)

38



R t Rx
(1) »
11 lz | 13 |
Xr ‘axR
b) y

cu,
El—>x© El—>©

tha x ST~

\
a Up .
RR“)I 20
b
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W zwiazku z tym, reakcja podporowa wynosi
Rr(t) = Rrcos@ti (6+ ). (2.94)

Na uk@&d sprzezory dziald sild (2.78). W takim przypadku, kat obrotu i
reakcja podporowa wyraza sie odpowiednio:

up () = 8% coslti 0+ 0) = 0%, cosi), (2.95)
a(t) = Ricoquwti 0+ 0+ 7) = R%cost + m). (2.96)
Operator wrazliwo§ci (2.45) przyjmuje postef

o0, = RLfg 01k COS( Ti 0)+ 0% orpRycod0i 0 7) =
= Rotp,+ 05, Rp dzgcogi 0§ m), (2.97)

lub inaczej:
o, = 20%  Rrdrpcos@ + 1) = 2R%0p .0z p cOSE + ). (2.98)

R@iwniez w tym przypadku mozeny zapis# amplitude przemieszczenia
pod sil& jako funkcje usytuowania podpory x5 = I, + l», @ mianowicie:

P,
ﬁ’r(xR) = 4 ) (299)
(ki mw?)?+ c2w?
gdzie: A -
+
=g Ltl (2.100)

l1l3

Wielko$ci I, i I3 sa funkcjami polzenia podpory z;. Wariacje amplitudy
mozna znalefi poprzezanalitycznerfzniczkowanie rwnania(2.99) zewzgle-
du na zmienm zy:

A ! A !
on, ot o,
= = _ — . 21 1
5ﬂr 81‘3 51’3 8[2 | 8[3 5£ER ( 0 )

Po wykonaniu rfizniczkowania, uzyskujeny wynik identyczrny z (2.98).

P3b. Tlumienie zespolone Dla przypadku tAimienia strukturalnego
nie bierzeny pod uwage sil§k pochodzacejod tAumienia wiskotycznego,nato-
miast uwzgledniany zesmlona postaff wsp§zynnika sztywnao§ci. Obciazenie
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ukA&du pierwotnego stanowi sil& (2.85). Kat obrotu i reakcja na podporze
Wynosa:

Upo(t) = Rre@i D Rp(t) = Rpe™@ifim (2.102)
Zallizmy silk dzialAjaca na ukiad sprzezory (2.87), a stad:
uf () = 05, RE(t) = Rgert ) (2.103)
Podstawiajac (2.102)i (2.103) do (2.55), otrzymujemy:

ot = Rifr,6rncosf mi 0) + 0%, drpfigcog0i 0 m) =
= Rotp, + 05, Re dzgpcogi 0 ), (2.104)

lub inaczej:
o, = 204 ,Rrozpcos@ + 1) = 2R%p 6, cOSE + ). (2.105)

Amplitud e przemieszczenigod sil® mozna wyrazif analitycznie jako

P,
?,.(zr) = 4 —, (2.106)
(k1i mw?)?+ kin?
gdzie i -
l1+ 15
ky = k° (2.107)

a k° jak zwykle wyrazarzeczywist skAdowa sztywnad§ci zesmlonej. Rfiznicz-
kowanie rfwnania(2.106) zewzgledu na x z prowadzi do tej samejpostacico
(2.105).

Przyklady z wykorzystaniem MES

P4. Przyklad przewieszonej belki wspornikowej Rozpatrywaff be-
dziemy model konstrukcji belkowej przedstaviony narysunku 2.9a.Belka jest
obciazona harmoniczra si& dynamiczra P,(t). Naszym zadaniemjest obli-
czenieoperatorfiw wrazliwo§ci wariacji amplitudy przemieszczeniav punkcie
r = z,, wywoldnej zmiana sztywnad§ci belki oraz poldzenia sk i podpory.
Problem analizy dynamicznejbedzie rozwiazywany za pomoca MES, przy
nastepujacyd parametrad: 120 elemen®hw, 10 czestdci modalnych. Sztyw-
no® belki wynosi ET = 1639gkNm?].
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Rysunek 2.9: Model ukf&du belkowegoo wielu stopniacd swobody: a) ukfd
pierwotny, b) uki&d sprzezory.
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P4a. Tlumienie wiskotyczne Sil wymuszgacazostda okre§lonaja-
ko
P.(t) = P cos(t) = 10cog10rt) [kN]. (2.108)

Przyjmujemy si dzialdjaca na ukd sprzezory w postaci
Pi(t) = 1¢costi 0) [il (2.109)

gdzied jest katem przesungciafazovegou, w ukfdzie pierwotnym. W pierw-
szym analizovanym przypadku przyjmujemy tAumienie wiskotyczne o wiel-
ko$cic = 0,4c¢y,., gdziecy, oznaczatAimienie krytyczne.

Wykorzystujac wyprowadzoneoperatory (2.45), otrzymali§my:

6, = (2,98¢10 36z, + (j 3,061¢10 3)6z, [m]. (2.110)

Aby sprawdzif otrzymany wynik, uzyli§my metody rfiznic skofficzorych
(MRS). Wpierw odczytali§my amplitude przemieszcezenipod si& w ukia-
dzie oryginalnym. Nastepnie wprowadzili§my kolejno i niezalenie wariacje
polézenia sk i podpory: éz, = 0.05[m] i ézz = 0.05[m], odczytujac jed-
nocze§nie wielkof rozpatrywanej amplitudy w zmieniorym uk@&dzie. W ten
sposib otrzymali§my

6, = (3,06¢10 3)dz, + (j 2,946¢10 36z, [m]. (2.111)

Bfad wzgledry wynikajacy z porfiwnania (2.110) i (2.111) nie przekracza
4%~. Do% charakerystyczneje§t to, zejest on wiekszyw przypadku wariacji
polazeniapodpory dx g niz Sk dx,.

P4b. Thumienie zespolone Nied sild wymuszgacadzia@jacana kon-
strukcje pierwotna ma postéff

P(t) = P = 10749 [EN]. (2.112)
Przyjmujemy si dzialdjaca na ukfd sprzezory
Pty = 1¢H 0[], (2.113)

gdzied jest katem przesungciafazonvegoprzemieszczenia,.

Przeprovadzili§my obliczeniadla tego samegomodelu i tych sanych pa-
rametrfiw MES, co w przypadku tAumienia wiskotycznego.Jedyna rfiznica
polegana tym, ze zamiast tAumienia wiskotycznegowprowadzili§my para-
metr tAumienia strukturalnegon = 0, 7.
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Uzywajac wyprowadzorych operator§iw wrazliwo§ci (2.55), otrzymali§my:

6, = (2,514¢10 3)ox, + (i 2,531¢10 %)z + (i 9,4434¢10 %)k [m].
(2.114)
Chcac spravdziff poprawnof obliczefi, do ukf&du wprowadzili§my pertur-
bacje parametr§w 6z, = 0,05[m], dzr = 0,05[m], 6k = 813[kNm?], a
nastepnieza pomoca Metody R&iznic Skofficzorych otrzymali§my nastepujace
operatory:

6, = (2,584¢10 3)ox, + (i 2,506¢10 3)dzx + (i 9,2251¢10 %)k [m].
(2.115)
Po raz kolejny mozeny stwierdziff dobra zgadndff wynik®w.

P5. Przyklad wolnopodpartej ptyty prostokatnej Analizowaf bedzie-
my pkt e wolnopodparta obciazoma skupiora, pionowa sil& dynamiczra. Pa-
rametry techniczneukfdu sa nastepujace:diigofi £ szerolo$ pity 6, 00£

4.00[m], grubo$ pkty h = 0,16[m], moduAYounga E = 27 ¢1Cf [kPad],
wspi&zynnik Poissonav = 0,167[; ], masapity m = 720[kg/m?], tAimienie
¢ = 0,0c.. Model pkty zostdBorzedstaviony na rysunku 2.10.W punkcie A
dzialA sil& harmonicznao czestdci f = 28[1/s]:

P(t) = 10cog2728) [kN]. (2.116)

Dla porfiwnania mozna podaff, ze dwie pierwszeczestdci wisne wynosa:
f1=16,219[1/s], f> = 31,098[1/s].

Naszymzadaniemjest obliczenieza pomoca wyprowadzorych operatorfiw
wrazliwo§ci, kierunkowych wariacji amplitudy drgaff pod sil&, ze wzgledu na
niewielka zmiane polzenia si. W takim przypadku rwnanie (2.45) spro-
wadzasie do

o, = (Pae + Pop)ss, (2.117)
gdzie s jest skalarna miara wariacji poldzeniasik w dowolnym, rozpatrywa-
nym kierunku, na plaszczginie z1, z».

Wariacja amplitudy przemieszczenigpod sil& zostdA obliczonadla pola-
zeniasil w punkcie A(z1, z2) = (1,5;1,0), dla trzech kierunk§w: s, wzdliz
0Si 1, s, wzdlz osi z, oraz s; po przekatnej nadhylonej pod katem 45
do obu osi. Rozpatrywane kierunki zosta przedstavione na rysunku 2.11.
Dodatkowo, dla zilustrowania otrzymanych wynik®w, na tym sanym ry-
sunku wrysovano warstwice amplitud przemieszcz® pod si& harmoniczra.
Uzywajac operatora (2.117), uzyskano odpowiednio:

0s, = (j 0,64Q§ 4)is1[m],
M, = (1,914 i 4)dsy [m], (2.118)
s, = (0,86Q i 4)dsz[m].
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Rysunek2.11: Rozpatrywane kierunki w analizie wrazliwao§ci, ze wzgledu na
poldzeniesil na picie.

W celu obliczenia (2.117) zastoswvali§my sile (2.44) dzialdjaca na ukf&d
sprzezory, przyjmujac 6 = 0.

Porfiwnajmy te wyniki z wynikami uzyskanymi zapomoca Metody Réiznic
Skorﬁczoryﬁh_. Wprowadzgac perturbacje: 6s; = 0.10[m], ds, = 0.10[m],
ds3 = 0.10 2 [m], uzyskujeny odpowiednio:

otts, = (i 0,996 i 4)ds1[m],
M, = (2,002 i 4)dsz [m], (2.119)
s, = (0,916 § 4)ds3[m].

Zgodno$f wynik®w jest dobra dla wszystkidh rozpatrywanych kierunk§w s.

2.5.2 PrzykAady optymalnego pro jekto wania
Optymalizacja polozenia sily dynamicznej na ptlycie

Niniejszy przyki&d jest pewna kontynuacja przykf&du poprzedniegoTym ra-
zemjednak, naszymglwnym zadaniemjest zademonstravanie, zeamplitudy
drgaff silnie zaleza od polazeniasik P(t). Przeswamy zatemsil& dynamiczra
po plkcie i wyznaczany kolejne amplitudy drgafi pionowych, w miejscu ko-
lejnych lokalizacji sié. Staramy sie optymalnie usytuowaff sil& na pcie. Jako
funkcje celu przyjmujemy minimalizacje drgafi pty pod sii:

G=minf. (2.120)
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Rysunek2.12: Warstwice amplitudy przemieszcz® pionowych pod silA.

Na kofficu przyk&du przepravadzimy kritka dyskusje dotyczaca konsekven-
cji przyjeciatakiej wia§nie postaci funkcji celu.

Przy obciazeniu phty sil& (2.116)i przyjeciu kryterium (2.120), uzyskuje
sie nieslofficzeniewiele optymalnych rozwiazdfi. Warstwice amplitud prze-
mieszczenigpod sii przedstaviono na rysunku 2.12. Je§li bedzieny rozpa-
trywaff punkty o wspdfzednej 2, = 2,0[m], to istnieja dwa nietrywialne
rozwiazania. Amplituda pod sii& (2.116) jest rhwna zero dla nastepujacyc
poldzefi sik: =, = 2,5[m] oraz z; = 3,5[m]. Na rysunku 2.13 przedsta-
wiono wykres amplitud przemieszcz® pod siA&, dla punkthw lezacych na
osi podAiznej piity. Na wykresie dodatkowo uwzgledniono faze przemiesz
czdf. Na rysunku 2.13 przedstaviono rwniez podobne wykresy dla innych
czestdgci drgaff. Zauwazy§ mozeny, zedrgania phty bardzomocno zaleza od
polézeniai czestdci silx wymuszgacej.

Nalezy sie jeszczezastanavit, jakie drgania maja miejscew pozostdych
punktach phty, przy optymalnym polzeniu 5|l9( Odpowiedf na to pytanie
zostdA przedstaviona na rysunku 2.14. Dla silk (2.116) umiejscavionej w
punkcie o wspSzedrych =1, 2, = (2,5;2,0)[m], punkt znajdujacy sie pod
s ma amplitude drgaf rfwna zeru, jednak jednocze§nie inne punkty na
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Rysunek 2.13: Amplitudy przemieszcz& pionowych pod sil&@,wzdAz osi
podiliznej pkty, dla rfiznych czestd§ci sk wymuszgece;.
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Rysunek2.14:Amplitudy przemieszczeniphty dla lokalizacji sif o czestdci
f = 28[Hz] w punkcie (x1,z5) = (2,5;2,0)[m].
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phcie drgaja z amplituda rzedu 0, 25[mm]. Spogladajac jeszczeraz na rysu-
nek 2.13 nalezy stwierdziff, zejest to znaczniewiecejniz maksymalnaampli-
tuda przemieszczg pod sil, dla rozpatrywanej czestdci f = 28[1/s]. Fakt
ten powinien ski@ni§ nas do zastanavienia sie nad sposotem formuldwania
problemdw optymalizacji ukadiw obciazornych dynamicznie. Dalsza dysku-
sja na ten temat zostanieprzedstaviona w dalszejczeici rozprawy.

2.6 Funkcjonady odp owiedzi

W tym rozdziale przedyskutujeny rfizne rodzaje funkcjonafiw odpowiedzi.
Ze wzgledu na zakrestematyczry rozprawy, ograniczyny sie jedynie do funk-
cjonafiw dotyczacyd uk&dfiw obciazonych dynamicznie.Ponadto, skupimy
sie na funkcjonalAch majacyd praktyczne,inzynierskiezastoswanie.

Ogfiina postéff funkcjonald odpowiedzi wyrazonegow przemieszczenidt
mozna przedstawiff nastepujaco:

Z,Z;,
G = - F(u)dzxdt, (2.121)
0
gdzie F'(u) jest dowolna, rfizniczkowalna funkcja przemieszczeniau(z,t).
PrzedzidAzasut, j to jest rwniez dowolny.

Jefli interesuja nas wyfacznie przemieszczeniav wybranym punkcie z =
zo, Na przykAd w miejscu usytuowania maszyry, to wystarczy wprowadzif
do (2.121)

Flu(z,t)] = Fi[u(z,t)]d(x i o) (2.122)

I otrzymamy 7

t1
Gl = F]_(Uo,t)dt. (2123)

to
Ten typ funkcjonaldl jest szerolko stosavany w praktyce inzynierskieji w ni-
niejszejrozprawie.
W pracy zajmujemy sie drganiami periodyczrymi, dla ktfhrych mozeny
zde niowaf funkcjonaAvyrazory przezamplitudy drgaff okre§lonegopunktu
konstrukcji = = xq:

G = ®(z = xo) , (x) = mtaxju(x,t)j : (2.124)

Taka posteff funkcjonad jest szczegthie przydatna w przypadku, gdy za-
interesavani jeste§my minimalizacja drgafff w miejscu xo lokalizacji jakiej$§
maszyry lub urzadzenia. Zauwazmy rfwniez, ze punkt pomiaru wielko§ci
drgafi przeswa sie wtedy wraz ze zmiana polzeniasamejmaszyry. Ampli-
tuda © moze dotyczy§ przemieszcz§ pionowych, poziomych lub katowych.
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Mozna tez sformuldwalf funkcjonaAreprezenuj acy wagova sume amplitud
przemieszczenigpionowvegoi katowego,dla okre§lonegopunktu konstrukcji:

G = wq ¢ (z0) + wy ¢, (x0), (2.125)

gdzie w,, w, stanowia odpowiednie wagi. Mozna tez wprowadzi (ze wsp§iA
czynnikami wagovymi) amplitudy przemieszcz& dowolnych dwéich lub trzech
punktBw konstrukgji. Taki funkcjonalAmoze stanowiff punkt wyj$§ciado opty-
malizacji wielokryterialnej. W przypadku funkcjonafiw (2.124)i (2.125)bez-
po$redniouzywamy wyprowadzorych operator§iw, a obciazenieuk&du sprze-
zonegostanowia skupione,dynamicznesi lub momerty.

W grupie funkcjonafiw majacy podobny, lokalny charakter, nalezy wy-
mienif funkcjonalf wyrazajaceamplitudy predko§cii przyspieszeniaokre§lo-
nych punkt®w konstrukciji:

G= mtaxju(:go, )], (2.126)

G = maxju(y, 1)]. (2.127)

W tym przypadku mozeny od poczatku wyprowadziff operatory wrazliwo§ci
poprzez zapisanierwnafi "mocy" wirtualnej. Ten sposib wymaga jednak
diugich i zmudnych przeksztdéefi. Dla drgaff harmoniczrych, amplitudy pred-
ko$cii przyspiesz§ uzyskujeny poprzezrfizniczkowanie po czasieodpowied-
nich przemieszcz®. W zwiazku z tym, sposib dzialAnia jest taki samjak w
przypadku funkqonaIA wyrazonegopoprzezamplitudy przemleszczﬁ
Na og#A przepisy normowe dotyczacedopuszczalgch drgaff uk&dgw dy-
namiczrnych ograniczga maksymalra amplitude drgafi. Ograniczeniate do-
tycza przemieszcz®, predko§icii przyspiesz§. W takim przypadku, funkcjo-
naldodpowiedzi powinien by§ wyrazory przez maksymalrma (w czasiei prze-
strzeni uk@du) amplitude przemieszczenidpredko§ci, przyspieszenia)kon-
strukciji:
G(s) = m;axmtaxju(x,t)j = m;glx{)(a:), (2.128)

a pr~oblem minimalizacji maksymalnejamplitudy drgafi uk@du nalezy sfor-
mulkdwal} nastepujaco:
msin G, (2.129)

gdzies jest wektorem zmiennych decyzyjrych. Niestety, przy tak przyjetym
funkcjonale odpowiedzi, ze wzgledu na to, ze polzeniepunktu o maksymal-
nej amplitudzie czestozmieniasie skokowo, nie mozna zastosevaff wyprowa-
dzorych operatorfiw wrazliwo§ci, gdyz funkcjonaest nier§izniczkowalny. W
takim przypadku mozliwy jest inny sposib postepowania.
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Przyjmijmy funkcjonaAw formie normy w przestrzeniLP :
. 4
1 L

G(s) = k(x)kpp = — ()P dz . (2.130)
L o

Tl

Funkcjonal&en, w przeciwidfstwie do funkcjonad (2.128), jest rizniczkowal-
ny ze wzgledu na wektor s. Ponadto, w przypadku, gdy p! 1 , zadodzi

ktt(x)kpe ! max#f(z) . (2.131)

W praktyce przyjmujemy wystarczgaco duze p, na przyk&d p = 10. Zbyt
wysolka potegap moze natomiast prowadzi do trudno$ci numeryczrych.
Innym sposolem pokanania trudno$§ci zwiazarych z nier§izniczkowalnym
funkcjond@m (2.128) jest przeformmulwanie problemu optymalizacji (2.129)
do postaci
main G, (2.132)

przy ograniczeniab: A

(x) - a : (2.133)
W powyzszyh rwnaniad a jest wielko§cia skalarna ograniczgaca wielko$
amplitudy drgaffi. Tak sformulwany problem jest rfizniczkowalny.

Zauwwazmy, ze (2.133)stanowi ograniczeniebezwzgednejwartog§ci funkcji
ju(x,t)j dla kazdegoz. W obliczeniad numeryczrych, sformuldwanie ciagd
(2.133) zastepuje sie pewnym zbioremograniczdj punktowych (2.123). Moze
to prowadzi§f do duzej liczby ograniczdj. Wtedy, lepsza od metody ukAd§iw
sprzezornych okazuje sie metoda bezpo§rednia.

Problem optymalizacji (2.132,2.133) mozna rozwiazeff w iteracyjny spo-
s8b, wykorzystujac metode uki&d@iw sprzezonych. Przyjmujemy okre§lona
warto®f skalara a, mniejsza niz maksymalna amplituda drgafi ukf&du dy-
namicznegoW miejscu,w ktfirym nie jest speliony warunek (2.133), przy-
kidamy obciazenie do uk&du sprzezonego,i minimalizujemy maksymalra
amplitude drgaffi rzeczywistegouk@du ze wzgledu na zmienne projektowe.
Jednocz&nie, stopniovo zmniejszany wielko§f ograniczeniaa. Obciazenie
ukAdu sprzezonegoza kazdym razem przykfdamy w miejscadr, w kifrych
ukf&d rzeczywisy nie spelia ograniczenia(2.133). Procedure prowad2|my do
chwili, gdy nie moznajuz zmniejszyf maksymalnejamplitudy drgafj uk&du.
W podrozdziale2.6.1zastosevano ten sposib postepowania do optymalizaciji
phty, o parametrad takich jak w podrozdzidd 2.5.1,w przyk@&dzie P5.

Innym typem funkcjonafiw sa takie, ktfhre wyrazaja globalna odpowied§
konstrukcji. Maja wtedy postaff cali po przestrzeniukiadu, na przykiad:

Zp
G = max , u?(z, t)de . (2.134)
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Zauwwazmy, zew ogdind§ci funkcjonaA2.134) nie wyraza amplitud drgaff,
gdyz w uk&adach z tARimieniem kazdy punkt konstrukcji mainne przesunicie
fazove. Oczywi§cieglobalna odpowied¥ konstrukcji wyraza nam ogdiny funk-
cjonalX2.121),ktHry stanowiBpodstawe niniejszyd rozwazafi. W szczegfho§-
ci moze on mie§ postéff

Z,Z;,
G = , u?(z, t)dx dt . (2.135)

to

Na og%Aw przypadku drgaffi periodycznych, przedzidAkzasevy dotyczy jed-
nego okresu drgaf t; i to = 7. FunkcjonaA(2.135) wyraza u§redniora w
czasiei przestrzeniodpowied§ caldj konstrukcji na wymuszeniedynamiczne.
Przy tak przyjetym funkcjonale, w podef§ciu prezeriowanym w rozpraNle
ukfad sprzezory winien by§ obciazory dynamiczrym obciazeniem ciagfm

p*(z,t) = 2u(z,t). ZWwriimy uwage, ze w przypadku ukAdgw z tAimieniem,
obciaz_enieto, wraz ze zmiana poldzeniaz, zmienia swoja warto$ff oraz prze-
suniecie fazave. Stanowi to pewna trudno$, kthra mozna pokonaff m.in.
poprzezdyskretyzacije obciazeniasprzezonego.

Na koniec, warto wspomnieff o jeszczeinnym typie funkcjonad, miano-
wicie wyrazajacym dyssypacg energii spowodowana tAumieniem uk&adu w
okre§lonym przedzialeczasavym. Mozna go zde niowaff jako

z
G= " Fadt (2.136)

to
gdzie F, jest si& tAumienia, natomiast u,. reprezenuje tutaj odpowiadajaca
tej sile predko$f przemieszczeniaOczywi§cie,zazwycza rozpatrujemy prze-
dzialkczasavy rwny okresavi drgaffi. Przyk&d zastosevania funkcjonaldl dys-
sypacji energii zostdrzedstaviony w rozdziale4.3.

2.6.1 PrzykAad

Rozpatrzmy phte obciazona skupiora sil dynamiczra. Zadaniem naszym
jest wyznaczenietakiego poldzenia sk, przy kthrym maksymalna ampli-
tuda przemieszcz® £ w dowolnym, nieznarym punkcie pkty, osiaga mi-
nimum. Jest to problem optymalizacji typu min max (2.128, 2.129), kt%ry
jest nier§izniczkowalny. W celu rozawiazaniazadania, zastosujeny podej§cie
opisanewzorami (2.132,2.133)

Analizie poddamy pkt e wolnopodparta o parametrad takich sanych jak
w przyki&dzie P5, przedstavionym na koficu podrozdzidd 2.5.1. Phta jest
obciazonaskupiona, pionowa sil& dynamiczra P(t) = 10cog2728) [kN].

Rysunek?2.15przedstavia wyniki optymalizacji Dla pelej ilustraciji pro-
blemu przedstawviono warstwice "p owierzdni wpl@mowej" maksymalnejam-
plitudy pionowych drgafi pity, ze wzgledu na poldzenie silk dynamiczne;.
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Rysunek 2.15: Warstwice "p owierzdni wplwowej" maksymalnej amplitu-
dy pionowych drgafi pty, ze wzgledu na poldzeniesilik dynamicznej. Roz-
wiazanie optymalne odpowiada usytuowaniu maszyry w $rodku pity (am-
plituda 94um). Rozwiazanietrywialne to usytuowanie maszyry na brzegu,
tzn. nad podpora.

Rysunek ten nalezy rozpatrywaf nastepujaco. Je§li wefmieny pod uwage
pewienokre§lory punkt na pkcie, to odczytanaz rysunku dla niegowarto®
oznaczawielkoff maksymalnejamplitudy drgafi pity, przy obciazeniuzloka-
lizowanym whA$nie w tym punkcie. Wyra$nie zaznaczry, ze ta maksymalna
amplituda wystepujew pewrym punkcie konstrukcji - w naszymprzyk@&dzie
prawie zavszew innym niz przylzona sild. Podczasanaliz zauvazono, ze
wraz z niewielka zmiana polézenia sikk na plcie, lokalizacja maksymalnej
amplitudy drgafi czasamizmienidA sie skokowo.

Choff rysunek 2.15z pozoru wyglada podobnie do rysunku 2.12, po kr$t-
kiej analizie okazuje sie miedzy innymi, ze ze wzgledu na maksymalm wiel-
ko drgafi pity, zdecydavanie lepiej jest zlokalizowaff sile P(t) w punkcie
o wspzedrych (z1;z2) = (3,0;2,0), niz w punkcie (z1;z,) = (2,5:2,0).
W pierwszymz tych przypadkdiw, maksymalnaamplituda drgafj pionowych
phty wynosi0,094[mm], i jest kilkakrotnie mniejszaniz w przypadku dru-
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Rysunek2.16:Amplitudy przemieszczeniphty dla lokalizacji sif o czestdci
f = 28[Hz] w punkcie (x1,z7) = (3,0;2,0)[m].

gim. Batwo to sprawdzi§f porfiwnujac zaprezetowane na rysunku 2.16 prze-
mieszczeniaphty dla lokalizacji sifk w punkcie (z1;2,) = (3,0;2,0)[m] z
wczegniejszymrysunkiem 2.14. Na rysunku 2.16 warto§ci ujemne oznaczga,
ze przemieszczenida W przeciwnejfazie niz obciazenie.

Dla lepszegozobrazavania, na rysunku 2.17, przedstaviono warstwice
amplitudy przemieszczenialty, dla sié zlokalizowanejw punkcie (z1; ) =
(3,0;2,0)[m]. W zasadzieyysunki 2.161 2.17 przedstawiaja w rfiznej formie
te sama postaff amplitudy drgafi phty.

Z rysunku 2.16wynika, ze przy usytuowaniu sik dynamicznejna §rodku
ukfdu, calA pita drgaw przeciwfaziedo sik. Moznatez powiedzie, zedrga-
nia te maja charakter "bimodalny". Trudno bowiem wyragnie stwierdzif, czy
posteff drgafi jest zblizona do pierwszej, drugiej, czy trzeciej postaci drgaff
whsrych. W tym przypadku maksymalna amplituda drgafi wystepuje w
dwgich punktach, o wspdzedrnych (z1; z2) = (1,7;2,0)i (z1; z2) = (3,0;4, 3).
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Rysunek 2.17: Warstwice amplitudy przemieszczeniakty, dla si zlokali-
zovanejw punkcie (z1; z2) = (3,0;2,0) [m].
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OczywHcie, najlepiej jest zloaklizova§ si® nad podpora lub w jej poblizu.
Warto jednak zauwazyff, ze dla tak zde niowanegozadania,lepiejjest to zro-
bi§ wzdiiz diizszydh bokfiw pkty, gdzie konstrukcja jest mniej wrazliwa na
zmiane poldzeniaobciazenia.

Przedstaviony przyk&d wskazuje, ze dzieki analizie wrazliwo§ci i opty-
malizacji mozna znalefiff takie parametry ukf&du, przy ktfrych spelfiony jest
jeden z warunk§iw projektowych (maksymalnaamplituda drgafi pity) bez
znaczneg@ogarszaniannego(amplituda drgaff bezpo§redniopod maszyra).

Najwazniejszejest jednak to, ze nawet problemy optymalizacji o funk-
cjonalAch nierizniczkowalnych ze wzgledu na zmienneprojektowe moga by
przeformulwanedo innej postaci, ktfra jest rizniczkowalna. Wtedy taki pro-
blem moze by§ rozwiazary przy zastosevaniu metod numeryczrych progra-
mowania nieliniowego.Pomocneprzy tym sa rozwijanew rozprawie narzedzia
analizy wrazliwo$ci.
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Rozdzial 3

Uklady obciazone maszyna
typu obrotowego

3.1 Sform ufowanie problem u

Rozdzid/ stanowi rozszerzenigozdzidA 2, a prezeriowanew nim zagadnie-
nia by przedstavianew pracad [33, [34] i [35]. W rozdzialetym poruszyny
problem analizy wrazliwo§ci i optymalizacji uki&adgiw, ktfre obciazonesa nie
tylko sildmi pionowymi, lecz rwniez pozionmymi. Sillk poziomebeda przesu-
nietew faziew stosunkudo pionowych o /2. W ten whA§niesposb bedzieny
modelovaf dzialnie maszyry typu obrotowego.

Oczywicie, rfiwniez tutaj obowiazuja zaBzeniapoczynionew 2.1.1.Ma-
my wiecdo czynieniaz liniowo sprezystymi, tAumionymi ukfdami o malch
drganiadh. Przyjmowa$§ bedzieny model tAumienia wiskotycznegolub struk-
turalnego. Wymuszeniestanowiff beda silx harmoniczneo ustalonejczestdgci
drgaff.

Podobnie jak poprzednio, rozwazef bedzieny konstrukcje bazowe typu
belkowego lub ptowego. Konstrukcje te beda obciazone oddzialfwaniem
maszyry obrotowej. Maszynajest modelovana jako sztywne ciald o §rodku
ciezko§ci poldzornym na wysoko§ci 4,,,. Na rysunku 3.1 przedstaviono mo-
del ca@go ukadu konstrukcyjnego, natomiast na rysunku 3.2 zaprezetowa-
no model samejmaszyry. Pionowa oraz pozioma skAdowa obciazenia sa
przylzone na wysolo§ci 4, W punkcie lezacym na linii pionowej poprowa-
dzonejzeSrodka ciezko§ci maszyry. W zwiazku z tym przyjehSny, zemaszy-
na oddziallje na konstrukqe bazova w postamskuplonejs.lle( R,, i momentu
R,., w punkcie z = z,. Zaklddamy, ze policzeniemaszyry z konstrukcja ba-
zowa ma charakter sprezysto-wislotyczry (lub sprezysty z tRumieniem struk-
turalnym). Drgania konstrukcji bazovej rwniez sa tAuimione. Rozwazania
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Rysunek3.1:Model ukfadu z maszyra obrotowa: a) uki&d pierwotny, b) uk&d
sprzezory.
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Rysunek3.2: Model maszyry lub pasywnegotAimika.

odnosa sie do niskich belek i pit, dla ktfrych obowiazuja odpowiednio,
zalBzenia Bernoulli'ego oraz Kirchho®a. Dla uproszczeniaprezenacji, po-
dobnie jak w rozdziale 2, wszystkie wyprowadzeniazostara przedstavione
dla belkowegomodelu konstrukcji bazowej.

Wprowadzany nastepujace parametry sterula.ce okreSlajace podukiad
dynamiczry: poldzeniez,, masam,, momern bezwAdno§ci masy I,, sztyw-
nof w kierunku pionowym k,, i obrotowym k..., orazodpowiedniowsp§zyn-
niki tAumienia c,, i c,.. Wprowadzany rwniez parametry ciagl: mase m(z),
sztywnof na zginanie k(z) oraz tRumienie ¢(x).

Przyjmijmy funkcjonaAodpowiedzi jako funkcje pionowegoi katowego
przemieszczenianaszyry (y, oraz p,), oraz przemieszczenidelki u(x):

z . z, )
G=  Al@OI+ Ll Ol + - flu(z, Olde dt. (3.1)

Funkcje f1, f> i f3 safunkcjami dowolnymi, Ieczr@z_niczk)waNInymi zewzgledu
na wektor parametr§iw sterujacyd s. Wariacja funkcondA §G tym razem
przyjmuje postaf:

z Zp g )
0G(s) = fgl Sy, + jf Opr+ af?’ sudz  dt. (3.2)
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Zauwwazmy, ze oy, oraz Sy, reprezenuja, w postaci uwikfanej, waria-
cje pionowych i katowych przemieszcz& maszyry, ze wzgledu na wariacje
wszystkidh parametr§iw kontrolnych, a w§r§id nich - rwniez ze wzgledu na
przemieszczenienaszyry z x, do z,.

3.2 Wypro wadzenie operatorfow wra zliw o$ci

W celutransformacji rfwnania(3.2) do postacijawnej ze wzgledu na waria-
cje zmienrych projektowych, podobnie jak w rozdziale 2, zastosujeny me-
tode ukAd§iw sprzezorych. Wycinek modelu konstrukcji wraz z dzial&jacymi
na nia silmi zostdAprzedstaviony na rysunku 3.3a.Na tym samym rysun-
ku pokazano takze uki&d po niewielkiej zmianie parametr§iw kontrolnych.
Wszystkie wielko$ci po zmianie sa oznaczoneza pomoca gfirnegowskafnika
- gwiazdki. Wprowadzany rfiwniez ukiad sprzezory (rysunek 3.3b), ktfry
rfizni sie od pierwotnegotylko tym, ze wsp@zynniki tAumienia wynosa:

Cor =0 Cyrs Cop =i Cory (@) =i 2), (3.3)
a silx obciazajacemaja posteff:
df1 df> E
PS = P¢ = P% Chp = () = —. 3.4
yr dyr ) er xr Y0P d%- ) p (SL’) Ou ( )

Obciazenie P, jest momertem skupiorym przylzorym do masy skupio-
nej m,, w ukladzie sprzezorym. Zamiast momeriu skupionego,realizovaf
mozeny obciazeniew postaci siék poziomej P¢. = Pg./hp, przylzonej na
wysoko$ci hp.

Zapiszny rfwnanie pracy wirtualnej z wykorzystaniem silAdzialAjacy
na ukfd sprzezory (rysunek 3.3b) oraz wariacji p§il kinematycznych ukiadu
pierwotnego (rysunek 3.3a):

Z,%
RZT(UT? i ur) + Rz;r(ur?,x i ur,x) +
A I Y
o % mAT i cw)(utiow) i kq'(qTi q)lde dt=0. (3.5

to

Podobnie, wykorzystujac wariacje siBuk&du pierwotnego oraz pola kinema-
tyczneukdu sprzezonego,zapisd mozenmny:
Z,%
o R;r?uﬁ? i Ryruﬁ + R;T?uf?,x i Rwuﬁﬂ: +
Zp } )
* fllpi mA | cu)i (pi mAj cu)u’+
Y,
i (k*q"i kq)q“gdxr dt= 0. (3.6)
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xr er
u=0 X
u Ry R
r . P7
Urx u(x,t)
* U, ]
ur*
b)
Ra
u? yr a
u’f’* r R(pr
a a
v = U ws u(x,t)
==
r,x

Rysunek3.3: Wycinek uki&du: a) ukfd pierwotny, przedi po wariacji zmien-
nych projektowych, b) uki&d sprzezory.
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X . oxX,
u=0 X
X a a
ur,x ur*,x

a a+

u,x(x’ 0 ur,xx
a a
JLur*,x- ur,x

Rysunek3.4: Gra czne wyjagnieniezalezndgci, w miejscah nieciagl$ci krzy-
wizn.

Porfiwnujac wyzej zapisanerfwnania do rwnafj (2.8) oraz (2.9), zauwazyf
mozna, zepojawilyy sie nowe cZBny zwiazanez momertami skupiorymi (R?,,
R, oraz R,), oddziafwujacymi na uklady Qazme. W celu uproszczenia
zapisu nie uwzgledniononatomiast wariacji polzeniapodpory.

Wprowadzany de nicje wariacji przemieszczenigpionowegoi katowego:
U:? | Uy = 5“7’7 u:?,m | u’r‘,ac = 5ur,;r7 (37)

a nastepnie rozwijamy kolejne przyrosty w szeregTaylora, pozostaviajac
jedynie liniowe cZ8ny rozwiniecia:

* . — . * . — . i
Uy | Up = 5ur | ur,xéxra ur@ I Upg = 5“7",:(: | ULJQ;(S:CTW (38)

a . - ,,a a . a = ,at
Uz | Uy = Uy 0T, Upz 4§ Uy = Uy 0T, (3.9)

Zwrfiimy szczegfha uwage na fakt, zemomerty zgingace,a wiecrwniez
krzywizny, sa nieciag w punkcie = = x,. Z tego tez powodu, w rfwnaniad
(3.8) i (3.9), rozrlizniamy rizniczke lewostronna ui,, i prawostronna u?,,. Na
rysunku 3.4 przedstawiono gra cznie zwiazekz ostatniegorfiwnaniaw (3.9).
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OdeijJa.c rhwnanie(3.5) od (3.6), wprowadzgac rwnania(3.7), (3.8) i
(3.9), calujac przezcze§ci cZ8ny su i 5, otrzymujemy:
z, %
ORyuy i Ry 0u, + (R, + Ry .)ox, +

to

+5Rwuf,zm i R 0up .+ (Rpuls, + R ul , Yox, +

,XT or Yrax
L

i (p“du+ u*(Adm + udc+ q"qok))dzr +
0
Z L g - 3/4
+ (i u“méiA+ mA“dui u’cou+ c*u’édu)dr dt = 0. (3.10)
0

Ograniczgac sie do drgaff periodyczrych, przyjmujac granice cakowania
po czasie,kthrych rfiznica jest rfwna okresavi drgaff t1 i to = 7, ostatnia
calka w rwnaniu (3.10) sie zeruje. Mozna to udowodniff majac w pamieci
(3.3) i postepujactak jak z rfwnaniami(2.20) oraz (2.22).

R@wnania rwnovagi dla masy skupionej (rysunek 3.2) mozeny zapisd
jako:

Py i m#i Ry =0, (3.11)

Sid i momert w sprezysto-wislotyczrym pol&czeniumaszyry z konstruk-
cja bazava wynosa:

Ry = kye(yr i we) + ey i w), (3.13)

Rw = kw(gor i ur,w) + C«pr(@r [ l_me) ) (3-14)

gdziey,, w, i ¢, 0znaczga odpowiednio: przemieszczeni@ionowe, poziome
i katowe masy skupionejm,.

Aby przetransformavaf} niejawne wariacje R, 6 R, du, oraz u,, do
postacijawnej, piszeny po raz kolejny rwnaniapracy wirtualnej, tym razem
dla masyskupionej.Najpierw - wykorzystujac pionowe sif uk&du sprzezone-
go oraz wariacje przemieszcz ukadu pierwotnego:

(P;ri mrﬁ)éyrl Ra 5u7l [kyr(yrl ua)+ C (gr| a)](5yri 5UT) = 07 (315)

a natepnie - dla wariacji sifuk&du pierwotnego oraz przemieszcz® uk&du
sprzezonego:

(i om, B i m.oB)ye i SR,ul+
+ocy (ur i w)+ cyr(Oyr i ow)l(yy i uy) = 0. (3.16)
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Odejmujac rwnanie (3.15) od (3.16) i cakujac przez czefici cd@ny zawie-
rajacedu i 04 otrzymujemy:
Z, Z Ve
(6Ryruy R‘ylréur)dt = i Py0y: i Aylom, +
0 0 Ya
i [Okye(yr i)+ Ocye(ue i w))(ye i ul) dt. (3.17)

Postepujac z momertami w podobny sposib jak w rwnaniad (3.15)-
(3.17), uzyskujeny
VA T
. (ORruy, i R, 0up.)dt =
Zp% ) )
= 0 P;th&PT i ?AthO%mr i ‘A‘Pgélr +
Y
i [0kor(or i urg) + 0cor(r i wa)l(er i ur,) di (3.18)

Wprowadzgac rwnania (3.17), (3.18) i (3.4) do rhwnania (3.10), osta-
tecznie otrzymujemy operator wrazliwo$ci:
Z ;e z, Y
0G = Py, + Pp.hpop, + p“oudr dt =
2 0
=, By Bhagl)om. i Aelol +
+( Ryrug,:c + RZTUT@ + Rwrug:vac + Rforu;",xx)(sxr +
i [0ky(yri wn) + 0cyr(uwe i w)l(yr i uy) +
i [5k<pr(§07’| ur,x) + 56(,07“(% I @r,x)](gpgl uix\;-’-
L 4

i (u*ASm + uudc + q“qok)dz dt. (3.19)
0

Operator (3.19) wyraza wariacje (3.2) funkcjonad odpowiedzi (3.1) jako
jawna funkcje wariacji wszystkidh parametr§w sterujacyd s. Ma on og§ina
posteff, i moze by wykorzystary w wielu szczegfhych przypadkach. Funk-
cie f1 1 f> w rhwnaniu (3.1) reprezeituja odpowied konstrukcji wyrazona
przez pionowe i katowe przemieszczenienaszyry. Je§li jeste§nmy zaintereso-
wani przemieszczeniamkonstrukcji bazowvej, musimy jedynie przylzy§ do
bazavego ukfadu sprzezonegosilg P2 lub momert P2, lub obie wielko§ci
jednoczegnie. W efelcie jeste§my w stanie wyznaczy§ dla konstrukcji bazo-
wej odpowiednio: wariacje przemieszczg& pionowych lub katowych, lub tez
wariacje funkcjona@ bedaca wazora suma obu tych wariacji.

Operator (3.19) bierzezawszepod uwage, zepunkt z,., w kthrym mierzone
sa przemieszczeniaporuszasie wraz z Si& o dz,.. Je§li jeste§my zaintereso-
wani przemieszczenienw jednym, okre§lonym punkcie xq, ciagle mozeny

65



wykorzysteff forme operatora (3.19). Musimy jedynie przylzy§ do uki&du
sprzezonegosil& lub momert w punkcie zq, oraz nie uwzglednis w rwnaniu
(3.19) cZBn@Gw Ry, u, . | R ul,,.

Przyjmijmy teraz, ze sik wymuszgacesa harmoniczne,o okresierwnym
T, a mianowicie: P, = P, cogwt) i P, = P, cos@wt| ¢), gdziew = 2r/T.
Rozwazamnmy drgania ustalone.W tym przypadku, przemieszczenias, y i w
oraz ich pochodne przestrzennei czasove sa rfwniez funkcjami harmonicz-
nymi o okresieT. Jakkolwiek, ze wzgledu na tAumienie wiskotyczne,wszytkie
cBny w rwnaniu (3.19) maja rfizne przesunecia fazave 6. Rfwniez prze-
mieszczeniarfiznych punkthw na belce maja rfizne katy fazowve u(x,t) =
() cospti O(x)]. Jestto znacznatrudno$l, jednak podobniejak w rozdzia-
le 2.4.1, wszystkie c4Bny po prawej stronie rfwnania (3.19) mozemny prze-
calflowaff analitycznie ze wzgledu na czas, dla przestrzeni czasovej riwnej
okresavi T. W efelcie otrzymamy operator wyrazory przez amplitudy sili
przemieszcz®, oraz przez rfiznice odpowiednich przesungff fazonvych. Dla
uproszczeniaprzepisujeny jedynie pierwsza cze§f operatora (3.19), ozna-
czgac amplitude przezsymbol % .

T
0G = SIG Bdrcodtui 02) i Bhnprcogtsi 0a)om, +
i APrcogsi 0e)ol. + ...]. (3.20)

Zauwwazy§ nalezy, ze po cakowaniu, we wzorze(3.20) pojawilAsie mnoznik
T/2. JeKli jednak, podobnie jak w rozdziale 2.4.1, przyjmiemy funkcjonaA
odpowiedzi wyrazory na przyk@&d przez przemieszczeni@ionowe masy sku-
pionej:

Z p 1
G= Iyt (3.21)
0o 2
gdzie:
Yyr = Prcoquwt i 0), (3.22)

to przy obciazeniu uk&adu sprzezonegosila
= Lecosi i 0) (3.23)
otrzymamy bezpo§redniooperator na wariacje 69,

09 = (i Arcosbri 02)i Bh,picodbsi 0s)m, +
i Aprcoslsi 0e)ol + ... . (3.24)

Wyprowadzeniepowyzszyh zaleznd§ci dla zwykch uk&ad@iw dynamicz-
nych (bez maszyry obrotowej) zostdd w szczegfch zaprezetowane w roz-
dziale 2.4.1. Dodajmy jeszcze,ze w podobny sposib mozna otrzymaf, tak
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samo"przyjazna" postaff operatorawrazliwo$ci, dla wariacji amplitudy prze-
mieszczenikatowegomasyskupionejo®,., czy tezamplitudy przemieszczenia
pionowvegolub katowego,dowolnegopunktu konstrukcji bazowej.

Przedyskutujmy jeszczeprzypadektAimienia strukturalnego, szczegfhie
uzytecznegow przypadku drgafi harmoniczrych. Wszystkie wielko§ci silAi
przemieszcz® maja wlwczas postef zesmlona. Zapisujac rfwnania pracy
wirtualnej przy wykorzystaniu de nicji iloczyru skalarnego(2.28), postepu-
jac w ten sam spogib jak powyzej dla przypadku tAumienia wiskotycznego,
dochodzimy do postaci bardzo podobnej do operatora (3.19). Oczyw#cie,
podobnie tez otrzymujemy wzory odpowiadajace rfwnaniom (3.20) i (3.24).

Wyprowadzonew rozdziale 3 operatory wrazliwo§ci pozwalaja na ana-
lizowanie uk&d§w dynamiczrych, w ktfrych znaczeniemaja nie tylko sik
pionowe, lecz rwniez silk poziome, powodujace zginanie. Co wiecej, Sik
te moga by§ wzgledem siebie w dowolnej fazie. Pozwala to chociazby na
zamadelovanie oddzialfwania maszyry obrotowej na konstrukcje wsporcza.
Operator wyrazory poprzezamplitudy wielko§ci dynamiczrych ulatwia na-
tomiast zastosevanie wyprowadzorych wzor§w do praktycznych zaddf z za-
kresu optymalizacji i analizy wrazliwo§ci. Przyki&dy tych zastosevafi beda
przedstawvione w kolejnym rozdziale.

3.3 PrzykAady

3.3.1 Belka wolnop odparta, z masa skupion a, obciazo-
na pionowa i pozioma sifa dynamiczn a

Rozwazary konstrukcje belkowa przedstaviona na rysunku 3.5. Uk/ad jest
obciazory przez dwie silt dynamiczneprzyldzone do §rodka ciezko§ci masy
skupionej: P,,.(t) = 0,1cog10xt)[kN] i P, (t) = 0,1cog10xt i =/2)[kN].
Sil& pozioma jest op@ifniona w stosunku do pionowej o 7/2. Przyjecie ta-
kich siAmodeluje dzialanie maszyry obrotowej o czestotliwo§ci f = 5[Hz],
oddzialfwujacej na ukfad si o wielko§ci 0, 1[kN]. Przyjeto nastepujace
parametry systermu: masa skupiona m, = 100[kg], moduAYoung'a E =
205:6[kPa], wspSzynnik Poisson'ar = 0,3[j ], wspd&zynnik tAimienia
¢ = 0,0c,,. Parametry poszczeghych czefici ukfadu wynosa:

2 elemen 1: sztywnofff na zginanie EI = 1639gkNm?], sztywno$ na
rozciaganie FA = 106354QkN], masam = 1556[kg/m],

2 elemen 2: EI = 1590552k Nm?], EA = 353789(Qk ],
m = 52ej 7T[kg/m)].
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RxsunekS.S: Uk#&d belkowy, przypadekwariacji poldzeniamasy skupioneji
silAdynamiczrych.

W tym przykf&dzie, naszymzadaniemjest obliczeniewrazliwo§ci ampli-
tudy przemieszczenigpionowego konstrukcji bazowvej, w punkcie z = z,,
ze wzgledu na wariacje masy skupionej dm, oraz wariacje polzenia po-
dukAdu dynamicznego.Zauwazmy, ze zar§iwno polézenie tego podukiadu,
jak i polazeniepunktu, w ktfrym badanmy amplitud e przemieszczenigyrzesu-
waja sie jednoczeé§nieo dx,.. W celuwyznaczeniawrazliwo§ci é#,., konstrukcje
bazova ukfdu sprzezonegoobciazamy sil& pionowa Py = 1¢cog10rt | 6).
Dla wyznaczeniawrazliwo$ci 6%, ,, konstrukcje bazava obciazanmy momen-
tem P7. = 1¢cos(10rt i ¢2). Symbole 0; i ; oznaczga odpowiednio prze-
suniecia fazove przemieszczeniau, i kata obrotu u,, konstrukcji bazowvej
ukfA&du pierwotnego.

W obliczeniah wykorzystali§my operatory w formie (3.24), a uzyskane
wyniki por§wnal§my z wynikami uzyskanymi Metoda Rfiznic Skofjczorych,
dla wprowadzorych perturbacji om, = 5[kg] i dx, = 0,05[m].

Przy uzyciu wyprowadzorych operator§iw, dla wariacji skupionej masy,
otrzymali§my:

5G = (i Botcosbri 62)i Bhpicosbsi 0a))om, (3.25)
ot = [(j 2,543% 2)¢(2,524% 7)¢cogj 11,59 16841)+

i (5,8142; 3)¢0,8¢(6,473% 8)¢coqj 11,59 151 54)lm, =
= (0.672 8)om, ,(3.26)

5o = [(i 2,543% | 2)¢(6,473% | 8)Ccos( 2846] 16841)+
i (5,8142 i 3)¢0,8¢(4,3676 8)¢cog| 2846; 15154)m, =
= (0,178 i 8)om, .(3.27)
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Dla porf§iwnania, wykorzystujac Metode Riznic Skoficzorych uzyslali§my:
o, = (0,68 i 8)dm,, (3.28)

e = (0,182 8)5m, . (3.29)

Uzywajacwyprowadzorych operatorfiw, dla przypadku wariacji poléizenia
silg, mamy:

0G = [B, 00, cog.) + P, cos() + P, cos() +

+ P, c00) i m (B, cos() + By, cos()) +
i h2m, (B0, cos() + & 01, cos()]ox, . (3.30)

T

W powyzszymwzorze,symbolem (.) oznaczonoodpowiednia rfiznice katfw
przesuneff fazowych. Po podstawieniu wszystkich warto$ci uzyskanych z pro-
gramu ABA QUS, odpowiednie wariacje wynosa:

50, = (12,2260 | 6)dx, (3.31)

Sp = (i 4,925 6)iz,. (3.32)

Metoda Réiznic Skoficzorych w pol&czeniuz Metoda Elemertfw Skoficzorych
daje nastepujacerezultaty:

50, = (11,96¢ i 6)dz,, (3.33)

o= (i 5,154 | 6)iz, . (3.34)

Zgodno® wszystkich poriwnywalnych wynik®w jest duza, co potwierdzapra-
widlwos wyprowadzorych wzor§iw oraz ich uzytecznd w zastosevaniach
do problem@w optymalizaciji.

3.3.2 Belka obustronnie utwierdzona, obciazona sifa
pionowa i momentem skupion ym

W drugim przyk&dzie tegorozdzidA rozwazaff bedzieny obustronnieutwier-
dzom belke, obciazona rznymi rodzajami obciazefi dynamiczrych. Na ry-
sunku 3.6 przedstaviono model tego ukiadu. Parametry systenu sa nastepu-
jace:dRugofii belki L = 6,00[m], sztywnofi na zginanie E1 = 16398[kNm?],
sztywnoff osiova £A = 1063540[kN], masam = 2011 54[kg/m], tAimienie
¢ = 0,10¢, . Dwie pierwszeczestdci drgaff whsnych belki wynosa: f; =
8,930[1/s], f» = 24,616[1/s].

W zadaniu rozwazeff bedzieny nastepujace, szczegihe przypadki ob-
ciazeniadynamicznego.dla rfiznych czestdici f:
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Rysunek 3.6: Model uk@du belkowego, obustronnie utwierdzonego, ob-
ciazonegosi pionowa i momertem.

2 sil& pionowa P,(t) = 1,0coq2r ft) [kN],
2 momen zgingjacy M,.(t) = 0,8coq2n fti w/2)[kNm],
2 jednoczesnedzianie sk P,.(t) i momertu M, (t).

Naszym zadaniem jest znalezieniewariacji amplitudy przemieszczenia
pionowvegoi katowego,dla punktu znajdujacegosie w §rodku rozpieta§cibelki
su(z = 1/2), ze wzgledu na wariacje polazenia six. Ponadto chceny odpo-
wiedzidf na pytanie: jakie jest optymalne usytuowanie obciazeniaze wzgledu
na minimalizacje drgafi w $rodku belki. Na wykresat 3.7 oraz 3.8 przed-
stawiono odpowiednio wariacje amplitudy oraz wielko¥ samej amplitudy
drgafi pionowych, punktu znadujacegosie w $rodku rozpietd§ci belki, ja-
ko funkcje poldzeniaobciazenia, dla czestdci sif wymuszgacej f = 8[1/s] i
f = 23[1/s]. Analogicznie,na wykresah 3.9 oraz 3.10zaprezetowano odpo-
wiednie zalezndgci dla amplitudy kata obrotu belki, w §rodku jej rozpietd§ci.
Na wykresat 3.7, 3.8, 3.91 3.10krzywe oznaczonditera "P" odpowiadaja
przypadkowi obciazenia belki sil& pionowa P,(t). Podobnie, krzywe ozna-
czonelitera "M" odpowiadaja przypadkowi obciazeniaw postaci momertu
skupionegolM,.(t). Oznaczeni¢'P+M" odpowiada przypadkowi jednoczesne-
go dzialAnia silg pionowej P,(t) oraz przesunetegow stosunkudo niej w fazie
0 w/2 momertu M,.(t).

Analizujac wykresy amplitud drgaffi pionowych, mozeny zauwazyf, zew
§rodkowej czefici belki decydujpce znaczeniema obciazeniesi®& pionowa, na-
tomiast wraz z przeswaniem obciazeniaw strone podp8ir wzrastaznaczenie
momertu skupionego.W przypadku pierwszejczestdci wymuszgacej, naj-
wiekszeamplitudy drgaff pionowych, punktu znajdujacegosie w $rodku roz-
pietd§ci belki, uzyskujeny dla obciazenia usytowanegow $rodku rozpieto§ci
uki&du. Taki samwynik uzyskujeny przy obciazeniu sil& pionowa, jak i ze-
stawem silk pionowej z momeriem skupiorym. Jednakjuz w przypadku dru-
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a) dln/dxr dla (c=0,1ck ; f=8 Hz)
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-5,0000E-05 L i s P+M
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dan/er [-]
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b) dUn/dxr dla (c=0,1ck ; f=23 Hz)
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Rysunek 3.7: Operator wrazliwo§ci amplitudy drgaff pionowych punktu
lezacegona $rodku belki #,, jako funkcja poldzenia sk z,: a) f = 8Hz,
b) f = 23Hz=.
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a) Un(xr) dla (c=0,1ck ; f=8 Hz)
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Rysunek 3.8: Amplituda drgafff pionowych punktu lezacegona §rodku belki
#,, jako funkcja poldzeniasili =,: a) f = 8 Hz, b) f = 23Hz.
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a) dd,xn/dx dla (c=0,1ck ; f=8 Hz)
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b) dU,xn/dx: dla (c=0,1ck ; f=23 Hz)
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Rysunek 3.9: Operator wrazliwo§ci amplitudy drgafi katowych punktu
lezacegona §rodku belki #,, jako funkcja poldzenia sk z,: a) f = 8Hz,
b) f = 23H=.
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a) U,xn(xr) dla (c=0,1cw ; f=8 Hz)
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b) G,xn(Xr) dla (c=0,1ck ; f=23 Hz)

5,0000E-05

4,0000E-05 e AN

= 3,0000E-05 \/ \/ —FP

e I aNEA AN N N
1,0000E-05 / / \ / \ \ —
0,0000E+00 / ‘ \/ \/ \/ ‘ \‘

0 1

Xr [m]

Rysunek 3.10: Amplituda drgaffi katowych punktu lezacegona §rodku belki
#,, jako funkcja poldzeniasii =,: a) f = 8 Hz, b) f = 23Hz.
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giej czestdci wymuszgacej, najwiekszeamplitudy uzyskujeny dla przypad-
ku obciazenia belki zestavem sk i momentu, znajdujacym sie w punkcie
x, = 4,0[m]. Zwr§imy uwage na fakt, ze pojawiaja sie takie lokalizacje ob-
ciazenia, dla ktHrych wpkw dzialnia s pionowej jest wiekszy niz wpkw
jednoczesnegalzialdnia sikx i momertu.

W przypadku badania amplitudy kata obrotu belki, w punkcie zng-
dulacym siew $rodku jej rozpieta§ci, mozeny dOJm do podobnych wniosk§w.
GHwna rfiznica polegana tym, zetym razem, wplw obciazeniamomertem
zgingjacym jest bardzo istotny rfwniez w przypadku, gdy momert ten jest
zlokalizowany w stre e §rodkowej. Na uwage zasdguje rwniez fakt, ze am-
plitudy drgaffi katowych sa wiekszedla wyzszejczestdci wymuszgacej.

Spogladajac krytycznie na uzyskanewyniki musimy stwierdzi§, ze zar§iw-
no wykresy amplitud jak i ich wariacji sa nieregularne.Jest to bardziej wi-
docznedla kata obrotu belki, szczegfhie przy wyzszyth czestgciat drgaff.
Niestety, w duzym stopniu, utrudnia to procesoptymalizacji.

Na koniectego przykfdu pragne podzieli§ sie jeszczgednym spostrzeze-
niem. Na podstawie innych, wykonarych obliczefj i analiz uk&du dynamicz-
nego uzywanegow tym przykf&dzie, mozna stwierdziff, ze w pewrych za-
kresat czestd§cidrgaff, dla pewnych lokalizacji obciazenia, wzrost wielko$ci
tAumienia paradoksalnieprowadzi do wzrostu wielko§ci drgafi. Observacjata
skiAnia nas do uwazniejszejanalizy praktycznych problem@w dynamiczrych.

75



Rozdzial 4

Uklady z wiskosprezystymi
przegubami o zmiennych
parametrach

4.1 Sform uldwanie problem u

Zagadnieniepodatno§ci polaczdj byl wielokrotnie podejmowanew literatu-
rze. Wywoliwald ono, szczegfhie w ostatnim czasie,ogromnezainteresava-
nie inzynier§w praktyk®w. Przytoczy§ tutaj mozna chociazby prace rozwi-
jajaceteorie analizy numerycznejobciazonych statycznie ram z podatnymi
weZAmi. Sprezysta podatnof rotacyjna by uwzgledniona przez Kurzawe
et al. [49 , natomiast rotacyjna i translacyjna - przez Cichonia i Januszla
[14).

W rozdziale 4 rozpatrywaff bedzieny problem wrazliwo§ci ukfad§w dy-
namiczrych na parametry opisujace uogdiniony, wiskosprezysty przegub, a
mianowicie: jego poldzenie,sztywnofi i tAimienie.

Zagadnienie wrazliwo§ci konstrukcji na zmiane poldzenia i sztywno§ci
przegubusprezystegobyf® przedstavione w publikaciji [28]. W tej czefici pra-
cy chceny poszerz§ weze§niejszebadania poprzezwprowadzenietAimienia
do przegubu, oraz dopuszczeniew miejscu wystepowania przegubu, nie-
ciag@$ci nie tylko kata obrotu, lecz riwniez przemieszcz. Wyniki badaff,
obejmuj acetematycznie ten rozdzidAbyf przedstavione w [36].

Obowiazuja tutaj te samezal@zenia, ktfre przyjeto w 2.1.1. Ukfady dy-
namiczneo malkch drganiad, typu belkowegolub ptowego,zadowuja sie
liniowo-sprezy§cie. Konstrukcje moga by§ tAumione; wprowadza sie model
tAumienia wiskotycznegolub strukturalnego. Wymuszeniestanowiff beda silx
harmoniczneo ustalonej czestd§ci drgaff.
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Rysunek4.1: Model tRumionego ukfadu dynamicznegoz uogfinionym prze-
gubem.

Model ukiadu zostdAzaprezetowany na rysunku 4.1. Jako zmiennepro-
jektowe przyjeto te parametry, ktfre nie by przedmiotemanaliz we wcze§-
niejszyd rozdzidAch. Wariacji moze podlegdf zatem poldzenie przegubu .,
oraz wspdzynniki okre§lajace kolejno: sztywnoff obrotowa k. i tAimienie
obrotowe przegubuc,,., sztywnof na przemieszczenigionowe k,. i timienie
przemieszczk pionowych c,.. Dla kompletndgci, jako zmienne projektowe
traktujemy rfiwniez parametry ciagd: pole przekroju poprzecznegoA(z),
sztywno®f na zginanie k(x), tAumienie ¢(z). Nalezy zaznacz, ze w roz-
wazaniad dopuszczang nieciagd$f przekroju poprzecznegoA oraz sztyw-
no§ci na zginanie k w punkcie z = .. Przypomnijmy tez, ze w przypadku
belki £ = EI, natomiast dla phty wsp8izynnik sztywnad§ci jest okre§lony
tak, jak w rwnaniu (2.2). W przypadku pkty, przegub moze by§ zde nio-
wany jedynie w postaci prostej linii, w pf&szcznie §rodkowej.

Przyjeto og§ina postaff funkcjonadl odpowiedzi:

Z,Z;

G = e F(u) dx dt, 4.1)
gdzie F'(u) jest dowolna, rizniczkowalna funkcja ze wzgledu na przemiesz-
czeniau(z,t). Wariacja funkcondd §G przyjmuje postaf:

z,Z
so = s dea (4.2)
tt 0 JOu

Naszymzadaniemjest znalezienigawnej postaci wrazliwo§ci funkcjonald
(4.1), zewzgledu na mal& zmiany parametr§iw projektowych z, Kgpzy Cozr Ky
Cyzy A(z), k() c(x).

4.2 Wypro wadzenie operatorfow wra zliw o$§ci

Niech M, T, u i k 0znaczga odpowiednio:momert zginajacy, sil poprzeczm,
przemieszczenigpionowe i krzywizne (k = j u%. Przyjmijmy, ze wisko-
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Rysunek 4.2: Belka o cedadh wiskosprezystych: a) uki&d pierwotny - pole
przemieszcz® i jegowariacja, b) ukfd sprzezory.

sprezysty przegub znajduje sie w punkcie z = z,. W punkcie tym dopusz-
czany nieciagB®i przemieszcz® pionowych i kata obrotu, o skokach 1. i
Ve
Pz = Uzt | Uz V2 = u(z)i [ u(z)+ . (4.3)
Indeksdolny zj oznacza,ze symbol dotyczy warto§ci okre§lonejdla punktu
znajdujacegosie niesloficzenieblisko punktu o wsp§iizednejz = z., po jego
lewej stronie. Indeks dolny z+ oznaczaodpowiednio warto$ prawostronna.
Momert zginajacyi sl poprzecznav przegubiemoga by§ wyrazonejako:

M, = kp.y, + oo, T, = ky.fi. + Cyapie. (4.4)

Przemieszczenipierwotnej konstrukcji zosta przedstavione na rysunku
4.2a.Na tym sanym rysunku pokazanouki&d po wariacji zmienrych projek-
towych. Wielko$§ci po wariacji oznaczonandeksemg@irnym a. Aby transfor-
mowaff rwnanie (4.2) do postaci jawnej, wprowadzany problem sprzezory.
Uk/A&d sprzezory (rysunek4.2b) jest podobny do pierwotnego,i jest obciazory
si& dynamiczra

pX(x,t) = Z—F (4.5)
u
Odpowiedniepola kinematycznei dynamiczneuk&du sprzezonegooznaczone

sa indeksemgfirnym a.
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Zapisdf mozeny rwnaniepracy wirtualnej uzywajac siduk&du sprzezo-
negooraz wariacji pola kinematycznegoukf&du pierwotnego:

z, ¥z
(puj pAASuij cu’duj M- )dx +
tog L . 3 .
+p% ul i U 0% pAs L, Buzi i U+ O+

. a B a . a ] .
i Myt Miv.i MZ K, i K. Ox.+
s .

Y

| Toaptia + Top+ T2 W% u% 6z, dt=0. (4.6)
Wprowadzgac sprzezonepole kinematycznei wariacje pierwotnegopola dy-
namicznego,uzyskujeny odpowiednio:
zZ, %z
(i p(A"A" | AR u’j (u’i cw)u®j M- %) dx+
L
i ,OS(Azi i A )ﬁw%l’z‘*‘
i (MZi M)vsi MDi M H‘%}Mﬁ
3 . 4

(T T i+ T2 0 T o%0x. dt=0.  (47)

Zi

t1

to

W powyzszyth wzorad p oznaczagestdii materiald konstrukcji, natomiast
Af 0%u/ot?, u®= Ou/ox, 0raz ki = | u® Zaznaczny tez, ze cafiowanie po
diugogci = odbywa sie z wykaczeniempunktu o wspdzednejz = x.:

z z . z,

Zi

coodr = coodx + coodz. (4.8)
L 0 z+
Calkowanie po niesloficzeniemalm obszarzesz, = x.. | x.; jestreprezen-
towanew rwnaniad (4.6) i (4.7) przezcny zawierajacedz. .
Wyprowadzenie wzoru na wrazliwo§§ funkcjonal ¢G przepravadzany
w podobny sposib jak wyprowadzeniaprzedstavione w rozdzidAch 2 i 3.
Odejmujemy wiec (4.6) od (4.7), rozwijamy perturbacje w szeregTaylora, i
pozostaviamy jedynie liniowe cZ8ny rozwinieciaze wzgledu na wariacje. W
ten sposib otrzymujemy wyrazenie na wariacje 6G. Niestety, to wyrazenie
ciagle zawiera uwikfane wariacje parametr§w kontrolnych. Calkujac te wy-
razenia przez czefci ze wzgledu na czas oraz zaklAdajac ustalone warunki
poczatkowe dla ukfdu pierwotnego i okre§lone dla chwili ¢ = ¢; warun-
ki uk@du sprzezonego (porfiwnaj warunki (2.24) i (2.25)), wprowadzgac
nastepujacewspdiizynniki tAimienia:

a — . a . a .
c =1¢C, C@z_ I Coz, Cyz_ I Cyz, (49)
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ostateczniedochodzimy do jawnej postaci wariacji funkcjonal odpowiedzi
0G:
z,Z; z,YZ Y
0G = p“dudzxdt = proudr + p™(uy i us+)dx, dt=
o 0 z vz
= (i po)AA®j dcuu®i ok- ) dx+
to Ly .
. + pAz+ é& Uz i pAz A. Uz+, oz, +
t MOyt Mg bmat Mivky i Mkl Ov.+

o 0 0 (¢4
+ T +,uz+Tz| ,Uz 6xz i Tza+uzi -I'T’ziuz+3 éwxz-i'

4

i (Okpove + 0cp) ve + i (Okyzpis + Oy ) py dt = 0.
(4.10)

Drugi wiersz wzoru (4.10) wyraza operator wrazliwo§ci ze wzgledu na wa-
riacje parametr§w ciagifich: pola przekroju poprzeczneggmasy), wspdzyn-
nika tAumienia, oraz sztywno§ci. Kolejne trzy wierszewzoru wyrazaja wraz-
liwo zwiazara z wariacja poldzenia uogdinionegoprzegubu. Zauwvazmy, ze
M?° oznaczasi® poprzeczm, natomiast 7° - obciazenie rozilzone. Ostatni
wiersz zwiazary jest z wariacja parametr§iw okreflajacyd pozostdéd, wisko-
sprezyste wia§cinwo§ci przegubu. Godna uwagi jest swego rodzaju symetria
wyprowadzorych operatorfiw. Mozna ja by oczywi§cie zauvazys rwniez.
we wszystkich, wczé§niej wyprowadzorych operatorad, w rozdzidAch 2 i 3.

W przypadku drgafi periodyczrnych o okresiedrgafi T', przy przyjeciu
granic caliowania po czasiet, i to = 7, unikamy cadlowania problemu
sprzezonegd'wstecz". Dla szczegfhegoprzypadku drgafff harmoniczrych mo-
zeny w sposib jawny przecdRowa® rwnanie (4.10) po czasiet, i to = T,
i wyrazif je poprzez amplitudy poszczeghhych wielko§ci oraz ich przesu-
niecia fazave. Wyprowadzone wyrazenie (4.10) moze by§ zastosavane do
szczegfhych przypadk§w funkcjonalfiw odpowiedzi. Inzynierskie problemy
bardzo czesto dotycza wielko§ci amplitud przemieszczg, predko§cii przy-
spiesz@ w szczegfhych punktach konstrukcji, przedewszystkim w punkcie
pod zainstalovana maszyra. Wszystkie zagadnienigporuszonew powyzszym
akapicie zostd szczegfiwo om@wione w rozdziale 2 niniejszej rozprawy, a
takze w [36].
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Rysunek 4.3: Belka z uogdlinionym przegubem dopuszcz@acym nieciag A%
kata obrotu, obciazonapionowa sil& dynamiczra.

4.3 PrzykAady optymalizacii
4.3.1 Belka z uog®lnion ym przegub em

Ponizej rozwazamny belke przeszywniona z uog§lnionym przegulem. Bel-
ka, przedstaviona na rysunku 4.3, obciazonajest skupiora sil& dynamiczra
P(t) = 1dcoq2r ft). Przegubdopuszczanieciag ¥ kata obrotu belki. Sztyw-
nofi belki na zginaniewynosi E1 = 5678 5kNm?, natomiast jej masam =

14Q 3kg/m. Zakiddamy, zetAimienie wystepuje jedynie w samym przegubie.

Przyki&d ten ma zaprezetowaf wpw parametr§w opisujacyc przegub
na dynamiczra odpowied¥ konstrukql Analizowaf zatem bedzieny warlaqe
amplitudy drgal'ﬁ pionowych pod sil& P(t) ze wzgledu na wariacje poldzenia
oraz wsp§&zynnik§iw sztywnoﬁu i tAumienia przegubu. Zadanie rozwazaf
bedzieny dla dwich czestd§ci silk wymuszgacej, a mianowicie f; = 18Hz
i f» = 30Hz. Zostdf one przyjete tak, ze pierwszaczestdf wiasnabelki z
calkowicie usztywnionym przegukem lezy pomiedzy obiema analizovanymi
czestdgciami f1, fo.

Rysunki 4.4 4.5prezenuja amplitudy przemieszcz pod sil&, odpowied-
nio dla czestdci f, = 18Hz i f, = 30H z, jako funkcje parametr§iw sztyw-
nofcii tAumienia, dla riznych poldzefi przegubu.Analizy by prowadzonedla
szerokiegazakresuwspdiBzynnik§iw tRuimienia i sztywno§ci. Zerove warto§ci
tych wsp§zynnik§iw na rysunkach 4.4 i 4.5 odnosa sie do idealnegoprze-
gubu. Najwiekszawarto® sztywno§ci & praktycznie odpowiada pol&aczeniu
sztywnemu. Wsp§idzynnik tAimienia ¢ zostdAtak wyskalowany, ze wphw
wewnetrznej sif tAumienia w przegubiejest podobny do wpkwu six spowo-
dowanej sztywnad§icia przegubuk. Stad, najwiekszewarto$ci wspdizynnika c
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rwniez odpowiadaja prawie sztywneru polczeniu.

Warto§ciszczytave amplitud narysunkac 4.4a,d,e,fpokazuja, ze czestdi
f1 = 18H:z wypada blisko czestdici rezonanswej. W takich przypadkad,
wzrost tAimienia powoduje obnizenieamplitud drgaff. Na rysunku 4.5 zaob-
servowaf mozeny odwrotna relacje. Jest interesujace, ze wzrost tRumienia
powoduje wzrost amplitud drgaff. Na og#Azdarzasie to w przypadkac, gdy
wzrost sztywno§ci konstrukcji zbliza czestd# drgafi wisnych do czestdgci
drgafi wymuszorych. Wniosekten powinien przestrzeg§ przed automatycz-
nym dzialniem w przypadku projektowania konstrukcji obciazorych dy-
namicznie. Niewielka, bledna zmiana parametr§w opisujacyd takie ukiady,
moze doprowvadziff do znaczneg@ogorszeniavarunkiw no§ndgcii uzytkowa-
nia konstrukgiji.

Zwrfifmy jeszczeuwage na kilka waznych aspektfiw wynikajacyd z otrzy-
manych wynik§w przeprovadzorych analiz. Zauwazmy miedzy innymi, iz
w przypadku poldzenia przegubuz = 1,0m (rysunki 4.4c, 4.5c), amplitu-
da drgaff pod sil& jest niewrazliwa na pozostdd parametry opisujace prze-
gub. Jestto spowodowanetym, zew miejscuz = 1,0m momeny zgingace
belke sa bliskie zeru. Jestto tak zwane naturalne poldzenieprzegubu.inna,
charakterystyczna sprawva jest duza wrazliwo§ drgafi na parametry opi-
sujaceprzegub.Jestto widocznew przypadku silk wymuszgacejo czestdci
f = 18Hz. Zawazmy, ze najmniejsze drgania pod si® wymuszgaca, w
przypadku obu czestdgci, sa osiagniete dla idealnegoprzegubu poldzonego
w punkcie z = 4,0m. Je§li niewiele zwiekszyny sztywno$ (rysunek 4.4f)
lub tAumienie (rysunek 4.5f) tego przegubu, drgania praktycznie osiagga
warto$ci maksymalne.Godne uwagi jest rfwniez to, zeamplituda przemiesz-
czdf pod sil® wymuszgaca, jako funkcja parametr§iw projektowych, okazuje
sie by® funkcja monotoniczra w bardzo szerokimzakresietych parametr§iw.
W zwiazku z tym, wyprowadzone,liniowe operatory wrazliwo§ci moga by
skuteczniei efektywnie uzywane w inzynierskidh problemad przeprgekto-
wywania, optymalizacji i aktywnegosterovania.

4.3.2 Dyssypacja energii

Jak juz wspomnianow powyzszymprzykidzie, zauvazy moznaduza wrazli-
wol amplitudy drgafi pod sil&, ze wzgledu na wspdi&zynnik tAimienia. Jest
to widoczne dla mniejszyc warto§ci tAimienia, natomiast niewidoczne w
przypadku wiekszyh warto§ci wspdiBzynnika c. Dla lepszegozrozumieniai
wyjagnienia tego faktu postanawili§nmy zbaddf wielko¥§ dyssypacji energii
w przegubie, ktfhra ma miejscew czasiejednego okresu drgafi. Bedzie to
rhwnoczegnie prfiba zastosavania dyssypacji energiiw przegubiejako funk-
cjonall odpowiedzi konstrukcji.
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Rysunek4.4: Amplituda drgaff pionowych pod sil& jako funkcja parametr§iw
opisujacych uogdlniony przegub, f; = 18H z.
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Rysunek4.5: Amplituda drgaff pionowych pod sil& jako funkcja parametr§iw
opisujacych uogdlniony przegub, f, = 30H z.
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FunkcjonaAlyssypacjienergiiw przegubiew czasieT’, dla belki z przyk/&-
du powyzej, mozna zde niowaff jako
VA T
G = M. dt, (4.11)
0

gdzie M¢ oznaczaczef skddowa momertu w przegubie,zwiazar ze wsp§iA
czynnikiem tAumienia c,,.:
M: = ¢y, - (4.12)

Wielko$f dyssypowanej energii w przegubie,w czasierfjwnym okresavi
drgaffi, jako funkcja parametr§iw opisujacyc przegub,zostda przedstaviona
na rysunkach 4.5i 4.6. Kolejne rysunki dokl&dnie odnosa sie do rysunk§w
przedstawiajacyc amplitudy drgafi pod sil& (rysunki 4.4 4.5).

Ostatnie rysunki dowodza, ze wysola dyssypacjaenergii nastepuje je-
dynle dla mniejszyt wielko§ci wsp§izynnika thumienia. W przypadku gdy
tAumienie jest duze, pol&czeniew belceblokuije sie, zachowuje S|ejak polacze-
nie prawie sztywne, a dyssypacjaenerii w przegubiejest malA.

FunkcjonaAreprezetujacy dyssypacg energii w okre§lonym przedziale
czasovym jest ciekawym przyk&dem funkcjonald. Informuje on niejako o
efektywnao§citAiumienia. Funkcjona&en majednakraczejograniczonezastoso-
wanie w praktycznych problemad inzynierskid, gdyz przekazujeinformacje
trudne do interpretacji. Projektujac tAimik, zazwyczg oczekujeny maksy-
malnegopochi&niania energii. W przedstavionych przykfadad maksymalna
dyssypacjaenergii pojawial& sie wtedy, gdy uk@&d zblizy/Asie do rezonansu.
Wystepowalk wtedy bardzo duze przemieszczenid ich predko§ci. TAImik
zoptymalizowany na maksymalm wielko dyssypowanej energiimoze zatem
prowadzif do zich rozwiazef.
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Rysunek4.6: Dyssypacjaenergiiw przegubiew czasiejednegookresudrgaff,
jako funkcja parametr§iw opisujacyc uogfiniony przegub, f, = 18Hz.
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Rozdzial 5

Podsumowanie 1 wnioski

Pracata obejmuje szeregproblemdw analizy wrazliwo§cii optymalnegopro-
jektowania liniowych uk@&dgiw o wymuszeniab dynamiczrych. W rozpatry-
wanych modelad konstrukcji przyjmowano wiskotyczna lub strukturaln a po-
staff tAumienia. Wymuszeniamialx natomiast charakter ustalonych, perio-
dycznych obciazefi ciagfch lub skupiornych. W szczegthdgci, analizovane
by silk harmoniczne.W rozprawie rozpatrywane sa trzy klasy zaddff, i to
stal sie kryterium podziall pracy na poszczeghe czefici tematyczne.

W rozdziale 2 rozwijany jest problem wrazliwo§ci uki@dgiw belkowych i
pAtowych z poduki@dem dynamiczrym. Za zmienne projektowe uwaza sie
tutaj poldzenie obciazenia lub podukAdu, poldzenie podpory, parametry
okre§lajacerozki&d masy sztywno§cii tAimienia, oraz parametry okre§lajace
podsystemdynamiczry, a mianowicie skupiona mase, sztywnoff i wsp§zyn-
nik tAumienia. Funkcjonafodpowiedzi konstrukcji byRwyrazory przezogdine,
rzniczkowalne ze wzgledu na zmienneprojektowe, funkcje przemieszczg.

Do analizy takiegoukfdu zastosavanoznanez literatury podej§ciewaria-
cyjne - metode ukadéiw sprzezorych. W przypadku wystepowania tRimienia,
dotychczasaeve praceinnych autorfiw prowadzig do "cafkowania wstecz" pro-
blemu sprzezonego.Powodowald to znacznetrudno$ci zwiazanez tym, ze
rozwiazanie co najmniej jednegoz ukfdfw (pierwotnego lub sprzezonego)
musi by przechowywanew pamieci komputera. Ponadto, problem sprzezory
ogflnie mialAcharakter drgaff nieustalorych.

W rozprawie zauvazono,zew przypadkuwymuszdi periodycznych, nawet
dla tAumienia wiskotycznego takie postepowanie nie jest konieczne Calkuj ac
ukiady po czasiebedacym wielokrotno§cia okresudrgafi konstrukcji, docho-
dzimy do stosunkowo prostych wyrazefi na operatory wrazliwo$ci. Co wiecej,
w tym przypadku, uk@d sprzezory jest bardzopodobny do ukf&du pierwotne-
go. Bardzo ulatwia to obliczenianumeryczne,gdyz w istocie, w obu uk&dach
wystepuja te samemacierzesztywno§cii mas uk&du.
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Otrzymane operatory wrazliwo§ci sa callowanymi po czasieiloczyna-
mi poszczeghych wielko§ci dynamicznych. W rozprawie sprovadzono to
rozwiazanie do innej, Atwiejszejw uzyciu, praktycznej postaci. Operatory
wrazliwo§ci wyrazone zostabh bowiem przeziloczyn bezwzgedrnych warto§ci
amplitud oraz rfiznice odpowiednich przesuniff fazavych. Ultwia to znacz-
nie analize w przypadku wykorzystywania komercyjnych programdw analizy.

Wyprowadzoneoperatory zostehA zwery k owaneanalityczniei numerycz-
nie. Na szczegtha uwage zasdguja przykfdy analityczne. Starano sie tuta |
znalef§ tak proste jak to tylko mozliwe przykidy, kifire w formie anali-
tycznej potwierdzik prawiddwog§ wyprowadzorych wzor§w. Przedstaviono
rfwniez kilka przykAd§iw zastosevaff wyprowadzorych operator§iw do zagad-
niefi optymalnegoprojektowania konstrukcji.

W koffconej czefici rozdzidA 2 podjeto dyskusje na temat formuldwania
oraz sposobu postepowania w przypadku riznych postaci funkcjonalfiw od-
powiedzi konstrukcji. Dyskusja ta nie zamyka, lecz raczej otwiera problem
de niowania funkcjonalfiw, ktfre z jednej strony maja praktyczne znaczenie
inzynierskie,z drugiej z&§ strony pozwalaja na stosunkowo prosta analize.

W rozdziale 3 podjeto problem uk@dfiw z dzialAjacymi, przesunetymi
wzgledemsiebiew fazie, sildmi dynamiczrymi. Gdy dwie sl sa przesunete
wzgledemsiebieo /2, ich dzialAnie moze modelovaf maszyre typu obroto-
wego. Zauwazmy, ze w wyprowadzeniat przyjeto, ze podukid dynamiczry
jest podparty sprezysto-wiskotycznie zar§iwno w kierunku pionowym, jak i
katowym. Stad tez, sampodukid opisywany jest za pomoca siedmiuzmien-
nych projektowych. Daje to duze mozliwo§ci w ksztalfowaniu optymalnych
rozwiazdfi konstrukcyjnych.

Wyprowadzenie operatorfw wrazliwo§ci w rozdziale 3 by przeprowva-
dzonepodobniejak w rozdzialewczeéniejszym.Zwr§cif nalezy jednak uwage
na to, ze w tym przypadku momery zgingace, a zatem rfwniez krzywi-
zny uki&du bazavego, posiadga nieciagA® w punkcie lokalizacji poduki&du
dynamicznego.Stad tez, w operatorze wrazliwo§ci ze wzgledu na poldzenie
poduki&adu, pojawiaja sie krzywizny prawo- i lewostronne.

Przedstavione w rozdziale 3 przykiady wykazuja niewystarczgaca role
intuicji w poprawnym przewidywaniu skutk§w zmiany warunk§w podparcia,
polczdi oraz tAumienia. W takich wia§nie przypadkach, bardzo pomocna
jest analizawrazliwo§ci.

RozdzidA rozwija badanianad uk&dami z uogdlnionymi, wiskosprezysty-
mi przegubami.W porfiwnaniu do wcze§niejszyt prac, w rozprawie anali-
zowane sa polczeniapomiedzy poszczeghymi elemertami konstrukcji, w
ktHrych moze wystepowalf nie tylko nieciag®® kata obrotu, lecz rwniez
przemieszczg pionowych. W przegubierozpatruje sie zariwno strukturalny,
jak i wiskotyczrny model tRumienia.
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W przykfadad tego rozdzidd zaprezetowano zastosavanie sterovania
parametrami opisujacymi uogdlniony przegub do optymalnego projektowa-
nia konstrukcji belki, ze wzgledu na minimalizacje drgafi. Przeanalizava-
no rPwniez problem dyssypacjienergiiw przegubiewiskosprezystym. Nalezy
podkre§li§, ze zmiana parametr§w takiego przegubumoze by§ zastosavana
w aktywnym sterovaniu uk&dgjw.

Wyprowadzonew rozdzidach 2, 3 i 4 operatory wrazliwo§ci i warunki
optymalnd§ci oraz przedstavione tam przyk&dy analitycznei numeryczne
pozwalaja sformuldwali ponizej przedstavione wnioski.

2 Rozszerzenieoptymalizacji i analizy wrazliwo§ci uk@dgiw dynamicz-
nych na dodatkowe parametry decyzyjne,charakteryzujace polazenie,
sztywno$ff i tAumienie podpory lub polczenia,a takze okre§lajace po-
duk@d maszyry na wibroizolacji, nie powoduje istotnegowzrostu trud-
na§ci matematycznych. Wyprowadzonew rozprawie operatory wrazli-
wo$ci wyrazone sa bowiem w postaci jawnej przez rozwiazania drgaff
stacjonarrych dwéich ukfad@iw: rzeczywistega sprzezonego.

2 Wyprowadzonew rozprawie operatory wrazliwo§ci dla klasy funkcjo-
naliw wyrazorych przezamplitude przemieszcz®, predko§ci lub przy-
spiesz@ drgaffi harmoniczrych dowodza, zew przypadku tAimienia wi-
skotycznegonie ma potrzeby "calkowania wstecz" problemu sprzezo-
nego. "Calkowanie wstecz" by® wynikiem proponowanego dotad w
literaturze okre§lania warunk§iw koffjcowvych problemu sprzezonego,i
przysparzadd duzo trudno§ci numeryczrych.

2 Przedstavioneprzykfdy numerycznewykazuja, zeodpowied§ konstruk-
cji na obciazeniadynamicznejest bardzowrazliwa zewzgledu na zmia-
ny parametriw charakteryzujacyd usytuowanie, sztywno i tumienie
podplir i polaczd, orazpodukfd maszyry nawibroizolacji. Wrazliwo
ta moze by§ przyczyna niepozadarych efekt§w, lecz rhwniez - pra-
widwo wykorzystywanaw optymalnym projektowaniu - prowadzi do
znacznielepszyt rozwiazdff konstrukcyjnych.

Przedstavionew rozprawie zagadnienianoga by§ w przysa8§ci rozwijane
w kierunku analizy drgaff nieustalorych uki&d@iw nieliniowych, jak rwniez
w strone wykorzystania dynamicznejodpowiedzi konstrukcji i zmiany para-
metriw sterujacych do problemdw identy k acji i aktywnegosterowania.
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Zbigniew Pozorski

SENSITIVITY  ANAL YSIS AND OPTIMIZA TION
OF DYNAMICALL Y LOADED STRUCTURES

Abstract

This paper concernssensitivity analysisand optimal designof dynami-
cally loaded structures. Small vibrations of linear elastic beamsand plates
are considered Dynamic loadsare periodic, thus they induce steady-statevi-
brations. The position of the dynamic loads,the mass,sti®nessand damping
parametersof the subsystemmodeling a madine are consideredas design
variables. Sensitivity operators are derived using the adjoint method.

Chapter 1 presens brief introduction, motivation for the study, review of
the literature, aim and scope of the paper.

Chapter 2 opensthe main part of the paper. The problem of sensitivity
analysisof dynamic structures, with respectto variation of designparameters
is formulated and solved. Various damping modelswere usedin the analysis.

Chapter 3 presens the generalizationof the problem formulated in the
previouschapter by introduction the secondcomponert of the dynamic force.
Thus simultaneousaction of vertical and horizorntal forceswith di®eren pha-
seanglesis consideredwith the aim to model structures loaded by madine
of rotational type.

Chapter 4 is dewoted to structures with visco-elasticjoints with variable
parameters. The generaltype of the °exible joint is de ned, which allows
both rotational and transverse mutual displacemets. The position of this
generalisedoint and four parametersspecifying sti®nessand dampingin the
respective motions are introducedasvariables. The sensitivity operatorsand
optimality conditions for the above described designvariablesof the joint are
derived.

Chapters 2, 3, 4 end with examplescon rming correctnessof derived
sensitivity operatorsand illustrating their implemertation in optimization of
dynamically loadedstructures.

Concluding remarksare presened in the chapter 5.

Key words: sensitivity analysis,optimal design,adjoint method, structural
dynamics, vibrations, viscousand structural damping.
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