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Streszczenie

Pracadotyczy analizy wra_zliwo¶sci i optymalnegoprojektowania ukÃlad¶ow ob-
ci ↪a_zonych dynamicznie.Rozpatrywane s ↪a maÃle drgania liniowo spr ↪e_zystych
belek i pÃlyt. Obci ↪a_zeniadynamicznes ↪a typu periodycznego,zatemwywoÃluj ↪a
one drgania ustalone. Miejsce przyÃlo_zenia obci ↪a_ze¶n dynamicznych oraz pa-
rametry masy, sztywno¶sci i tÃlumienia podukÃladu modeluj ↪acegomaszyn↪e s ↪a
rozpatrywane jako zmienneprojektowe. Operatory wra_zliwo¶sci zostaÃly wy-
prowadzoneza pomoc ↪a metody ukÃlad¶ow sprz↪e_zonych.

W rozdziale1 przedstawiono kr¶otkie wprowadzenie,motywacj ↪e podj ↪etych
bada¶n, przegl ↪ad obecnegostanu wiedzy, oraz cel i zakrespracy.

RozdziaÃl 2 stanowi gÃl¶own ↪a cz↪e¶s¶c rozprawy. SformuÃlowano i rozwi ↪azano
w nim problem analizy wra_zliwo¶sci ukÃlad¶ow dynamicznych, ze wzgl ↪edu na
wariacj ↪e wektora zmiennych projektowych. W analizie zastosowano r¶o_zne
modele tÃlumienia.

RozdziaÃl 3 przedstawia uog¶olnienieproblemu sformuÃlowanegow rozdziale
2 poprzezwprowadzeniedrugiej skÃladowej siÃly dynamicznej.Rozpatrywane
jest tam jednoczesnedziaÃlanie siÃl pionowych i poziomych o r¶o_znym przesu-
ni ↪eciu fazowym, modeluj ↪aceoddziaÃlywanie maszyny typu obrotowego.

RozdziaÃl 4 po¶swi ↪econy jest ukÃladom z wiskospr↪e_zystymi przegubami o
zmiennych parametrach. W miejscuprzegubudopuszczasi ↪e wzajemneprze-
mieszczeniak ↪atowe i pionowe. Jako zmiennewprowadzonopoÃlo_zenieprzegu-
bu oraz cztery parametry okre¶slaj ↪ace sztywno¶s¶c i tÃlumienie w rozpatrywa-
nych kierunkach. Wyprowadzonooperatory wra_zliwo¶sci oraz warunki opty-
malno¶sci dla powy_zej opisanych zmiennych projektowych.

RozdziaÃly 2, 3 i 4 ko¶ncz ↪a si ↪e przykÃladami potwierdzaj ↪acymi prawidÃlowo¶s¶c
wyprowadzonych operator¶ow wra_zliwo¶sci i ilustruj ↪acymi ich zastosowanie w
optymalizacji ukÃlad¶ow obci ↪a_zonych dynamicznie.

Podsumowanie i wnioski zamieszczonow rozdziale5.

SÃlowa kluczowe: analiza wra_zliwo¶sci, optymalne projektowanie, metoda
ukÃlad¶ow sprz↪e_zonych, dynamika konstrukcji, drgania, tÃlumienie wiskotycz-
ne i strukturalne.
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Oznaczenia

^. . . - daszeknadsymbolemoznaczaamplitud ↪etej wielko¶sci,
. . .a - litera a jako wska¶znik g¶orny oznacza,_zesymbol odnosi

si ↪e do ukÃladu sprz↪e_zonego,
. . .¤ - gwiazdka jako wska¶znik g¶orny oznacza,_zesymbol od-

nosi si ↪e do ukÃladu rzeczywistego,kt¶ory doznaÃl przy-
rostu zmiennych projektowych,

. . .r - oznaczenie,_ze symbol dotyczy wielko¶sci zlokalizowa-
nej w punkcie x = xr,

yr - przemieszczeniepionowe podukÃladu dynamicznego,
zwi ↪azanegoz mas ↪a skupion ↪a, zlokalizowanegow punk-
cie x = xr,

wr - przemieszczeniepoziomepodukÃladu dynamicznego,
ϕr - przemieszczeniek ↪atowe podukÃladu dynamicznego,
x - poÃlo_zenie punktu konstrukcji; dla belki x jest

wsp¶oÃlrz ↪edn ↪a mierzon ↪a wzdÃlu_z jej osi; dla pÃlyt y:
f x1, x2g okre¶sla punkt na pÃlaszczy¶znie¶srodkowej,

u - uog¶olnione przemieszczenie;w przypadku belki u =
u(x); w przypadku pÃlyt y u = u(x1, x2),

q - uog¶olnione odksztaÃlcenie; w przypadku belki jest re-
prezentowaneprzezkrzywizn ↪eκ = ¡ u00; w przypadku
pÃlyt y: f ∂2u/∂x2

1; ∂2u/∂x1∂x2; ∂2u/∂x2
2g,

Q - uog¶olnione napr ↪e_zenie,w przypadku belki jest repre-
zentowane przezmoment zginaj ↪acy M ; w przypadku
pÃlyt y: fM11,M12,M22g,

p - uog¶olnione obci ↪a_zeniezewn↪etrzne,
s - wektor zmiennych projektowych,
k = k(x), k - wektor lub wsp¶oÃlczynnik opisuj ↪acy sztywno¶s¶c belki

lub poÃl ↪aczenia,
m = m(x), m - wektor lub wsp¶oÃlczynnik opisuj ↪acymas↪ebelki lub ma-

szyny,

5



Ir - moment bezwÃladno¶sci masywzgl↪edemjej punktu ob-
rotu,

c - wsp¶oÃlczynnik tÃlumienia wiskotycznego,
G - funkcjonaÃl odpowiedzi, funkcjonaÃl celu,
δG - wariacja funkcjonaÃlu G,
δ - symbol wariacji okre¶slonej wielko¶sci,
_. . . - kropka nad symbolem oznaczapierwsz↪a pochodn ↪a po

czasieokre¶slonej wielko¶sci (np. pr ↪edko¶s¶c),
Ä. . . - dwie kropki nad symbolemoznaczaj ↪a drug ↪a pochodn ↪a

po czasieokre¶slonej wielko¶sci (np. przyspieszenie),
f - cz↪estotliwo¶s¶c (drga¶n), wyra_zona w [Hz] = [1/s], za-

chodzi f = 1/T
ω - cz↪esto¶s¶c koÃlowa, wyra_zona w [rad/s], zachodzi ω =

2π/T = 2πf
T - okresdrga¶n wyra_zony w [s]
α, β, θ - k ↪aty przesuni↪e¶c fazowych,
ha,bi - symbol iloczynu skalarnegofunkcji a(x) i b(x),
a(x) - symbol funkcji sprz↪e_zonejdo a(x),
ko - rzeczywistacz↪e¶s¶c wsp¶oÃlczynnika sztywno¶sci zespolo-

nej,
η - wsp¶oÃlczynnik tÃlumienia zespolonego,
· = κ(x) - krzywizna, κ = ¡ u00,
M = M (x) - moment zginaj ↪acy,
T = T (x) - siÃla poprzeczna,
A = A(x) - pole przekroju poprzeczego.
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RozdziaÃl 1

Wst ,ep

1.1 Podstawowe poj ↪ecia

Cz↪esto, w _zyciu codziennym, mniej lub bardziej trafnie, u_zywamy poj ↪ecia
optymalnego rozwi ↪azania problemu. W niniejszej pracy wielokrotnie powta-
rzaj ↪a si ↪e okre¶sleniazwi ↪azanez formalnym, matematycznym znaczeniemtego
sÃlowa. Poniewa_z teoria optymalizacji nie jest podstawowym przedmiotemna-
uczaniaw technicznych szkoÃlach wy_zszych, dla lepszegozrozumieniapracy,
poni_zej przedstawiono podstawowe poj ↪ecia zwi ↪azane z optymalizacj ↪a i jej
wybranymi aspektami.

Przypomnijmy wi ↪ec, _zeoptymalizacjapolegana wyznaczeniuspo¶sr¶od do-
puszczalnych rozwi ↪aza¶n danegoproblemu, rozwi ↪azanianajlepszegozewzgl↪e-
du na przyj ↪ete kryterium zwane funkcj ↪a celu. Aby sformuÃlowa¶c problem
optymalizacji, nale_zy okre¶sli¶c funkcj ↪e celu,zmienneprojektowe orazwszelkie
ograniczenia.

Zmienne projektowe s ↪a wielko¶sciami liczbowymi lub funkcjami okre¶sla-
j ↪acymi system (ukÃlad). Maj ↪a one charakter ci ↪agÃly lub dyskretny, i mog ↪a
podlega¶c zmianiepodczasprocesuoptymalizacji. Tworz ↪a onewektor zmien-
nych projektowych x = f x1, x2, . . . , xi, . . . , xngT . W budownictwie l ↪adowym,
zmiennymi projektowymi mog ↪a zatem by¶c m.in. parametry geometryczne
przekroj¶ow element¶ow konstrukcyjnych, warunki brzegowe, poÃlo_zeniei wiel-
ko¶s¶c obci ↪a_zenia, i wiele innych. Zauwa_zmy, _ze w zale_zno¶sci od r¶o_znych uwa-
runkowa¶n tegosamegoproblemu, w optymalizacji mo_zemy przyjmowa¶c r¶o_zne
wektory zmiennych projektowych s. St ↪ad wynika podziaÃl na podstawowe kla-
sy problem¶ow optymalizacji: parametryczna(ci ↪agÃla lub dyskretna), ksztaÃltu,
topologii. Rozpatrywane w pracy problemy mieszcz↪a si ↪e w klasie optymali-
zacji parametrycznej.

Na wektor zmiennych projektowych naÃlo_zony jest zazwyczaj caÃly szereg
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ogranicze¶n. Ograniczeniate wynikaj ↪a m.in. z przepis¶ow normowych, wyma-
ga¶n technologicznych, mo_zliwo¶sci technicznych oraz konieczno¶sci speÃlnienia
warunk¶ow r¶ownowagi. Wyr¶o_zni¶c mo_zemy ograniczenianier¶owno¶sciowe:

gi(x) · 0, i = 1,2, . . . ,m1 (1.1)

oraz ograniczeniar¶owno¶sciowe:

hj(x) = 0, j = 1,2, . . . ,m2 . (1.2)

Wektor x speÃlniaj ↪acy ograniczenia(1.1) oraz (1.2) nazywamy wektorem do-
puszczalnym, a zbi¶or tych wektor¶ow tworzy obszardopuszczalny.

Jednym z cz↪esto stosowanych ogranicze¶n typu (1.1) jest ograniczenie
napr ↪e_ze¶n zredukowanych:

σred(x) · σdop , (1.3)

gdzieσdop oznaczadopuszczaln↪a warto¶s¶c napr ↪e_ze¶n zredukowanych. PrzykÃla-
dem ograniczenianier¶owno¶sciowegomo_zeby¶c tak_zeograniczeniemaksymal-
nych przemieszcze¶n konstrukcji, minimalnej warto¶sci siÃly kryt ycznej lub mi-
nimalnej cz↪esto¶sci drga¶n wÃlasnych. Ograniczeniemtypu (1.2) mog ↪a by¶c wa-
runki r¶ownowagi.

Funkcja celu, jak wskazuje angielski odpowiednik tej nazwy (objective
function), powinna by¶c obiektywnym kryterium pozwalaj ↪acym w Ãlatwy spo-
s¶ob por¶owna¶c r¶o_zne rozwi ↪azania. St ↪ad te_z, funkcja celu jest funkcjonaÃlem,
czyli relacj ↪a przypisuj ↪ac ↪a ka_zdemu elementowi pewnegozbioru (ka_zdemu do-
puszczalnemu rozwi ↪azaniu okre¶slonegoproblemu) dokÃladnie jedn ↪a liczb ↪e ze
zbioru liczb rzeczywistych. Zauwa_zmy jednak, _zemo_zna stosowa¶c r¶o_znekry-
teria oceny rozwi ↪azania tego samegoproblemu. Podajmy wi ↪ec kilka przyk-
Ãladowych, najcz ↪e¶sciej stosowanych kryteri¶ow. Wymieni¶c nale_zy tuta j m.in.
mas↪e lub ci ↪e_zar konstrukcji, koszt realizacji projektu, sztywno¶s¶c lub podat-
no¶s¶c konstrukcji, wielko¶s¶c obci ↪a_zeniakryt ycznego,i inne.

Jednym z najbardziej pracochÃlonnych element¶ow procedurklasycznejop-
tymalizacji jest obliczaniewra_zliwo¶sciodpowiedzikonstrukcji na zmian↪ewek-
tora zmiennych projektowych. Analiza wra_zliwo¶sci sÃlu_zy do przybli _zonego
okre¶slania zmian rozwa_zanych wielko¶sci lub funkcji (opisuj ↪acych stan kon-
strukcji) δf (x0) wok¶oÃl ustalonej warto¶sci wektora zmiennych projektowych
x0, dla przyj ↪etegoprzyrostu δx:

δf (x0) = f (x0 + δx) ¡ f (x0) ¼ fr f (x0)gδx . (1.4)

Z tych wÃla¶sniepowod¶ow,narz↪edziejakim jest analizawra_zliwo¶sci jest cz↪estym
tematem bada¶n naukowych. Warto bowiem stosowa¶c efektywne algorytmy
obliczania wra_zliwo¶sci, pozwalaj ↪ace na skr¶ocenieczasuoblicze¶n, a czasami
po prostu umo_zliwiaj ↪ace rozwi ↪azaniepraktycznych problem¶ow optymaliza-
cji.
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1.2 Mot yw acja

Optymalizacjakonstrukcji jest ci ↪aglemÃlod ↪a, rozwijaj ↪ac ↪a si ↪edziedzin ↪a. Wska-
zywane s ↪a nowe kierunki bada¶n, a co najwa_zniejsze,nauka ta znajduje co-
raz wi ↪ecej zastosowa¶n. Dotyczy to mi ↪edzy innymi nowoczesnych technolo-
gii w aeronautyce, przemy¶sle samolotowym, motoryzacyjnym, maszynowym
i budowlanym. Teoria optymalizacji pozwala na projektowanie konstrukcji
ta¶nszych, bezpieczniejszych i bardziej niezawodnych. Pomagaona w tworze-
niu nowych materiaÃl¶ow i technologii oraz w identy¯k acji i monitorowaniu
istniej ↪acych obiekt¶ow.

Wi ↪ekszo¶s¶c zachodz ↪acych wok¶oÃl naszjawisk ma charakter zmienny w cza-
sie.W budownictwie dotyczy to zar¶owno prostych belek,pÃlyt i sÃlup¶ow, jak i
bardziej skomplikowanych konstrukcji, jakimi s ↪a budynki wielokondygnacyj-
ne,elektrownie atomowe,platformy wiertnicze.Analiza takich ukÃlad¶ow, pod-
danych obci ↪a_zeniomdynamicznym, wi ↪a_ze si ↪e z konieczno¶sci ↪a uwzgl↪ednienia
siÃl bezwÃladno¶sci i tÃlumienia. W konsekwencji prowadzi to do rozwi ↪azywania
nieÃlatwych problem¶ow, cz↪estoo zaskakuj ↪acych rozwi ↪azaniach.

Nale_zy tuta j wyra¶znie podkre¶sli¶c, _ze cho¶c tÃlumienie jest zjawiskiem po-
wszechnym, to byÃlo ono stosunkowo rzadko uwzgl↪edniane w dotychczaso-
wej literaturze po¶swi ↪econejanaliziewra_zliwo¶sci i optymalizacji ukÃlad¶ow kon-
strukcyjnych.

Temat niniejszej pracy wynika z ch ↪eci rozwijania i stosowania nowocze-
snych narz↪edzi jakimi s ↪a teoria optymalizacji i analiza wra_zliwo¶sci, do inte-
resuj ↪acej i nie do ko¶nca zbadanejtematyki oddziaÃlywa¶n dynamicznych.

In _zynierowie budowlani cz↪esto spotykaj ↪a si ↪e z problemami, w kt¶orych
parametry opisuj ↪ace projekt konstrukcji nie s ↪a do ko¶nca okre¶slone, i mog ↪a
podlega¶c zmianom.W przypadku ukÃlad¶ow statycznych, na og¶oÃl do¶s¶c szybko
potra¯m y poda¶c rozwi ↪azanie,kt¶ore jest satysfakcjonuj ↪aco dobre, natomiast
w przypadku dynamiki zdawanie si ↪e na intuicj ↪e jest z pewno¶sci ↪a bÃl ↪edem.
Co wi ↪ec zrobi¶c w przypadku, gdy mamy rozstrzygn ↪a¶c spraw ↪e usytuowania
podpory, lokalizacji maszyny dziaÃlaj ↪acej dynamiczniena konstrukcj ↪e, dobo-
ru parametr¶ow masy, sztywno¶sci i tÃlumienia?W jaki spos¶ob zminimalizowa¶c
wielko¶s¶c drga¶n? Mo_zemy w spos¶ob pracochÃlonny przeszukiwa¶c kolejne roz-
wi ↪azania,nie maj ↪ac praktycznie _zadnych wskaz¶owek, w kt¶orym kierunku si ↪e
porusza¶c. Je¶sli dodamy do tego, _ze maszynamo_ze by¶c typu obrotowego,sy-
tuacja staje si ↪e jeszczebardziej skomplikowana. Mamy bowiem corazwi ↪ecej
parametr¶ow opisuj ↪acych system, i coraz mniej pewno¶sci co do ich wpÃlywu
na odpowied¶z konstrukcji. Wydaje si ↪e, _zeanalizawra_zliwo¶sci jako narz↪edzie,
i optymalizacja jako cel, mog ↪a by¶c bardzo pomocne w rozwi ↪azywaniu tego
typu problem¶ow in_zynierskich.

Obserwuj ↪ac obecne tendencje w rozwoju in_zynierii l ↪adowej, zauwa_zy¶c
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mo_zemy, _ze coraz wi ↪ecej uwagi po¶swi ↪eca si ↪e problemom identy¯k acji kon-
strukcji. Z identy¯k acj ↪a nierozerwalnie zwi ↪azanajest optymalizacja. Pozwa-
la ona z jednej strony na minimalizacj ↪e r¶o_znicy pomi ↪edzy rzeczywist↪a kon-
strukcj ↪a a jej modelem matematycznym ze wzgl↪edu na parametry modelu.
Z drugiej strony pomagamaksymalizowa¶c t ↪e r¶o_znic↪e ze wzgl↪edu na rodzaj
obci ↪a_zenia,pozwalaj ↪ac w ten spos¶ob poprawi¶c wra_zliwo¶s¶c ukÃladu. Takie po-
dej¶scie, zastosowane do ukÃlad¶ow o wymuszeniach dynamicznych, staje si ↪e
skutecznym narz↪edziemw identy¯k acji modelu oraz identy¯k acji uszkodze¶n.

Corazwi ↪ekszezainteresowanie in_zynier¶ow budzi te_z tematyka aktywnego
sterowania.Systematyczniewzrastaliczbapracbadawczych i wdro_zeniowych.
W wielu projektowanych obiektach (np. mostach i budynkach wysokich) in-
staluje si ↪e systemy aktywnie wpÃlywaj ↪acena zachowanie si ↪e konstrukcji. Po-
dejmowanie takich problem¶ow wi ↪a_ze si ↪e z minimalizacj ↪a skutk¶ow oddziaÃly-
wa¶n dynamicznych poprzezzmian↪e w czasierzeczywistym niekt¶orych, wy-
branych, mo_zliwych do sterowania parametr¶ow systemu.

Wszystkie wy_zej wymienioneczynniki skÃlaniaj ↪a do bli _zszegozaintereso-
wania si ↪e problematyk ↪a optymalnegoprojektowania konstrukcji poddanych
obci ↪a_zeniomdynamicznym.

1.3 Cel i zakres pracy

Celem pracy jest wyprowadzenieoperator¶ow wra_zliwo¶sci i warunk¶ow opty-
malno¶sci dla zmiennych parametr¶ow obci ↪a_zenia, podparcia i poÃl ↪aczenia,w
belkach i pÃlytach obci ↪a_zonych dynamicznie,z uwzgl↪ednieniemtÃlumienia wi-
skotycznegoi zespolonego.Wy _zej wymienione parametry odgrywaj ↪a decy-
duj ↪ac ↪a rol ↪e w zagadnieniach dynamiki, a ich optymalizacja prowadzi do
znacznejredukcji drga¶n konstrukcji.

W pracy rozpatrujemy ukÃlady belkowe i pÃlytowe poddaneustalonym, pe-
riodycznym obci ↪a_zeniomdynamicznym. ZakÃladamy, _zekonstrukcjes ↪a liniowo
spr↪e_zyste.Przyjmujemy, _zew ukÃladach tych wyst ↪epujetÃlumienie,modelowa-
ne jako tÃlumienie wiskotyczne lub strukturalne. Rozwa_zany jest przypadek
maÃlych drga¶n konstrukcji.

W pierwszejcz↪e¶scipracy przewidujesi ↪ewyprowadzenieoperator¶ow wra_z-
liwo¶sci dla ukÃladu z podsystememdynamicznym o skupionej masie,mode-
luj ↪acym maszyn↪e na wibroizolacji lub pasywny tÃlumik. Jako zmiennepro-
jektowe traktowane s ↪a mi ↪edzy innymi: poÃlo_zeniepodsystemu dynamicznego
oraz wsp¶oÃlczynniki sztywno¶sci i tÃlumienia wiskotycznegolub strukturalnego
konstrukcji bazowej i podsystemu. Wyprowadzoneoperatory powinny by¶c
wyra_zonew mo_zliwie prostej formie, umo_zliwiaj ↪acej ich praktycznezastoso-
wanie. Otrzymane wzory nale_zy zwery¯k owa¶c analitycznie i numerycznie,a
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nast↪epniewykaza¶c ich przydatno¶s¶c.
Kolejnym zadaniem jest rozszerzeniedokonanych analiz na przypadek

ukÃladu obci ↪a_zonegoprzesuni↪etymi wobec siebiew fazie siÃlami pionowymi i
poziomymi. Tego typu obci ↪a_zenie mo_ze modelowa¶c oddziaÃlywanie na kon-
strukcj ↪e maszyny typu obrotowego.

W ostatniej cz↪e¶sci rozprawy planuje si ↪e rozwa_zenieukÃlad¶ow z uog¶olnio-
nym, wiskospr↪e_zystym przegubem, w kt¶orym dopuszczasi ↪e nieci ↪agÃlo¶s¶c nie
tylko k ↪ata obrotu, lecz r¶ownie_z linii przemieszcze¶n. W przegubietego typu,
obok siÃl spr ↪e_zystych, dziaÃlaj ↪a r¶ownie_z siÃly tÃlumi ↪ace.Wyprowadzoneoperato-
ry wra_zliwo¶sci ze wzgl↪edu na parametry opisuj ↪acetego typu przegubmog ↪a
mie¶c bezpo¶sredniezastosowanie w problemach aktywnegosterowania.

1.4 Przegl ↪ad literatury

Podstawy matematyczne optymalizacji powstawaÃly od ko¶nca wieku XVI I,
kiedy to stworzony zostaÃl rachunek r¶o_zniczkowy i wariacyjny. Prawdziwy
rozw¶oj tej nauki nast ↪apiÃl jednak w latach siedemdziesi↪atych ostatniegostule-
cia. W tym okresiebardzosilnie rozwin ↪eÃly si ↪e gradientowe metody optymal-
negoprojektowania. Wraz z tymi metodami pojawiÃlo si ↪e zagadnienieanalizy
wra_zliwo¶sci rozumiane jako wyznaczeniezmiany odpowiedzi konstrukcji ze
wzgl↪edu na niewielk ↪a zmian↪e (wariacj ↪e) wektora zmiennych projektowych.

Szeroki przegl ↪ad metod analizy wra_zliwo¶sci mo_zna znale¶z¶c w ksi ↪a_zkach
Hauga,Choi, Komkova [46] orazHaftki i GÄurdala [41], jak r¶ownie_z we wcze¶s-
niejszych publikacjach Arory i Hauga[42, 2] orazHaftki i Adelmana[39]. Kla-
sycznemetody optymalizacji zostaÃly om¶owionemi ↪edzy innymi w ksi ↪a_zkach
Gallagherai Zienkiewicza[23], Arory [3] i Banichuka [4]. Przegl ↪ady r¶o_znych
kryteri¶ow optymalizacji mo_znaodnale¶z¶c w monogra¯i Rozvanego[81]. Mate-
matycznepodstawy optymalizacji przedstawiono w pracy Luenbergera[57].
Wszystkie te pozycje przyczyniÃly si ↪e do du_zej popularyzacji problematyki
analizy wra_zliwo¶sci i optymalizacji konstrukcji.

W problemach analizy wra_zliwo¶sci wyr¶o_zni¶c mo_zemy dwa podej¶scia:dys-
kretne i wariacyjne. SformuÃlowania wariacyjne s ↪a jednym z podstawowych
sposob¶ow rozwi ↪azywania wielu problem¶ow mechaniki. Okazuj ↪a si ↪e one nie-
zwyklepomocneszczeg¶olnie w problemach nieklasycznych (wi ↪ezyjednostron-
ne, przemiany fazowe), a tak_ze stanowi ↪a podstaw ↪e metod komputerowych.
Fundamentaln ↪a prac ↪a wskazuj ↪ac ↪a kierunki mo_zliwych zastosowa¶n metod wa-
riacyjnych byÃla ksi ↪a_zka Couranta [16]. Znacz ↪ac ↪a rol ↪e w rozwoju tego po-
dej¶sciaodegraÃly praceWashizu[89] oraz Odenai Reddy'ego[73].

W niniejszej rozprawie stosowane jest podej¶sciewariacyjne oraz metoda
ukÃlad¶owsprz↪e_zonych. Metoda ta jest szczeg¶olnieefektywna w przypadku,gdy
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liczbazmiennych projektowych jest wi ↪ekszaod liczby ogranicze¶n. Pocz ↪atkiem
metody ukÃlad¶ow sprz↪e_zonych w mechanicei prawdziwym przeÃlomemdla roz-
woju metod analizy wra_zliwo¶sci byÃly publikacje Rohde i McAllistera [78]
oraz Mroza z Mironovem [62]. Pierwszaz nich przedstawiaÃla zastosowanie
przestrzenisprz↪e_zonych do problem¶ow wra_zliwo¶sci funkcjonaÃl¶ow wyra_zonych
przezfunkcje przemieszcze¶n. Druga - rozszerzaÃla analiz↪e na funkcjonaÃly wy-
ra_zonew postaci funkcji napr ↪e_ze¶n lub odksztaÃlce¶n.

Milowym krokiem w rozwoju byÃly prace Demsa i Mroza [17, 18], roz-
wijaj ↪acestan wiedzy i przedstawiaj ↪aceszerokiemo_zliwo¶sci aplikacji metody
ukÃlad¶ow sprz↪e_zonych. W du_zym stopniu, dzi ↪eki tym pracom,metoda ta szyb-
ko zyskaÃla wielu zwolennik¶ow.

DokÃladniejsz ↪a analiz↪e badanych funkcji mo_zna uzyska¶c przezuwzgl↪ednie-
nie wra_zliwo¶scidrugiegorz ↪edu.Operatory wra_zliwo¶scidla liniowych ukÃlad¶ow
spr↪e_zystych, przy zastosowaniu sformuÃlowania wariacyjnego,zostaÃly wypro-
wadzonew pracy Demsai Mroza [19]. Podobnewyra_zenia, leczdla ukÃlad¶ow
dyskretnych, otrzymali wcze¶sniej Haug [44] i Haftka [37].

Wraz z rozwojem efektywnych metod analizy, wa_znm problemembadaw-
czym staÃla si ↪e analizawra_zliwo¶sci ukÃlad¶ow nieliniowych. Jedn ↪a z pierwszych
prac na ten temat byÃla publikacja Mroza, Kamata i Plauta [65], w kt¶orej
autorzy badali wra_zliwo¶s¶c belek i pÃlyt, przy uwzgl↪ednieniunieliniowo¶sci geo-
metrycznej i materiaÃlowej. Og¶olne wyprowadzeniadla belek z nieliniowymi
zwi ↪azkami geometrycznymi i liniowymi zwi ↪azkami ¯zycznymi zostaÃly przed-
stawione w pracy Demsai Mroza [20]. W pracy Haftki i Mroza [38] zostaÃly
przedstawioneoperatory wra_zliwo¶scipierwszegoi drugiegorz ↪edudla ukÃlad¶ow
nieliniowych ¯zycznie, lecz liniowych geometrycznie.Operatory te zostaÃly
wyprowadzonemetod ↪a bezpo¶sredni ↪a oraz metod ↪a ukÃlad¶ow sprz↪e_zonych. W
publikacji Szeferaet al. [86] uwzgl↪ednionebyÃly zar¶owno nieliniowo¶sci geo-
metryczne jak i ¯zyczne. Wyprowadzono tam wz¶or na wariacj ↪e siÃly wy-
boczaj ↪acej pÃlyt ↪e speÃlniaj ↪ac ↪a zaÃlo_zenia teorii von K¶arm¶ana. Jednolite po-
dej¶sciedo problemu analizy wra_zliwo¶sci nieliniowych geometryczniei ¯zycz-
nie ukÃlad¶ow kratownic, belek i pÃlyt, b ↪ed ↪acerozwini ↪eciemi podsumowaniem
wcze¶sniejszych bada¶n innych autor¶ow, zostaÃlo przedstawionew pracach Choi
et al. [12, 13, 82].

Odmiennepodej¶sciedo problem¶ow analizy wra_zliwo¶sci polegana wcze¶s-
niejszej dyskretyzacji modelu konstrukcji (na przykÃlad za pomoc ↪a metody
element¶ow sko¶nczonych) i dalszym posÃlugiwaniu si ↪e wyÃl ↪acznie tym mode-
lem. To podej¶scie reprezentuje mi ↪edzy innymi Kleiber. W pracach [47, 48]
rozpatruje on bardzoszerok↪a klas↪eproblem¶ow geometryczniei ¯zycznie nieli-
niowych badaj ↪acwra_zliwo¶s¶c na wariacjeparametr¶ow wymiarowych i wariacj ↪e
ksztaÃltu ciaÃla.

W wielu zagadnieniach mechaniki istotne znaczenieodgrywa wielko¶s¶c siÃl
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kryt ycznych orazcz↪esto¶sci wÃlasnych. Optymalizacj ↪a warto¶sci obci ↪a_zeniakry-
tycznegozajmowaÃl si ↪e mi ↪edzy innymi Masur [59]. WprowadziÃl on inny opis
dla przemieszcze¶n pierwotnych i pokrytycznych. W pracy [67] Mr¶oz i Haftka
wyprowadzili wyra_zenia na wariacje siÃly kryt ycznej oraz cz↪esto¶sci wÃlasnych
dla pÃlyt, ze wzgl↪edu na ich parametry sztywno¶sci i wst ↪epnych dystorsji.
Podobny problem byÃl podj ↪ety w publikacji [40]. Istotn ↪a cech ↪a tych prac
jest og¶olne sformuÃlowanie problemu obejmuj ↪ace szerok↪a klas↪e konstrukcji i
uwzgl↪edniaj ↪ace redystrybucj ↪e siÃl wewn↪etrznych. SformuÃlowanie wra_zliwo¶sci
ukÃlad¶ow nieliniowych w stanie pokrytycznym zostaÃlo przedstawione w p¶o¶z-
niejszejpracy tych autor¶ow [68].

Problem wielokrotnych warto¶sci wÃlasnych pojawiÃl si ↪e wraz z prac ↪a Olhof-
fa i Rasmussena[74], w kt¶orej autorzy zauwa_zyli, _ze powi ↪ekszaniupierwszej
warto¶sci wÃlasnej towarzyszyzmniejszeniewy_zszych. PrzeformuÃlowali oni za-
tem zagadnienieoptymalizacji tak, aby uwzgl↪edni¶c bimodalny stan konstruk-
cji. W pracy Olho®ai Parbery'ego[75] celemoptymalizacji byÃla maksymali-
zacjaodlegÃlo¶sci pomi ↪edzys ↪asiaduj ↪acymi zesob ↪a warto¶sciamicz↪esto¶sci drga¶n
wÃlasnych. Seyranianet al. w publikacji [85] dyskutuj ↪a trudno¶sci zwi ↪azanez
wyst ↪epowaniemwielokrotnych warto¶sci wÃlasnych. Zamieszczonew publikacji
wyprowadzeniaoperator¶ow wra_zliwo¶sciwarto¶sciwÃlasnych bazuj ↪a na technice
perturbacyjnej.

Problem optymalnegoprojektowania podp¶or po raz pierwszyzostaÃl sfor-
muÃlowany w pracy Mroza i Rozvanego[60], gdzie analizowano optymalne
poÃlo_zenie podp¶or zapewniaj ↪ace maksymaln ↪a sztywno¶s¶c belek spr ↪e_zystych
lub maksymaln ↪a siÃl ↪e kryt yczn ↪a belek sztywnoplastycznych. Kolejne prace
obu autor¶ow [79, 80] dotyczyÃly belek i sÃlup¶ow, i prezentowaÃly uog¶olnione
sformuÃlowania, w kt¶orych funkcja celu przyjmowana byÃla jako koszt podp¶or.
Warunki optymalnegopodparciaukÃlad¶ow ramowych byÃly dyskutowaneprzez
Szel↪agai Mroza [87]. W pracy Mroza i Lekszyckiego[64] uwzgl↪ednionozar¶ow-
no przesuni↪ecie,jak i obr¶ot podpory. Kolejna publikacjaSzel↪agai Mroza [88],
jako jednaz pierwszych poruszaÃla problemoptymalnegoprojektowania drga-
j ↪acych belek,gdziezmiennymi projektowymi byÃla ich wysoko¶s¶c i dÃlugo¶s¶c, oraz
miejscei sztywno¶s¶c podpory. Dla prostych przykÃlad¶ow, za pomoc ↪a procedu-
ry iteracyjnej, znalezionooptymalne rozwi ↪azania ze wzgl↪edu na maksyma-
lizacj ↪e cz↪esto¶s¶ci drga¶n wÃlasnych. Zagadnienieto rozwin ↪eli ºAkessoni Olho®
[1, 77]. Poszukiwali oni minimalnej sztywno¶scipodp¶or, kt¶ora zapewni maksy-
maln ↪a warto¶s¶c cz↪esto¶scidrga¶n wÃlasnych belekorazsiÃly kryt ycznej¶sciskanych
sÃlup¶ow. Optymalizacja przy tak przyj ↪etych kryteriach prowadzi na og¶oÃl do
zagadnie¶n bimodalnych. W pewnym sensiepodobny problem optymalnego
usytuwania, tym razem sztywnych podp¶or dla pÃlyt o r¶o_znych ksztaÃltach,
ze wzgl↪edu na maksymalizacj↪e cz↪esto¶sci drga¶n wÃlasnych byÃl tematem pu-
blikacji Xianga i innych [90]. Zagadnienieoptymalizacji poÃlo_zeniapodp¶or w
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tÃlumionych ukÃladach dynamicznych o ustalonych wymuszeniach byÃlo podj ↪ete
przezLekszyckiego i Olho®a[51] oraz Lekszyckiego i Mroza [52, 53]. W pra-
cach tych przyjmowanostrukturalny (zespolony) model tÃlumienia. Operatory
wra_zliwo¶sci wyprowadzonoza pomoc ↪a metody ukÃlad¶ow sprz↪e_zonych. Nieco
p¶o¶zniej ukazaÃla si ↪e przegl ↪adowa pracaMroza [66]. W pracy Garsteckiego[28]
znajdujemy sformuÃlowanie uog¶olnionego problemu w zagadnieniach dyna-
micznych, dla ukÃlad¶ow z tÃlumieniem zespolonym. Praca ta staÃla si ↪e jednym
z punkt¶ow odniesieniadla niniejszej rozprawy. Warto zwr¶oci¶c uwag↪e na pu-
blikacj ↪e Garsteckiegoi Mroza [25], gdzieautorzy analizuj ↪a wpÃlyw wst ↪epnych
dystorsji na problemoptymalnegoprojektowaniepodp¶or w belkach i ramach.
Gdy na konstrukcj ↪e dziaÃlaj ↪a siÃly zewn↪etrzne, optymalne rozwi ↪azanieodpo-
wiada konstrukcji najsztywniejszej.Z zupeÃlnie innym przypadkiemmamy do
czynienia,gdy wyst ↪epuj ↪a wst ↪epnedystorsje lub przemieszczeniazwi ↪azanez
osiadaniempodp¶or lub obci ↪a_zeniemtemperatur ↪a. W takiej sytuacji, opty-
malny projekt odpowiada konstrukcji o du_zej podatno¶sci. Gdy jednocze¶snie
dziaÃlaj ↪a siÃly zewn↪etrzne oraz dystorsje, mamy do czynieniaz kon°iktowymi
wymaganiamiprojektowymi. Odmiennepodej¶sciedo problemu optymalizacji
podp¶or, polegaj ↪ace na optymalizacji topologii podparcia i wymiar¶ow prze-
krojowych konstrukcji belkowych i ramowych, prezentuje Bojczuk [6, 7, 8, 9].
W pracach tych przedstawiono zar¶owno podej¶scieoparte na metodach gra-
dientowych, gdy rozwa_zanes ↪a niesko¶nczeniemaÃle wariacje parametr¶ow pro-
jektowych, jak i podej¶scie oparte na metodach r¶o_znicowych, gdy zachodzi
sko¶nczonazmiana tych parametr¶ow.

Zagadnienieoptymalnego projektowania podp¶or jest ¶sci¶sle zwi ↪azane z
problematyk ↪a optymalnegorozkÃladu obci ↪a_zenia. Pierwsz ↪a prac ↪a na ten te-
mat byÃla publikacja Mroza z Garsteckim [61], a podstawowe twierdzenia
zostaÃly przedstawione w kolejnej publikacji Mroza [63]. Warunki optymal-
no¶sci wyprowadzonew tych pracach zapewniaÃly najlepsz ↪a odpowied¶z kon-
strukcji. Lombardi et al. [56] zaprezentowaÃl odwrotne sformuÃlowanie zwane
antyoptymalizacj ↪a. W tym przypadku, celem byÃlo znalezienienajgorszych
warunk¶ow obci ↪a_zenia.W publikacji przedstawiono zastosowanie takiego po-
dej¶sciado projektowania kompozyt¶ow. PomysÃl ten byÃl dalej rozwijany przez
A. Cherkaeva i Kucuka [10], oraz A. i E. Cherkaev [11]. Optymalny rozkÃlad
obci ↪a_zenia w identy¯k acji modelu konstrukcji byÃl dyskutowany przez Gan-
gadharanai Nikolaidisa [24]. Lee et al. [50] podj ↪eli natomiast problem wy-
krywania delaminacjikompozyt¶ow przy wykorzystaniuantyoptymalizacji ob-
ci ↪a_zenia.Maksymalizacjar¶o_znych norm zewzgl↪edu na parametry obci ↪a_zenia
byÃla poruszonaw dw¶och p¶o¶zniejszych pracach. Mr¶oz i Garstecki [69] zapro-
ponowali jednoczesn↪a minimalizacj ↪e normy zewzgl↪eduna parametry modelu
i jej maksymalizacj↪e ze wzgl↪edu na parametry obci ↪a_zenia.Demsi Mr¶oz [21]
przyj ↪eli natomiast ulepszony model konstrukcji sÃlu_z ↪acy identy¯k acji uszko-
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dzenia, poprzezwprowadzeniezmiennegopoÃlo_zenia podp¶or lub skupionych
maspodczasdynamicznych test¶ow.

Rozwa_zaj ↪ac podpory jako poÃl ↪aczeniepomi ↪edzy konstrukcj ↪a i podÃlo_zem,
uog¶olniono problem optymalizacji podp¶or r¶ownie_z do poÃl ↪acze¶n pomi ↪edzypo-
szczeg¶olnymi cz↪e¶sciami ukÃladu. Efekt podatno¶sci poÃl ↪acze¶n w ramach pod-
danych obci ↪a_zeniom statycznym byÃl prezentowany przez Cohenai Lui [15].
ProblemoptymalnegopoÃlo_zeniaprzegub¶ow w belkach byÃl dyskutowany przez
Masura [58], natomiast w sÃlupach - przezOlho®a[76]. Wra_zliwo¶s¶c konstruk-
cji na poÃlo_zenie i sztywno¶s¶c spr ↪e_zystegoprzegubu byÃla analizowana przez
Garsteckiego [26]. W pracach Garsteckiego i Thermanna [27] oraz samego
Garsteckiego [29] poszerzonowcze¶sniejszeprace na zagadnieniadynamiki i
stateczno¶sci. Prace te staÃly si ↪e punktem wyj¶scia do kolejnych bada¶n przed-
stawionych w niniejszej rozprawie. Tematyka ta jest nadal aktualna, o czym
¶swiadcz↪a mi ↪edzyinnymi praceDemsaz Turantem [22] orazSergeyeva z Mro-
zem[83, 84].
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RozdziaÃl 2

UkÃlady dynamiczne z
tÃlumieniem wiskotycznym i
zespolonym

2.1 Sform uÃlowanie problem u

W rozdziale2 rozprawy badamy zagadnienieanalizy wra_zliwo¶sci oraz opty-
malnegoprojektowania ukÃlad¶ow dynamicznych zÃlo_zonych z konstrukcji ba-
zowej oraz podukÃladu o skupionejmasie(rysunek 2.1a). Wyniki tych bada¶n
byÃly prezentowanew pracach [30, 31, 32].

2.1.1 ZaÃlo _zenia

ZakÃladamy, _ze drgania konstrukcji s ↪a maÃle. Wszystkie rozwa_zania dotycz ↪a
ukÃlad¶ow liniowo spr ↪e_zystych z tÃlumieniem.Rozpatrujemy dwa modeletÃlumie-
nia: wiskotyczne oraz strukturalne (zespolone). Wyprowadzone operatory
wra_zliwo¶sci mog ↪a by¶c jednak zastosowane r¶ownie_z do przypadku tÃlumienia
proporcjonalnego.Praca dotyczy przedewszystkim zagadnieniadrga¶n usta-
lonych wywoÃlanych obci ↪a_zeniem harmonicznym (a nawet og¶olniej - perio-
dycznym), jakkolwiek pewnejej elementy mog ↪a by¶c wykorzystanedo analizy
konstrukcji przy dowolnej funkcji wymuszenia.

2.1.2 Mo del ukÃladu

W pracy rozpatrujemy belkowe lub pÃlytowe ukÃlady konstrukcyjne, dla kt¶o-
rych parametry sztywno¶sci maj ↪a odpowiednio nast↪epuj ↪acepostaci:

k = EI, (2.1)
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Rysunek2.1: Model konstrukcji: a) ukÃlad pierwotny, b) ukÃlad sprz↪e_zony.

kijkl =
Eh3

12(1¡ ν2)
[(1 ¡ ν2)δikδjl + νδijδkl], (2.2)

gdzieE oznaczamoduÃl Younga, ν wsp¶oÃlczynnik Poissona,I moment bez-
wÃladno¶sci belki, h grubo¶s¶c pÃlyt y, δij delt ↪e Kroneckera, przy i, j = 1,2. W ce-
lu uproszczeniaprezentacji, wszystkiewyprowadzeniazostan ↪a przedstawione
na przykÃladziebelki. Mo_zliwe jest rozszerzeniena przypadekukÃlad¶ow ramo-
wych, przy dodatkowym uwzgl↪ednieniudziaÃlaj ↪acych siÃl osiowych (wÃl ↪aczniez
osiowymi siÃlami bezwÃladno¶sci).

Model ukÃladu dynamicznegozostaÃl przedstawiony na rysunku 2.1a.Belka
jest obci ↪a_zona skupion ↪a siÃl ↪a dynamiczn ↪a Pr(t), oraz zgodnym w fazie, har-
monicznym obci ↪a_zeniemci ↪agÃlym p(x, t). Zauwa_zmy, _zep(x, t) jest przyÃlo_zone
bezpo¶sredniona belk ↪e, natomiast Pr(t) na podukÃlad dynamiczny, w punkcie
x = xr. PodukÃlad ten charakteryzuje si ↪e skupion ↪a mas ↪a mr, sztywno¶sci ↪a kr
oraz tÃlumieniem wiskotycznym cr. Mo_ze on by¶c rozpatrywany jako maszy-
na wzbudzaj ↪acadrgania. Je¶sli pominiemy siÃly Pr(t), podukÃlad ten modeluje
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pasywny tÃlumik. Przemieszczeniabelki b ↪edziemy oznacza¶c jako u(x, t), na-
tomiast przemieszczeniamasy podsystemu jako yr.

2.1.3 Funk cjonaÃl odp owiedzi konstruk cji i jego waria-
cja

Naszymzadaniemjest analiza wra_zliwo¶sci ukÃladu ze wzgl↪edu na parametry
projektowe, a mianowicie: poÃlo_zenie podukÃladu xr, poÃlo_zenie podpory xR,
skupion ↪a mas↪e mr, sztywno¶s¶c kr i tÃlumienie cr, oraz parametry okre¶slaj ↪ace
rozkÃlad masym(x), sztywno¶sci k(x) i tÃlumienia c(x).

Przyjmujemy funkcjonaÃl odpowiedzi w nast ↪epuj ↪acej formie:

G(s) =
Z t1

t0

(

f [yr(t)] +
Z L

0
F [u(x, t)]dx

)

dt, (2.3)

gdzief [yr(t)] i F [u(x, t)] s ↪a og¶olnymi, leczr¶o_zniczkowalnymi funkcjami prze-
mieszcze¶n yr i u(x, t) = u. Zauwa_zmy, _ze przemieszczeniayr i u, a st ↪ad
r¶ownie_z funkcjonaÃl G, s ↪a uwikÃlanymi funkcjami wektora zmiennych projek-
towych s:

s = f xr, xR, kr, k(x), cr, c(x),mr,m(x)g. (2.4)

Wariacja funkcjonaÃlu (2.3) przyjmuje posta¶c:

δG(s) =
Z t1

t0

(
∂f [yr(t)]
∂yr

δyr +
Z L

0

∂F [u(x, t)]
∂u

δudx

)

dt. (2.5)

W powy_zszym r¶ownaniu δG oznaczawariacj ↪e funkcjonaÃlu G, zale_znegood
funkcji lub parametru (zmiennej projektowej).

GÃl¶owny problem polegana tym, _ze wariacje δyr i δu w r¶ownaniu (2.5)
s ↪a uwikÃlanymi funkcjami wektora s. W celu transforamcji r¶ownania (2.5)
do postaci jawnej, u_zyjemy klasycznejmetody ukÃlad¶ow sprz↪e_zonych. UkÃlad
sprz↪e_zony wraz z obci ↪a_zeniemprzedstawia rysunek 2.1b. Nale_zy zauwa_zy¶c,
_zeobci ↪a_zeniesprz↪e_zonejest r¶ownepierwszymcz↪e¶sciomczÃlon¶ow w r¶ownaniu
(2.5): P a

r = ∂f [yr(t)]/∂yr , pa = ∂F [u(x, t)]∂u. Z tego te_z powodu, prawa
strona tegor¶ownaniamo_zeby¶c zapisanaw formie pracy wirtualnej siÃl ukÃladu
sprz↪e_zonegona wariacjach przemieszcze¶n ukÃladu pierwotnego,a mianowicie:

δG(s) =
Z t1

t0

(

P a
r δyr +

Z L

0
pa δu dx

)

dt. (2.6)
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2.2 Op eratory wra _zliw o¶sci dla ukÃlad¶ow z tÃlu-
mieniem wisk otycznym

W tym rozdzialewyprowadzimy jawn ↪a posta¶c wariacji funkcjonaÃlu δG(s). Na
rysunku 2.2a przedstawiono wycinek konstrukcji. Rysunek ten przedstawia
r¶ownie_z przemieszczeniaukÃladu po wariacji wektora zmiennych projekto-
wych s. Wszystkie wielko¶sci po wariacji s ↪a oznaczoneza pomoc ↪a gwiazdki.
Zauwa_zmy, _zeobci ↪a_zeniaPr(t) orazp(x, t) pozostaj ↪a niezmienione.Na rysun-
ku 2.2b przedstawiono ukÃlad sprz↪e_zony. Wszystkie wielko¶sci tego ukÃladu s ↪a
oznaczonewska¶znikiemg¶ornym a (od angielskiegosÃlowa adjoint ). Niech Q i q
oznaczaj ↪a odpowiednio uog¶olnionenapr ↪e_zeniei odksztaÃlcenie.SiÃl ↪e wynikow ↪a
Rr dziaÃlaj ↪ac ↪a bezpo¶sredniona belk ↪e w miejscux = xr mo_zemy przedstawi¶c
nast↪epuj ↪aco:

Rr = kr (yr ¡ ur) + cr ( _yr ¡ _ur) = Pr ¡ mrÄyr. (2.7)

Wykorzystuj ↪ac siÃly i napr ↪e_zenia ukÃladu sprz↪e_zonego(2.2b) oraz wariacje
przemieszcze¶n i odksztaÃlce¶n ukÃladu pierwotnego(2.2a) mo_zemy zapisa¶c nas-
t ↪epuj ↪acer¶ownaniepracy wirtualnej:

Z t1

t0

½

Ra
ru

?
r ¡ Ra

rur + Ra
Ru

?
R +

+
Z L

0
(paδu ¡ mÄuaδu ¡ ca _uaδu ¡ Qaδq)dx

¾

dt = 0. (2.8)

Zauwa_zmy, _zewariacje δu = u? ¡ u i δq = q? ¡ q s ↪a kinematyczniedopusz-
czalnei wywoÃluj ↪a statyczniedopuszczalne,samor¶ownowa_z ↪acesi ↪e napr ↪e_zenia
δQ = Q? ¡ Q. W podobny spos¶ob, wykorzystuj ↪ac wariacje siÃl i napr ↪e_ze¶n
ukÃladu pierwotnego(2.2a)orazkinematycznepoleukÃladu sprz↪e_zonego(2.2b),
otrzymujemy kolejne r¶ownaniepracy wirtualnej:
Z t1

t0

½

uar?R?
r ¡ uarRr + uaR?R?

R +

+
Z L

0
(¡ uam?Äu? + uamÄu ¡ uac? _u? + uac _u ¡ qaQ? + qaQ)dx

¾

dt = 0.

(2.9)

Wielko¶s¶c Ra
R oznaczareakcj ↪e w podporze,zlokalizowanej w punkcie x = xR,

dla ukÃladu sprz↪e_zonego.Wielko¶s¶c R¤
R oznaczareakcj ↪e w podporze ukÃladu

pierwotnegopo wariacji. CzÃlony zawieraj ↪aceRa
R i R¤

R zwi ↪azanes ↪a z wariacj ↪a
poÃlo_zeniapodpory.

De¯niujemy wariacj ↪e przemieszczenia:

δur = u?r? ¡ ur . (2.10)
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Rysunek 2.2: Wycinek konstrukcji: a) ukÃlad pierwotny oryginalny oraz po
wariacji wektora zmiennych projektowych, b) ukÃlad sprz↪e_zony.

20



ZakÃladamy, _ze wariacje zmiennych projektowych δs s ↪a maÃle, co poci ↪aga za
sob ↪a maÃle wariacjep¶ol statycznych i kinematycznych. Uwzgl ↪edniaj ↪acde¯nicj ↪e
(2.10), rozwijamy kolejne przyrosty w szeregTaylora, pozostawiaj ↪ac tylko
liniowe skÃladowe rozwini ↪ecia:

uar ¡ ur = δur ¡ ur,xδxr, (2.11)

uar? ¡ uar = uar,xδxr. (2.12)

Odejmuj ↪ac r¶ownanie(2.8) od (2.9), i bior ↪acpod uwag↪e (2.10), (2.11) i (2.12),
otrzymujemy ostatecznie:

Z t1

t0

½

uarδRr ¡ Ra
rδur +

+ uar,xδxrRr + Ra
rur,xδxr + uaR,xδxRRR + Ra

RuR,xδxR +

+
Z L

0
(¡ paδu ¡ qaδQ + Qaδq ¡ uaδmÄu ¡ uamδÄu +

+ mÄuaδu ¡ uaδc _u ¡ uacδ _u + ca _uaδu)dx
¾

dt = 0.

(2.13)

Zauwa_zmy jednocze¶snie, _ze:

Q = kq

δQ = δkq + kδq (2.14)

Qaδq ¡ qaδQ = kaqaδq ¡ qaδkq ¡ qakδq = ¡ qaδkq.

Aby wyspecy¯kowa¶c w spos¶ob jawny wariacj ↪e δRr napiszemy r¶ownanie
r¶ownowagi dla masy skupionejukÃladu pierwotnego:

Pr ¡ mrÄyr + kr(ur ¡ yr) + cr( _ur ¡ _yr) = 0. (2.15)

Maj ↪ac w pami ↪eci r¶ownanie(2.7), mo_zemy zapisa¶c r¶ownaniepracy wirtualnej
z wykorzystaniemwariacji siÃl wyst ↪epuj ↪acych w r¶ownaniu (2.15):

(uar ¡ yar )[δRr + δkr(ur ¡ yr) + kr(δur ¡ δyr)

+ δcr( _ur ¡ _yr) + cr(δ _ur ¡ δ _yr)] = 0. (2.16)

Podobnie,r¶ownaniepracy wirtualnej dla masyskupionejukÃladu sprz↪e_zonego,
z wykorzystaniemwariacji przemieszcze¶n ukÃladu pierwotnego,przyjmuje po-
sta¶c:

[P a
r ¡ mrÄyar + kar (u

a
r ¡ yar ) + car( _uar ¡ _yar )](δur ¡ δyr) = 0. (2.17)
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Wprowadzaj ↪ac (2.14), (2.16) i (2.17) do r¶ownania (2.13), stosuj ↪ac (2.7) do
reakcji ukÃladu sprz↪e_zonegoRa

r , dochodzimy do wyra_zeniana wariacj ↪e funk-
cjonaÃlu:

δG =
Z t1

t0
f P a

r δyr + paδugdt =
Z t1

t0
f uar,xδxrRr + Ra

rur,xδxr +

+ uaR,xδxRRR + Ra
RuR,xδxR ¡ yar δmrÄyr ¡ ÄyarmrδÄyr + mrÄyar δyr +

¡ (uar ¡ yar )δkr(ur ¡ yr) ¡ (uar ¡ yar )δcr( _ur ¡ _yr) +

¡ (uar ¡ yar )cr(δ _ur ¡ δ _yr) + (δur ¡ δyr)car( _uar ¡ _yar ) +

+
Z L

0
(¡ qaδkq ¡ uaδmÄu ¡ uamδÄu + mÄuaδu +

¡ uaδc _u ¡ uacδ _u + ca _uaδu)dxgdt.

(2.18)

Wyra_zenieto mo_zeby¶c uproszczonepoprzezcaÃlkowanieprzezcz↪e¶sci czÃlo-
n¶ow zawieraj ↪acych wariacje pr ↪edko¶sci i przyspieszenia:

Z t1

t0
f¡ yarmrδÄyr + mrÄyar δyrgdt =

= [¡ yarmrδ _yr]
t1
t0

+
Z t1

t0
f _yarmrδ _yr + mrÄyar δyrgdt =

= [¡ yarmrδ _yr + _yarmrδyr]
t1
t0

+
Z t1

t0
f ¡ Äyarmrδyr +

+ mrÄyar δyrgdt = [¡ yarmrδ _yr + _yarmrδyr]
t1
t0
, (2.19)

Z t1

t0
f¡ uamδÄu + mÄuaδugdt =

= [¡ uamδ _u]t1t0 +
Z t1

t0
f _uamδ _u + mÄuaδugdt =

= [¡ uamδ _u + _uamδu]t1t0 +
Z t1

t0
f ¡ Äuamδu +

+ mÄuaδugdt = [¡ uamδ _u + _uamδu]t1t0 , (2.20)

Z t1

t0
f ¡ (uar ¡ yar )cr(δ _ur ¡ δ _yr) + car( _uar ¡ _yar )(δur ¡ δyr)gdt =

= [¡ (uar ¡ yar )cr(δur ¡ δyr)]
t1
t0

+
Z t1

t0
f ( _uar ¡ _yar )cr(δur ¡ δyr) +

+ car( _uar ¡ _yar )(δur ¡ δyr)gdt,

(2.21)
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Rysunek2.3: Schemat przebieguproces¶ow pierwotnego(a) i sprz↪e_zonego(b)
w przestrzeniczasu,w podej¶sciu klasycznym, metod ↪a ukÃlad¶ow sprz↪e_zonych.

Z t1

t0
f¡ uacδ _u + ca _uaδugdt = [¡ uacδu]t1t0 +

Z t1

t0
f _uacδu + ca _uaδugdt.

(2.22)

Aby znosiÃly si ↪e wyra_zeniapod caÃlkami po prawej stronie r¶owna¶n (2.21) i
(2.22), nale_zy zaÃlo_zy¶c nast↪epuj ↪acewsp¶oÃlczynniki tÃlumienia wiskotycznegow
ukÃladzie sprz↪e_zonym:

ca = ¡ c car = ¡ cr . (2.23)

Niestety, czÃlony znajduj ↪acesi ↪ew nawiasach kwadratowych po prawej stro-
nie r¶owna¶n (2.19) - (2.22)ci ↪aglezawieraj ↪a uwikÃlanewariacjeδu, δur orazδyr.
Dla nast↪epuj ↪acych, sztywnych warunk¶ow pocz ↪atkowych ukÃladu pierwotnego

u(t0) = u0 , _u(t0) = _u0 , yr(t0) = yr0 , _yr(t0) = _yr0 (2.24)

wariacje δu, δur, δyr, δ _u, δ _ur, δ _yr wynosz↪a zerodla chwili t = t0. W klasycz-
nym podej¶sciu, jednocze¶snie przyjmuje si ↪e nast↪epuj ↪ace,okre¶slonedla chwili
t = t1 warunki ukÃladu sprz↪e_zonego:

ua(t1) = 0 , _ua(t1) = 0 , yar (t1) = 0 , _yar (t1) = 0. (2.25)

W ten spos¶ob, omawiane wyra_zenia przedcaÃlkowe wynosz↪a zero. Schemat
proces¶ow pierwotnegoi sprz↪e_zonegozostaÃl przedstawiony na rysunku 2.3.

Jest to znana w literaturze metoda stosowana do drga¶n nieustalonych.
Oba ukÃlady (rzeczywisty i sprz↪e_zony) rozwi ↪azuje si ↪e caÃlkuj ↪ac numerycznie
r¶ownaniaruchu po czasie.Powstaje przy tym trudno¶s¶c wynikaj ↪acaz koniecz-
no¶scimno_zeniaodpowiednich wielko¶sciobu ukÃlad¶ow. Dlatego,niezb↪ednejest
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zachowanie w pami ↪eci komputera rozwi ↪aza¶n jednegozestan¶ow (rzeczywiste-
go lub sprz↪e_zonego)dla wszystkich krok¶ow czasowych. Ciekawe problemy
wyÃlaniaj ↪a si ↪e w przypadku analizy wra_zliwo¶sci ukÃladu w staniedrga¶n ustalo-
nych, w szczeg¶olno¶sci drga¶n harmonicznych. Okazujesi ↪e, _zeprzy warunkach
pocz ↪atkowych problemu sprz↪e_zonego(2.25) mamy do czynieniaz drganiami
nieustalonymi, i musimy tak_ze stosowa¶c numerycznecaÃlkowanie po czasie
r¶owna¶n ruchu, na co nie zwr¶oconodo tej pory uwagi w literaturze.

Zauwa_zmy jednak, _ze w przypadku drga¶n ustalonych periodycznych, dla
przedziaÃlu czasowego r¶ownegookresowi tych drga¶n t1 ¡ t0 = T = 2π/ω,
wszystkiepocz ↪atkowe i ko¶ncowe wielko¶sci charakteryzuj ↪aceukÃlad dynamicz-
ny s ↪a takie same.Dotyczy to oczywi¶scier¶ownie_z wielko¶sci znajduj ↪acych si ↪e
w nawiasach kwadratowych, kt¶ore w takim przypadku znosz↪a si ↪e wzajemnie.

Ostatecznie,po uwzgl↪ednieniuwszystkich powy_zszych fakt¶ow, dochodzi-
my do r¶ownaniazawieraj ↪acegooparatory wra_zliwo¶sci w postaci jawnej:

δG =
Z t1

t0
f P a

r δyr +
Z L

0
paδudxgdt =

=
Z t1

t0

½

(uar,xRr + Ra
rur,x)δxr + (uaR,xRR + Ra

RuR,x)δxR +

¡ yar δmrÄyr ¡ (uar ¡ yar )δcr( _ur ¡ _yr) ¡ (uar ¡ yar )δkr(ur ¡ yr) +

+
Z L

0
(¡ uaδmÄu ¡ uaδc _u ¡ qaδkq)dx

¾

dt.

(2.26)

W r¶ownaniu (2.26) mo_znazauwa_zy¶c kilka charakterystycznych cech ukÃla-
d¶ow dynamicznych. Przedewszystkim wida¶c, _ze spos¶ob uwzgl↪edniania wa-
riacji poÃlo_zeniapodpory jest podobny jak wariacji poÃlo_zeniapodukÃladu. Gdy
natomiast skupiona siÃla dynamicznadziaÃla bezpo¶srednio na ukÃlad w punk-
cie x = xp, to mo_zna j ↪a potraktowa¶c jak obci ↪a_zenieci ↪agÃle pomno_zoneprzez
delt ↪e Kroneckera δ(x ¡ xp). W przypadku wyst ↪epowania biernych tÃlumik¶ow,
nale_zy je traktowa¶c tak samojak podukÃlady dynamiczne,z t ↪a tylko r¶o_znic ↪a,
_ze siÃla wymuszaj ↪acawynosi zero(Pr = 0).

Bardzo charakterystyczna jest r¶ownie_z symetria czÃlon¶ow zwi ↪azanych z
wariacj ↪a poÃlo_zenia siÃly lub podpory. W przypadku wariacji poÃlo_zenia siÃly
δxr symetria ta znika w przypadku, gdy inaczej ni_z w r¶ownaniu (2.10) zde-
¯niujem y wariacj ↪e przemieszczenia.

Nale_zy w ko¶ncu podkre¶sli¶c, _ze pomimo z pozoru do¶s¶c skomplikowanej
postaci caÃlego wzoru, jego stosowanie nie jest trudne. Wszystkie wielko¶sci
znajduj ↪acesi ↪e we wzorze(2.26) s ↪a na og¶oÃl obliczanew standardowych pro-
cedurach program¶ow komercyjnych. Wyprowadzoneoperatory wra_zliwo¶sci
mo_zna zatem wykorzysta¶c w optymalizacji bezpo¶srednio, lub po¶sredniopo-
przezwprowadzenieich do procedur program¶ow optymalizacyjnych.
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Godnym uwagi jest fakt, _ze w celu otrzymania warto¶sci wszystkich ope-
rator¶ow wra_zliwo¶sci (ze wzgl↪edu na ka_zd ↪a z przyj ↪etych zmiennych projek-
towych) wymaganejest wykonanie oblicze¶n jedynie dw¶och ukÃlad¶ow dyna-
micznych: ukÃladu pierwotnegoi wt¶ornego.Co wi ↪ecej,bardzo cz↪esto zadanie
sprowadza si ↪e do obliczenia tylko jednegoukÃladu. Jest to ogromna zaleta
podej¶sciametod ↪a ukÃlad¶ow sprz↪e_zonych.

W rozwa_zanych problmach pomin ↪eli¶smy siÃly normalne.Jest to typowedla
belek i pÃlyt. W przypadku ukÃlad¶ow ramowych nale_zy uwzgl↪edni¶c wpÃlyw siÃl
masowych (bezwÃladno¶sci), a tak_zewpÃlyw siÃl normalnych na dynamiczn ↪a od-
powied¶z konstrukcji. Wariacja sztywno¶sci k powoduje bowiem redystrybucj ↪e
siÃl wewn↪etrznych. Efekt ten mo_zna bez trudu uwzgl↪edni¶c np. wprowadzaj ↪ac
drugi problem sprz↪e_zony (Haftka at al. [40], Bojczuk [5]).

Zauwa_zmy, _zeoperatory wra_zliwo¶sci wyprowadzonedla podukÃladu dyna-
micznegomog ↪a by¶c wykorzystanew aktywnym sterowaniu konstrukcji, przy
uwzgl↪ednieniu parametr¶ow sztywno¶sci lub tÃlumienia jako zmiennych syste-
mu. Zastosowa¶c mo_zna wtedy teori ↪e rozwini ↪et ↪a w pracach Lewandowskiego
i Wawrzyniak [54] oraz Lewandowskiegoi Przychodzkiego[55].

2.3 Op eratory wra _zliw o¶sci dla ukÃlad¶ow
z tÃlumieniem zespolon ym

Liniowe tÃlumienie wiskotyczne dyskutowane w poprzednim rozdziale jest
najcz ↪e¶sciej u_zywanym modelem tÃlumienia. W przypadku drga¶n wymuszo-
nych harmonicznych bardzo cz↪esto u_zywa si ↪e jednak strukturalnego (zespo-
lonego)modelu tÃlumienia. Model ten z jednej strony sprowadzadynamiczne
r¶ownania r¶ownowagi do prostszejpostaci, z drugiej za¶s czasamilepiej odpo-
wiada rzeczywistemu zachowaniu si ↪e konstrukcji. Okazujesi ↪e bowiem, _zesiÃly
tÃlumienia w rzeczywistych ukÃladach s ↪a wysoceniezale_zneod cz↪esto¶sci drga¶n.
Matematyczny model tÃlumienia struktralnego ma wÃla¶snie t ↪e zalet↪e, i_z jest
niezale_zny od cz↪esto¶sci drga¶n. Mo_zna ten model zde¯niowa¶c jako tÃlumienie
zgodne w faziez pr ↪edko¶sci ↪a drga¶n, leczproporcjonalnedo przemieszcze¶n. W
praktyce, zastosowanie takiego modelu polegana wprowadzeniu zespolonej
sztywno¶sci k, wedÃlug (2.27). Wsp¶oÃlczynnik η, nazywany wsp¶oÃlczynnikiem
tÃlumienia strukturalnego, reprezentuje tÃlumienie.

Chc ↪ac otrzyma¶c operatory wra_zliwo¶sci dla ukÃladu omawianego w po-
przednim rozdziale, zamiast tÃlumienia wiskotycznegowprowadzamy zespo-
lone parametry sztywno¶sci k(x) oraz kr. Sztywno¶s¶c k(x) jest sztywno¶sci ↪a
ci ↪agÃl ↪a i dotyczy caÃlej belki lub pÃlyt y, natomiast sztywno¶s¶c kr zwi ↪azanajest
wyÃl ↪aczniez podukÃladem dynamicznym. Sztywno¶sci te maj ↪a nast↪epuj ↪ac ↪a po-
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sta¶c:
k = k(x) = ko(x)(1 + iη) , kr = kor(1 + iηr). (2.27)

W r¶ownaniu(2.27)ko(x) i kor maj ↪a rzeczywistewarto¶sci i okre¶slaj ↪a sztywno¶s¶c
ukÃladu, natomiast parametry η i ηr okre¶slaj ↪a wielko¶s¶c tÃlumienia. Oczywi¶scie,
poniewa_z wszystkiewielko¶sci dynamiczneb ↪ed ↪a w ten spos¶ob miaÃly chrakter
zespolony, r¶ownie_z funkcjonaÃl odpowiedziG mo_ze mie¶c posta¶c zespolon ↪a.

W celu uproszczeniazapisu wprowad¶zmy oznaczenieiloczynu skalarne-
go. Symbol ha,bi oznacza¶c b ↪edzie iloczyn skalarny funkcji a(x) i b(x). W
przypadku wielko¶sci zespolonych

ha,bi =
Z L

0
a(x)b(x)dx, (2.28)

gdziea(x) jest zespolonei sprz↪e_zonedo a(x), a caÃlkowaniejest prowadzonepo
dÃlugo¶sci belki. Przypomnijmy r¶ownie_z, _zetak sformuÃlowany iloczyn skalarny
nie jest operatoremprzemiennym. Zachodzi natomiast

ha,bi = hb, ai . (2.29)

Model ukÃladu z tÃlumieniem zespolonym jest przedstawiony na rysunku
2.4. Konstrukcja jest poddana obci ↪a_zeniu

p(x, t) = p(x)ei(ωt) = p̂(x)ei(ωt¡ ψ) ,

Pr(t) = Pre
i(ωt) = P̂re

i(ωt¡ ψ) , (2.30)

gdziep(t) orazPr(t) s ↪a zespolone,natomiast p̂(x) oraz P̂r(x) oznaczaj ↪a rze-
czywist ↪a amplitud ↪e p(t) i Pr(t). Przemieszczeniau(t) and yr(t) s ↪a r¶ownie_z
zespolone,a mianowicie:

u(t) = u(x)ei(ωt) = û(x)ei(ωt¡ φ) ,

yr(t) = y0
re
i(ωt) = ŷ0

re
i(ωt¡ θ) . (2.31)

W r¶ownaniach (2.30), (2.31)φ, θ orazψ oznaczaj ↪a k ↪aty przesuni↪e¶c fazowych.
Z takich samych powod¶ow, jak w szeroko dyskutowanym przypadku tÃlu-

mienia wiskotycznego,bardzo istotnym jest przyj ↪ecieprawidÃlowej wielko¶sci
wsp¶oÃlczynnika tÃlumienia strukturalnego ukÃladu sprz↪e_zonego.Okazujesi ↪e, _ze
wystarczy, gdy zespolona sztywno¶s¶c ukÃladu sprz↪e_zonegojest sprz↪e_zona do
sztywno¶sci ukÃladu pierwotnego:

ka = k = ko(x)(1 ¡ iη), kar = kr = kor(1 ¡ iηr). (2.32)
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Rysunek2.4: Model konstrukcji z tÃlumieniem zespolonym: a) ukÃlad pierwot-
ny, b) ukÃlad sprz↪e_zony.
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Post↪epuj ↪ac identycznie jak w poprzednim rozdziale, przyjmuj ↪ac (2.27)
oraz(2.32),ostatecznieotrzymujemy bardzopodobn ↪a do (2.26), jawn ↪a posta¶c
wariacji funkcjonaÃlu:

δG =
Z t1

t0
fhP a

r , δyri + hpa, δuigdt =

=
Z t1

t0

½

huar,xδxr, Rri + hRa
r , ur,xδxri +

+ huaR,xδxR, RRi + hRa
R, uR,xδxRi ¡ hyar , δmrÄyri +

¡ h(uar ¡ yar ), δkr(ur ¡ yr)i ¡ hua, δmÄui ¡ hqa, δkqi
¾

dt. (2.33)

Z powy_zszegowyra_zenia, w przypadku drga¶n wymuszonych harmonicz-
nych, bardzo Ãlatwo w spos¶ob jawny wyeliminowa¶c czas,otrzymuj ↪ac:

hP a
r , δyri + hpaδui =

= huar,xδxr, Rri + hRa
r , ur,xδxri +

+ huaR,xδxR, RRi + hRa
R, uR,xδxRi + hyar , δmrω

2yri +

¡ h(uar ¡ yar ), δkr(ur ¡ yr)i ¡ hua, δmÄui ¡ hqa, δkqi . (2.34)

Oczywi¶scie wszystkie przemieszczeniai siÃly w (2.33) s ↪a zespolone. W
nast↪epnym rozdzialepostaramy si ↪ezaproponowa¶c pewnerozwi ↪azaniemog ↪ace
uÃlatwi¶c post ↪epowanie z wyprowadzonymi operatorami wra_zliwo¶sci.

2.4 Op eratory wra _zliw o¶sci wyra _zone
w amplitudac h

W wielu praktycznych przypadkach spotykamy si ↪e z problemem minimali-
zacji amplitud drga¶n stropu lub maszyny. Wra_zliwo¶s¶c amplitud drga¶n mo_ze
by¶c u_zytecznar¶ownie_z przy optymalnym sytuowaniu maszyny. W niniejszym
rozdzialenaszymzadaniemjest wyprowadzeniewyra_ze¶n w jawnej postacina
wariacj ↪e amplitudy δyr masyskupionejmr, lub wariacj ↪e amplitudy δu(x0) w
okre¶slonym punkcie ukÃladu x = x0. Bezpo¶sredniezastosowanie operator¶ow
wra_zliwo¶sci (2.26) oraz (2.33) do tej klasy problem¶ow mo_zeby¶c czasamido¶s¶c
kÃlopotliwe ze wzgl↪edu na r¶o_zne przesuni↪ecia fazowe wyra_ze¶n w (2.26) oraz
zespolon ↪a posta¶c wyra_ze¶n w (2.33). Poni_zej postaramy si ↪e rozwi ↪aza¶c ten pro-
blem, a rozwi ↪azaniezostanieprzedstawione na przykÃladzie wariacji δyr sku-
pionej masymr.
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2.4.1 Przypadek tÃlumienia wisk otycznego

Przyjmijmy funkcjonaÃl odpowiedzi konstrukcji w postaci

G =
Z T

0

1
2
y2
rdt, (2.35)

gdzie
yr = ŷr cos(ωt ¡ θ). (2.36)

Symbol .̂ oznaczaamplitud ↪e okre¶slonej wielko¶sci. Wprowadzaj ↪ac (2.36) do
(2.35) i caÃlkuj ↪ac wyra_zeniapo czasie,funkcjonaÃl G mo_zemy przedstawi¶c jako

G =
Z T

0

1
2
ŷ2
r cos2(ωt ¡ θ)dt =

T

4
ŷ2
r . (2.37)

Poddaj ↪ac wariacji (2.35) oraz (2.37), otrzymujemy

δG =
Z T

0
yrδyrdt =

T

2
ŷrδŷr. (2.38)

Maj ↪ac w pami ↪eci (2.6), musimy zauwa_zy¶c, _zeobci ↪a_zenieukÃladu sprz↪e_zonego
b ↪edziew tym przypadku miaÃlo posta¶c

P a
r = yr = ŷr cos(ωt ¡ θ). (2.39)

Z r¶ownania (2.38) bezpo¶srednio wynika zwi ↪azek pomi ↪edzy wariacjami δG
oraz δŷr:

δŷr =
2
T

1
ŷr
δG. (2.40)

PrzecaÃlkujmy po czasier¶ownie_z praw ↪a stron ↪er¶ownania(2.26),przyjmuj ↪ac
okrescaÃlkowania r¶owny okresowi drga¶n T . Wszystkie wielko¶sci zostan ↪a wy-
ra_zonew postaciamplitud i przesuni↪e¶c fazowych, a nast↪epniewyeliminowana
zostaniejawna zale_zno¶s¶c od czasu.

Odnotujmy wpierw, _zewszystkieczÃlony znajduj ↪acesi ↪e po prawej stronie
(2.26) skÃladaj ↪a si ↪e z dw¶och wielko¶sci harmonicznych. Dla uproszczeniaprzyj-
mijmy, _ze s ↪a to wielko¶sciA i B, o r¶o_znych k ↪atach przesuni↪ecia fazowegoα i
β. Dalej zatem b ↪edziemy analizowa¶c wyra_zenie

Z T

0
ABdt, (2.41)

gdzie:
A = Â cos(ωt ¡ α) B = B̂ cos(ωt ¡ β). (2.42)
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Wprowadzaj ↪ac (2.42) do (2.41) i caÃlkuj ↪ac po czasieotrzymujemy
Z T

0
ABdt =

Z T

0
Â cos(ωt ¡ α)B̂ cos(ωt ¡ β)dt =

T

2
ÂB̂ cos(α ¡ β). (2.43)

W identyczny spos¶ob, w postaci iloczynu wielko¶sci amplitud i cosinusar¶o_zni-
cy odpowiednich przesuni↪e¶c fazowych, mog ↪a by¶c przedstawione wszystkie
czÃlony znajduj ↪acesi ↪e po prawej stronie (2.26).

Zauwa_zmy jeszcze,_ze zar¶owno w r¶ownaniu (2.38) jak i (2.43), w wyni-
ku caÃlkownia wielko¶sci zale_znych od czasu,pojawiÃl si ↪e mno_znik T/2. Je¶sli
zainteresowani jeste¶smy wariacj ↪a δŷr, mno_zniki te wzajemnie si ↪e znosz↪a. Po-
niewa_z w rozwa_zanych ukÃladach obowi ↪azuje zasadasuperpozycji, mo_zemy
doprowadzi¶c do jeszczewi ↪ekszych uproszcze¶n obliczeniowych, gdy zamiast
(2.39) wprowadzimy obci ↪a_zenieukÃladu sprz↪e_zonegow postaci

P a
r = 1 ¢cos(ωt ¡ θ). (2.44)

Oczywi¶scieθ jest tuta j k ↪atem przesuni↪ecia fazowegowielko¶sci yr(t). W ten
spos¶ob wariacj ↪e amplitudy przemieszczeniamasy skupionej δŷr otrzymamy
bezpo¶srednio ze wzoru wyra_zonegow amplitudach, lecz bardzo podobnego
do (2.26). Dla czytelno¶sci zapisu poni_zej przedstawiamy tylko pi ↪e¶c czÃlon¶ow
tego wzoru:

δŷr = ûar,xδxrR̂r cos(θ1 ¡ θ2) + R̂a
r ûr,xδxr cos(θ3 ¡ θ4) +

+ ûaR,xδxRR̂R cos(θ5 ¡ θ6) + R̂a
RûR,xδxR cos(θ7 ¡ θ8) +

¡ ŷar δmr Ä̂yr cos(θ9 ¡ θ10) + . . . . (2.45)

K ↪aty przesuni↪e¶c fazowych θi zwi ↪azanes ↪a odpowiednioz poszczeg¶olnymi wiel-
ko¶sciami harmonicznymi.

2.4.2 Przypadek tÃlumienia zespolonego

Tym razemprzyjmijmy funkcjonaÃl odpowiedzi konstrukcji w postaci

G =
Z T

0

1
2

hyr, yri dt =
Z T

0

1
2
yryrdt, (2.46)

gdzie
yr = ŷre

i(ωt¡ θ) . (2.47)

Podobnie jak w przypadku tÃlumienia wiskotycznego,wyra_zenie(2.46) caÃlku-
jemy po czasie:

G =
Z T

0

1
2
ŷre

¡ i(ωt¡ θ) ŷre
i(ωt¡ θ)dt =

Z T

0

1
2
ŷ2
rdt =

T

2
ŷ2
r . (2.48)
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Wariacja (2.48) przyjmuje posta¶c

δG =
Z T

0
ŷrδŷrdt = T ŷrδŷr. (2.49)

Zauwa_zmy, _zew tym przypadku zar¶ownofunkcjonaÃl G jak i jegowariacja δG
s ↪a wielko¶sciamirzeczywistymi. Dodatkowo nale_zy podkre¶sli¶c, _zeprzy funkcjo-
nalezde¯niowanym tak jak w (2.46), obci ↪a_zenieukÃladu sprz↪e_zonegopowinno
by¶c sum ↪a dw¶och zespolonych, leczsprz↪e_zonych do siebiewielko¶sci:

δG =
Z T

0

½1
2

(hδyr, yri + hyr, δyri )
¾

dt =

=
Z T

0

½1
2

³
hyr, δyri + hyr, δyri

´ ¾

dt = Re
Z T

0
hyr, δyri dt . (2.50)

Na og¶oÃl jednak,ukÃlad sprz↪e_zony obci ↪a_zamy wielko¶sci ↪a zespolon ↪a, a nast↪epnie,
jako wynik przyjmujemy tylko rzeczywist ↪a cz↪e¶s¶c rozwi ↪azania.

Z r¶owna¶n (2.46), (2.48) i (2.49) wynika, _ze wariacja amplitudy δŷr mo_ze
by¶c wyra_zona w podobny spos¶ob jak wariacja funkcjonaÃlu δG w (2.33). W
tym celu przetransformujmy praw ↪a stron ↪e r¶ownania(2.33) tak, aby byÃlo ono
wyra_zone przez amplitudy i przesuni↪ecia fazowe. Podobnie jak w podroz-
dziale 2.4.1 rozwa_zmy zatem iloczyn skalarny dw¶och zespolonych wielko¶sci
harmonicznych A i B:

Z T

0
hA,Bi dt =

Z T

0
ABdt, (2.51)

gdzie
A = Âei(ωt¡ α) B = B̂ei(ωt¡ β) . (2.52)

Po caÃlkowaniu otrzymujemy w¶owczas:
Z T

0
hA,Bi dt =

Z T

0
Âe¡ i(ωt¡ α)B̂ei(ωt¡ β)dt = TÂB̂ei(α¡ β) . (2.53)

Obci ↪a_zenieukÃladu sprz↪e_zonegoprzyjmiemy w postaci

P a
r = 1 ¢ei(ωt¡ θ) , (2.54)

gdzieθ oznaczaten samk ↪at przesuni↪eciafazowegoyr(t) cow (2.47). Stosuj ↪ac
przeksztaÃlcenie (2.53) do wszystkich czÃlon¶ow po prawej stronie r¶ownania
(2.33), bior ↪ac pod uwag↪e tylko rzeczywist↪a cz↪e¶s¶c rozwi ↪azania, dochodzimy
do ostatecznejpostaci wyra_zeniana wariacj ↪e δŷr:

δŷr = ûar,xδxrR̂r cos(θ1 ¡ θ2) + R̂a
r ûr,xδxr cos(θ3 ¡ θ4) +

+ ûaR,xδxRR̂R cos(θ5 ¡ θ6) + R̂a
RûR,xδxR cos(θ7 ¡ θ8) +

+ ω2ŷar δmrŷr cos(θ9 ¡ θ10) + . . . . (2.55)
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Podobnie jak w przypadku tÃlumienia wiskotycznego,wielko¶sci θi oznaczaj ↪a
odpowiedniek ↪aty przesuni↪e¶c fazowych. Dla uproszczeniazapisuprzedstawio-
no tylko pi ↪e¶c pierwszych czÃlon¶ow caÃlegowyra_zenia.

W rozdziale2.4przedstawiony zostaÃl spos¶ob wyra_zeniaoperator¶ow wra_z-
liwo¶sci poprzezamplitudy poszczeg¶olnych wielko¶sci harmonicznych oraz r¶o_z-
nice ich przesuni↪e¶c fazowych. Taka forma wzor¶ow zdecydowanieuÃlatwia pos-
Ãlugiwaniesi ↪e nimi, pozwalaj ↪ac na bezpo¶sredniekorzystaniez wynik¶ow otrzy-
manych za pomoc ↪a komercyjnych program¶ow analizy dynamicznej. Wi ↪ek-
szo¶s¶c profesjonalnych program¶ow wÃla¶sniew formie amplitud i przemieszcze¶n
fazowych przedstawia wyniki oblicze¶n dynamicznych, nawet w przypadku
tÃlumienia zespolonego.W kolejnych rozdziaÃlach wielokrotnie b ↪edziemy pre-
zentowa¶c zastosowanie wyprowadzonych operator¶ow do problem¶ow optyma-
lizacji konstrukcji.

2.5 PrzykÃlady

W rozdzialetym chcieliby¶smy przedstawi¶c cz↪e¶s¶c przeprowadzonych wery¯ka-
cji wyprowadzonych operator¶ow wra_zliwo¶sci, a nast ↪epnie zilustrowa¶c prak-
tyczne zastosowania teorii. W podrozdziale 2.5.1 podj ↪eto trud znalezienia
odpowiednich ukÃlad¶ow o jednym stopniu swobody, dla kt¶orych wyprowadzo-
no analityczne wzory na amplitud ↪e drga¶n jako funkcj ↪e badanegoparame-
tru projektowego.PozwoliÃlo to na wyznaczenieanalitycznejpostaci r¶o_zniczki
amplitudy drga¶n i por¶ownanie jej z wyprowadzonym, okre¶slonym operato-
rem wra_zliwo¶sci. W dalszejcz↪e¶sci zaprezentowane zostan ↪a przykÃlady belki i
pÃlyt y o wielu stopniach swobody. W podrozdziale2.5.2przejdziemy do prak-
tycznych zastosowa¶n operator¶ow wra_zliwo¶sci w zagadnieniach optymalizacji
konstrukcji obci ↪a_zonych dynamicznie.

2.5.1 PrzykÃlady wery¯kuj
↪

ace

PrzykÃlady o jednym stopniu swobody dynamicznej

P1. Przypadek wariacji masy skupionej Pierwszy przykÃlad dotyczy
klasycznegomodelu ukÃladu dynamicznegoo jednym stopniu swobody, z tÃlu-
mieniem.Dla tÃlumienia wiskotycznegoukÃlad ten zaprezentowanona rysunku
2.5a,natomiast dla tÃlumienia zespolonego- na rysunku 2.6a.Naszymzada-
niem jest znalezieniewariacji amplitudy przemieszczeniâu ze wzgl↪edu na
wariacj ↪e masy skupionejm.
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Rysunek 2.5: Klasyczny ukÃlad o jednym stopniu swobody, z tÃlumieniem
wiskotycznym: a) model ukÃladu, b) siÃly w ukÃladzie pierwotnym, c) siÃly w
ukÃladzie sprz↪e_zonym.

P1a. TÃlumienie wiskotyczne Niech ukÃlad pierwotny obci ↪a_zony b ↪e-
dzie siÃl ↪a harmoniczn↪a

P (t) = P̂ cos(ωt). (2.56)

Przemieszczeniei przyspieszenieskupionej masy drgaj ↪acej z wymuszon↪a,
ustalon ↪a cz↪esto¶sci ↪a ω mo_zna przedstawi¶c jako:

u(t) = û cos(ωt ¡ θ), (2.57)

Äu(t) = ¡ ω2û cos(ωt¡ θ) = ω2û cos(ωt¡ (π+ θ)) = Ä̂u cos(ωt¡ (π+ θ)) . (2.58)

W powy_zszych wzorach û oznaczaamplitud ↪e drga¶n, natomiast θ k ↪at przesu-
ni ↪ecia fazowego:

û =
P̂

q
(k ¡ mω2)2 + c2ω2

, (2.59)

θ = arctg
·

cω

k ¡ mω2

¸

. (2.60)

Przyjmijmy tÃlumienie ukÃladu sprz↪e_zonegoca = ¡ c oraz,zgodnie z (2.44),
obci ↪a_zenietego ukÃladu

P a(t) = P̂ a cos(ωt ¡ θ) = 1 ¢cos(ωt ¡ θ). (2.61)

W ukÃladzie sprz↪e_zonym, ze wzgl↪edu na warto¶s¶c wsp¶oÃlczynnika tÃlumienia,
przesuni↪eciefazowe przemieszczeniawzgl↪edemsiÃly wymuszaj ↪acejwynosi ¡ θ,
i st ↪ad:

ua(t) = ûa cos(ωt ¡ θ + θ) = ûa cos(ωt). (2.62)
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Wykorzystuj ↪ac (2.45), wyznaczamy poszukiwany operator wra_zliwo¶sci:

δû = ¡ ûaδmÄ̂u cos(0¡ (π + θ)) = δmûa Ä̂u cosθ. (2.63)

R¶o_zniczkuj ↪ac analitycznieamplitud ↪e przemieszczeniâu (2.59) zewzgl↪edu
na mas↪em, otrzymamy:

δû =

Ã
∂û

∂m

!

δm = ¡
1
2

¡ 2P̂ω2(k ¡ mω2)
((k ¡ mω2)2 + c2ω2)3/2

δm . (2.64)

Po uporz ↪adkowaniu:

δû = δm
1

q
(k ¡ mω2)2 + c2ω2

¢
ω2P̂

q
(k ¡ mω2)2 + c2ω2

¢

¢
k ¡ mω2

q
(k ¡ mω2)2 + c2ω2

= δmûa Ä̂u cosθ . (2.65)

Por¶ownuj ↪ac (2.65) i (2.63) mo_zemy stwierdzi¶c, _zeostatecznewyniki s ↪a iden-
tyczne.

P1b. TÃlumienie zespolone UkÃlad pierwotny o zespolonej sztywno¶sci
k = ko(1 + iη) obci ↪a_zony jest siÃl ↪a

P (t) = P̂ ei(ωt) . (2.66)

Przemieszczeniei przyspieszeniemasym, podobniejak w (2.57) i (2.58), ma
posta¶c:

u(t) = ûei(ωt¡ θ) , (2.67)

Äu(t) = ¡ ω2ûei(ωt¡ θ) = ω2ûei(ωt¡ (π+ θ)) = Ä̂uei(ωt¡ (π+ θ)) , (2.68)

gdzie:

û =
P̂

q
(ko ¡ mω2)2 + ko2η2

, (2.69)

θ = arctg

"
koη

ko ¡ mω2

#

. (2.70)

Zespolona sztywno¶s¶c ukÃladu sprz↪e_zonegowynosi ka = ko(1 ¡ iη), a na
ukÃlad ten dziaÃla obci ↪a_zenie

P a = P̂ aei(ωt¡ θ) = 1 ¢ei(ωt¡ θ) . (2.71)
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Rysunek2.6:Klasyczny ukÃlad o jednym stopniu swobody, z tÃlumieniemstruk-
turalnym: a) model ukÃladu, b) siÃly w ukÃladziepierwotnym, c) siÃly w ukÃladzie
sprz↪e_zonym.

Podobniejak w przypadku tÃlumienia wiskotycznego,zewzgl↪eduna zespolon ↪a
i sprz↪e_zon ↪a do pierwotnej warto¶sci sztywno¶s¶c, w ukÃladziesprz↪e_zonym mamy:

ua(t) = ûaei(ωt) . (2.72)

Post↪epuj ↪ac zgodnie z (2.55), wyznaczamy wariacj ↪e amplitudy przemieszcze-
nia:

δû = ¡ ûaδmÄ̂u cos(0¡ (π + θ)) = δmûa Ä̂u cosθ. (2.73)

R¶o_zniczkuj ↪ac analityczniewyra_zenie(2.69) otrzymamy:

δû =

Ã
∂û

∂m

!

δm = ¡
1
2

¡ 2P̂ω2(ko ¡ mω2)
((ko ¡ mω2)2 + ko2η2)3/2

δm . (2.74)

Po uporz ↪adkowaniu:

δû = δm
1

q
(ko ¡ mω2)2 + ko2η2

¢
ω2P̂

q
(ko ¡ mω2)2 + ko2η2

¢

¢
ko ¡ mω2

q
(ko ¡ mω2)2 + ko2η2

= δmûa Ä̂u cosθ . (2.75)

Por¶ownuj ↪ac (2.75) i (2.73), przy uwzgl↪ednieniu(2.69), zauwa_zamy tak ↪a sam ↪a
form ↪e ko¶ncowych wynik¶ow.

Dla tegosamego,podstawowegoukÃladu dynamicznego,w podobny spos¶ob
mo_zna wykaza¶c prawidÃlowo¶s¶c wyprowadzonych operator¶ow wra_zliwo¶sci dla
wariacji sztywno¶sci i wsp¶oÃlczynnika tÃlumienia.
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Rysunek2.7:UkÃlad o jednym stopniu swobody, przypadekwariacji poÃlo_zenia
siÃly: a) ukÃlad pierwotny, b) ukÃlad sprz↪e_zony.

P2. Przypadek wariacji poÃlożenia siÃly Analizowa¶c b ↪edziemy ukÃlad
o jednym stopniu swobody, przedstawiony na rysunku 2.7a. W przypadku
tÃlumienia strukturalnego, zamiast siÃly tÃlumienia wiskotycznego,pod uwag↪e
we¶zmiemy zespolon ↪a posta¶c sztywno¶sci podpory. Naszymzadaniemjest zna-
lezieniewariacji amplitudy przemieszczeniapionowego dla punktu x = xr
znajduj ↪acegosi ↪e pod siÃl ↪a P (t), zewzgl↪eduna wariacj ↪e poÃlo_zeniasiÃly δxr. Na-
le_zy wyra¶znie zaznaczy¶c, _ze takiej samejzmianiepodlegazar¶owno poÃlo_zenie
siÃly, jak i punkt w kt¶orym mierzonajest amplituda drga¶n.

P2a. TÃlumienie wiskotyczne Niech konstrukcja pierwotna b ↪edzieob-
ci ↪a_zonasiÃl ↪a

Pr(t) = P̂r cos(ωt), (2.76)

kt¶ora wywoÃluje nast↪epuj ↪aceprzemieszczeniepionowe i k ↪at obrotu w punkcie
x = xr:

ur(t) = ûr cos(ωt ¡ θ), ur,x(t) = ûr,x cos(ωt ¡ θ). (2.77)
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ZakÃladamy wsp¶oÃlczynnik tÃlumienia ukÃladu sprz↪e_zonego(rysunek 2.7b) ca =
¡ c, oraz obci ↪a_zenietego ukÃladu

P a
r (t) = P̂ a

r cos(ωt ¡ θ) = 1 ¢cos(ωt ¡ θ). (2.78)

K ↪at przesuni↪ecia fazowgo przemieszczeniauar(t) wzgl↪edemsiÃly P a
r (t) wyno-

si ¡ θ. Jest on r¶owny bezwzgl↪ednej warto¶sci k ↪ata przesuni↪ecia fazowego w
ukÃladzie pierwotnym, lecz z powodu ca = ¡ c, ma on przeciwny znak. A
zatem:

uar,x(t) = ûar,x cos(ωt ¡ θ + θ) = ûar,x cos(ωt) (2.79)

i operator wra_zliwo¶sci (2.45) przyjmuje posta¶c

δûr = P̂ a
r ûr,xδxr cos(θ ¡ θ) + ûar,xδxrP̂r cos(0 ¡ 0) = (P̂ a

r ûr,x + ûar,xP̂r)δxr ,
(2.80)

lub inaczej:
δûr = 2ûar,xP̂rδxr = 2P̂ a

r ûr,xδxr . (2.81)

Dla ukÃladu przedstawionegona rysunku 2.7amo_zemy zapisa¶c jawn ↪a po-
sta¶c funkcji wyra_zaj ↪acejamplitud ↪e przemieszczeniapunktu znajduj ↪acegosi ↪e
pod siÃl ↪a:

ûr(xr) =
Prq

(k1 ¡ mω2)2 + c2ω2
¢

µ
xr
l1

¶ 2

, (2.82)

gdzie

k1 = k

Ã
l1 + l2
l1

! 2

. (2.83)

Wyra_zenie(2.82) r¶o_zniczkujemy analitycznieze wzgl↪edu na xr otrzymuj ↪ac:

δûr = 2Pr
1

q
(k1 ¡ mω2)2 + c2ω2

¢
xr
l21
δxr = 2P̂rûar,xδxr = 2P̂ a

r ûr,xδxr . (2.84)

W r¶ownaniu (2.84) wykorzystali¶smy zwi ↪azek:ûr,x = ûr/xr. R¶o_zniczka otrzy-
manaw spos¶ob analityczny (2.84) jest taka samajak ta uzyskana za pomoc ↪a
wyprowadzonych operator¶ow wra_zliwo¶sci (2.81).

P2b. TÃlumienie zespolone We¶zmy pod uwag↪e ukÃlad zaprezentowany
na rysunku 2.7a,z tym, _zezamiast tÃlumienia wiskotycznegomamy tÃlumienie
strukturalne uj ↪ete w zespolonym wsp¶oÃlczynniku sztywno¶sci k = ko(1 + iη).
SiÃla dynamicznareprezentowana jest przez

Pr(t) = P̂re
i(ωt) , (2.85)
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natomiast przemieszczeniei k ↪at obrotu pod siÃl ↪a wynosz↪a:

ur(t) = ûre
i(ωt¡ θ) , ur,x(t) = ûr,xe

i(ωt¡ θ) . (2.86)

UkÃlad sprz↪e_zony (rysunek2.7b), z zespolon ↪a sztywno¶sci ↪a k
a = ¹k = ko(1¡ iη),

jest obci ↪a_zony siÃl ↪a
P a
r = P̂ a

r e
i(ωt¡ θ) = 1 ¢ei(ωt¡ θ) . (2.87)

K ↪at obrotu ukÃladu sprz↪e_zonegowynosi zatem

uar,x(t) = ûar,xe
i(ωt¡ θ+ θ) = ûar,xe

i(ωt) . (2.88)

Podstawiaj ↪ac r¶ownania (2.85)-(2.88)do (2.55), otrzymujemy:

δûr = P̂ a
r ûr,xδxr cos(θ ¡ θ) + ûar,xδxrP̂r cos(0¡ 0) =

= (P̂ a
r ûr,x + ûar,xP̂r)δxr = 2ûar,xP̂rδxr = 2P̂ a

r ûr,xδxr . (2.89)

Amplitud ↪e przemieszczeniapod siÃl ↪a mo_zna przedstawi¶c w analitycznej
formie jako funkcj ↪e poÃlo_zeniasiÃly:

ûr(xr) =
Prq

(k1 ¡ mω2)2 + k1
2η2

¢
µ
xr
l1

¶ 2

, (2.90)

gdzie

k1 = ko
Ã
l1 + l2
l1

! 2

, (2.91)

a ko jest rzeczywist↪a cz↪e¶sci ↪a zespolonej sztywno¶sci k = ko(1 + iη). R¶o_znicz-
kuj ↪ac (2.90) zewzgl↪edu na xr dochodzimy do identycznegoz (2.89) zwi ↪azku:

δûr = 2Pr
1

q
(k1 ¡ mω2)2 + k1

2η2
¢
xr
l21
δxr = 2P̂rûar,xδxr = 2P̂ a

r ûr,xδxr. (2.92)

P3. Przypadek wariacji poÃlożenia podpory W kolejnym przykÃladzie
analizowa¶c b ↪edziemy ukÃlad o jednym stopniu swobody, zaprezentowany na
rysunku 2.8 a. Tym razem dyskutowa¶c b ↪edziemy zmian↪e amplitudy prze-
mieszczeniapod siÃl ↪a ze wzgl↪edu na wariacj ↪e poÃlo_zeniapodpory.

P3a. TÃlumienie wiskotyczne Podobnie jak w poprzednim przykÃla-
dzie, ukÃlad pierwotny obci ↪a_zony jest siÃl ↪a (2.76), natomiast k ↪at obrotu w
punkcie x = xR ma posta¶c

uR,x(t) = ûR,x cos(ωt ¡ θ). (2.93)
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Rysunek2.8:UkÃlad o jednym stopniu swobody, przypadekwariacji poÃlo_zenia
podpory: a) ukÃlad pierwotny, b) ukÃlad sprz↪e_zony.
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W zwi ↪azku z tym, reakcja podporowa wynosi

RR(t) = R̂R cos(ωt ¡ (θ + π)) . (2.94)

Na ukÃlad sprz↪e_zony dziaÃla siÃla (2.78). W takim przypadku, k ↪at obrotu i
reakcja podporowa wyra_za si ↪e odpowiednio:

uaR,x(t) = ûaR,x cos(ωt ¡ θ + θ) = ûaR,x cos(ωt) , (2.95)

Ra
R(t) = R̂a

R cos(ωt ¡ θ + θ + π) = R̂a
R cos(ωt + π). (2.96)

Operator wra_zliwo¶sci (2.45) przyjmuje posta¶c

δûr = R̂a
RûR,xδxR cos(¡ π ¡ θ) + ûaR,xδxRR̂R cos(0 ¡ θ ¡ π) =

=
³
R̂a
RûR,x + ûaR,xR̂R

´
δxR cos(¡ θ ¡ π), (2.97)

lub inaczej:

δûr = 2ûaR,xR̂RδxR cos(θ + π) = 2R̂a
RûR,xδxR cos(θ + π). (2.98)

R¶ownie_z w tym przypadku mo_zemy zapisa¶c amplitud ↪e przemieszczenia
pod siÃl ↪a jako funkcj ↪e usytuowania podpory xR = l1 + l2, a mianowicie:

ûr(xR) =
Prq

(k1 ¡ mω2)2 + c2ω2
, (2.99)

gdzie:

k1 = k

Ã
l1 + l2
l1l3

! 2

. (2.100)

Wielko¶sci l2 i l3 s ↪a funkcjami poÃlo_zenia podpory xR. Wariacj ↪e amplitudy
mo_zna znale¶z¶c poprzezanalityczner¶o_zniczkowanie r¶ownania(2.99) zewzgl ↪e-
du na zmienn ↪a xR:

δûr =

Ã
∂ûr
∂xR

!

δxR =

Ã
∂ûr
∂l2

¡
∂ûr
∂l3

!

δxR . (2.101)

Po wykonaniu r¶o_zniczkowania, uzyskujemy wynik identyczny z (2.98).

P3b. TÃlumienie zespolone Dla przypadku tÃlumienia strukturalnego
nie bierzemy pod uwag↪e siÃly pochodz ↪acej od tÃlumienia wiskotycznego,nato-
miast uwzgl↪edniamy zespolon ↪a posta¶c wsp¶oÃlczynnika sztywno¶sci. Obci ↪a_zenie
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ukÃladu pierwotnego stanowi siÃla (2.85). K ↪at obrotu i reakcja na podporze
wynosz↪a:

uR,x(t) = ûR,xe
i(ωt¡ θ) , RR(t) = R̂Re

i(ωt¡ θ¡ π) . (2.102)

ZaÃl¶o_zmy siÃl ↪e dziaÃlaj ↪ac ↪a na ukÃlad sprz↪e_zony (2.87), a st ↪ad:

uaR,x(t) = ûaR,xe
i(ωt) , Ra

R(t) = R̂a
Re

i(ωt+ π) . (2.103)

Podstawiaj ↪ac (2.102) i (2.103) do (2.55), otrzymujemy:

δûr = R̂a
RûR,xδxR cos(¡ π ¡ θ) + ûaR,xδxRR̂R cos(0 ¡ θ ¡ π) =

=
³
R̂a
RûR,x + ûaR,xR̂R

´
δxR cos(¡ θ ¡ π), (2.104)

lub inaczej:

δûr = 2ûaR,xR̂RδxR cos(θ + π) = 2R̂a
RûR,xδxR cos(θ + π). (2.105)

Amplitud ↪e przemieszczeniapod siÃl ↪a mo_zna wyrazi¶c analitycznie jako

ûr(xR) =
Prq

(k1 ¡ mω2)2 + k2
1η

2
, (2.106)

gdzie

k1 = ko
Ã
l1 + l2
l1l3

! 2

, (2.107)

a ko jak zwyklewyra_zarzeczywist↪a skÃladow ↪a sztywno¶scizespolonej.R¶o_znicz-
kowanie r¶ownania(2.106)zewzgl↪edu na xR prowadzi do tej samejpostacico
(2.105).

PrzykÃlady z wykorzystaniem MES

P4. PrzykÃlad przewieszonej belki wspornikowej Rozpatrywa¶c b ↪e-
dziemy model konstrukcji belkowej przedstawiony na rysunku 2.9a.Belka jest
obci ↪a_zona harmoniczn ↪a siÃl ↪a dynamiczn ↪a Pr(t). Naszym zadaniemjest obli-
czenieoperator¶ow wra_zliwo¶sci wariacji amplitudy przemieszczeniaw punkcie
x = xr, wywoÃlanej zmian ↪a sztywno¶sci belki oraz poÃlo_zenia siÃly i podpory.
Problem analizy dynamicznej b ↪edzie rozwi ↪azywany za pomoc ↪a MES, przy
nast↪epuj ↪acych parametrach: 120element¶ow, 10 cz↪esto¶sci modalnych. Sztyw-
no¶s¶c belki wynosiEI = 16398[kNm2].
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Rysunek2.9: Model ukÃladu belkowegoo wielu stopniach swobody: a) ukÃlad
pierwotny, b) ukÃlad sprz↪e_zony.
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P4a. TÃlumienie wiskotyczne SiÃla wymuszaj ↪acazostaÃla okre¶slonaja-
ko

Pr(t) = P̂r cos(ωt) = 10cos(10πt) [kN ]. (2.108)

Przyjmujemy siÃl ↪e dziaÃlaj ↪ac ↪a na ukÃlad sprz↪e_zony w postaci

P a
r (t) = 1 ¢cos(ωt ¡ θ) [¡ ], (2.109)

gdzieθ jest k ↪atemprzesuni↪eciafazowegour w ukÃladziepierwotnym. W pierw-
szym analizowanym przypadku przyjmujemy tÃlumienie wiskotyczne o wiel-
ko¶sci c = 0,4ckr, gdzieckr oznaczatÃlumienie kryt yczne.

Wykorzystuj ↪ac wyprowadzoneoperatory (2.45), otrzymali¶smy:

δûr = (2,98¢10¡ 3)δxr + (¡ 3,061¢10¡ 3)δxR [m]. (2.110)

Aby sprawdzi¶c otrzymany wynik, u_zyli¶smy metody r¶o_znic sko¶nczonych
(MRS). Wpierw odczytali¶smy amplitud ↪e przemieszcezeniapod siÃl ↪a w ukÃla-
dzie oryginalnym. Nast ↪epnie wprowadzili¶smy kolejno i niezale_znie wariacje
poÃlo_zenia siÃly i podpory: δxr = 0.05[m] i δxR = 0.05[m], odczytuj ↪ac jed-
nocze¶sniewielko¶s¶c rozpatrywanej amplitudy w zmienionym ukÃladzie. W ten
spos¶ob otrzymali¶smy

δûr = (3,06¢10¡ 3)δxr + (¡ 2,946¢10¡ 3)δxR [m]. (2.111)

BÃl ↪ad wzgl↪edny wynikaj ↪acy z por¶ownania (2.110) i (2.111) nie przekracza
4%. Do¶s¶c charakerystycznejest to, _ze jest on wi ↪ekszyw przypadku wariacji
poÃlo_zeniapodpory δxR ni_z siÃly δxr.

P4b. TÃlumienie zespolone Niech siÃla wymuszaj ↪acadziaÃlaj ↪acanakon-
strukcj ↪e pierwotn ↪a ma posta¶c

Pr(t) = P̂re
i(ωt) = 10ei(10πt) [kN ]. (2.112)

Przyjmujemy siÃl ↪e dziaÃlaj ↪ac ↪a na ukÃlad sprz↪e_zony

P a
r (t) = 1 ¢ei(ωt¡ θ) [¡ ], (2.113)

gdzieθ jest k ↪atem przesuni↪ecia fazowegoprzemieszczeniaur.
Przeprowadzili¶smy obliczeniadla tego samegomodelu i tych samych pa-

rametr¶ow MES, co w przypadku tÃlumienia wiskotycznego.Jedyna r¶o_znica
polega na tym, _ze zamiast tÃlumienia wiskotycznegowprowadzili¶smy para-
metr tÃlumienia strukturalnego η = 0,7.
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U_zywaj ↪acwyprowadzonych operator¶ow wra_zliwo¶sci (2.55),otrzymali¶smy:

δûr = (2,514¢10¡ 3)δxr + (¡ 2,531¢10¡ 3)δxR + (¡ 9,4434¢10¡ 9)δk [m].
(2.114)

Chc ↪ac sprawdzi¶c poprawno¶s¶c oblicze¶n, do ukÃladu wprowadzili¶smy pertur-
bacje parametr¶ow δxr = 0,05[m], δxR = 0,05[m], δk = 813[kNm2], a
nast↪epnieza pomoc ↪a Metody R¶o_znic Sko¶nczonych otrzymali¶smy nast ↪epuj ↪ace
operatory:

δûr = (2,584¢10¡ 3)δxr + (¡ 2,506¢10¡ 3)δxR + (¡ 9,2251¢10¡ 9)δk [m].
(2.115)

Po raz kolejny mo_zemy stwierdzi¶c dobr ↪a zgodno¶s¶c wynik¶ow.

P5. PrzykÃlad wolnopodpartej pÃlyty prostok ↪atnej Analizowa¶c b ↪edzie-
my pÃlyt ↪e wolnopodpart ↪a obci ↪a_zon ↪a skupion ↪a, pionow ↪a siÃl ↪a dynamiczn ↪a. Pa-
rametry techniczneukÃladu s ↪a nast↪epuj ↪ace:dÃlugo¶s¶c £ szeroko¶s¶c pÃlyt y 6,00£
4,00[m], grubo¶s¶c pÃlyt y h = 0,16[m], moduÃl Younga E = 27 ¢106 [kPa],
wsp¶oÃlczynnik Poissonaν = 0,167[¡ ], masapÃlyt y m = 720[kg/m2], tÃlumienie
c = 0,0ckr. Model pÃlyt y zostaÃl przedstawiony na rysunku 2.10.W punkcieA
dziaÃla siÃla harmonicznao cz↪esto¶sci f = 28[1/s]:

P (t) = 10cos(2π28t) [kN ]. (2.116)

Dla por¶ownania mo_zna poda¶c, _ze dwie pierwszecz↪esto¶sci wÃlasne wynosz↪a:
f1 = 16,219[1/s], f2 = 31,098[1/s].

Naszymzadaniemjest obliczeniezapomoc ↪a wyprowadzonych operator¶ow
wra_zliwo¶sci, kierunkowych wariacji amplitudy drga¶n pod siÃl ↪a, zewzgl↪edu na
niewielk ↪a zmian↪e poÃlo_zenia siÃly. W takim przypadku r¶ownanie (2.45) spro-
wadzasi ↪e do

δûs = (P̂ ûa,s + P̂ aû,s)δs , (2.117)

gdzies jest skalarn ↪a miar ↪a wariacji poÃlo_zeniasiÃly w dowolnym, rozpatrywa-
nym kierunku, na pÃlaszczy¶znie x1, x2.

Wariacja amplitudy przemieszczeniapod siÃl ↪a zostaÃla obliczonadla poÃlo-
_zeniasiÃly w punkcieA(x1, x2) = (1,5;1,0), dla trzech kierunk¶ow: s1 wzdÃlu_z
osi x1, s2 wzdÃlu_z osi x2 oraz s3 po przek ↪atnej nachylonej pod k ↪atem 45±

do obu osi. Rozpatrywane kierunki zostaÃly przedstawione na rysunku 2.11.
Dodatkowo, dla zilustrowania otrzymanych wynik¶ow, na tym samym ry-
sunku wrysowano warstwice amplitud przemieszcze¶n pod siÃl ↪a harmoniczn↪a.
U_zywaj ↪ac operatora (2.117), uzyskano odpowiednio:

δûs1 = (¡ 0,640e ¡ 4)δs1 [m],

δûs2 = (1,914e ¡ 4)δs2 [m], (2.118)

δûs3 = (0,860e ¡ 4)δs3 [m].

44



Rysunek 2.10: Model pÃlyt y wolnopodpartej obci ↪a_zonej pionow ↪a siÃl ↪a dyna-
miczn ↪a.
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Rysunek2.11:Rozpatrywanekierunki w analiziewra_zliwo¶sci, zewzgl ↪edu na
poÃlo_zeniesiÃly na pÃlycie.

W celu obliczenia (2.117) zastosowali¶smy siÃl ↪e (2.44) dziaÃlaj ↪ac ↪a na ukÃlad
sprz↪e_zony, przyjmuj ↪ac θ = 0.

Por¶ownajmy te wyniki z wynikami uzyskanymi zapomoc ↪a Metody R¶o_znic
Sko¶nczonych. Wprowadzaj ↪ac perturbacje: δs1 = 0.10[m], δs2 = 0.10[m],
δs3 = 0.10

p
2 [m], uzyskujemy odpowiednio:

δûs1 = (¡ 0,596e ¡ 4)δs1 [m],

δûs2 = (2,002e ¡ 4)δs2 [m], (2.119)

δûs3 = (0,916e ¡ 4)δs3 [m].

Zgodno¶s¶c wynik¶ow jest dobra dla wszystkich rozpatrywanych kierunk¶ow s.

2.5.2 PrzykÃlady opt ymalnego pro jekto wania

Optymalizacja poÃlożenia siÃly dynamicznej na pÃlycie

Niniejszy przykÃlad jest pewn ↪a kontynuacj ↪a przykÃladu poprzedniego.Tym ra-
zemjednak,naszymgÃl¶ownym zadaniemjest zademonstrowanie, _zeamplitudy
drga¶n silniezale_z ↪a od poÃlo_zeniasiÃly P (t). Przesuwamy zatemsiÃl ↪edynamiczn ↪a
po pÃlycie i wyznaczamy kolejne amplitudy drga¶n pionowych, w miejscu ko-
lejnych lokalizacji siÃly. Staramy si ↪e optymalnie usytuowa¶c siÃl ↪e na pÃlycie. Jako
funkcj ↪e celu przyjmujemy minimalizacj ↪e drga¶n pÃlyt y pod siÃl ↪a:

G = min û . (2.120)
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Rysunek2.12:Warstwice amplitudy przemieszcze¶n pionowych pod siÃl ↪a.

Na ko¶ncu przykÃladu przeprowadzimy kr¶otk ↪a dyskusj↪e dotycz ↪ac ↪a konsekwen-
cji przyj ↪ecia takiej wÃla¶sniepostaci funkcji celu.

Przy obci ↪a_zeniupÃlyt y siÃl ↪a (2.116) i przyj ↪eciu kryterium (2.120),uzyskuje
si ↪e niesko¶nczeniewiele optymalnych rozwi ↪aza¶n. Warstwice amplitud prze-
mieszczeniapod siÃl ↪a przedstawiono na rysunku 2.12. Je¶sli b ↪edziemy rozpa-
trywa¶c punkty o wsp¶oÃlrz ↪ednej x2 = 2,0[m], to istniej ↪a dwa nietrywialne
rozwi ↪azania. Amplituda pod siÃl ↪a (2.116) jest r¶owna zero dla nast↪epuj ↪acych
poÃlo_ze¶n siÃly: x1 = 2,5[m] oraz x1 = 3,5[m]. Na rysunku 2.13 przedsta-
wiono wykres amplitud przemieszcze¶n pod siÃl ↪a, dla punkt¶ow le_z ↪acych na
osi podÃlu_znej pÃlyt y. Na wykresie dodatkowo uwzgl↪edniono faz↪e przemiesz-
cze¶n. Na rysunku 2.13 przedstawiono r¶ownie_z podobne wykresy dla innych
cz↪esto¶sci drga¶n. Zauwa_zy¶c mo_zemy, _zedrgania pÃlyt y bardzomocnozale_z ↪a od
poÃlo_zenia i cz↪esto¶sci siÃly wymuszaj ↪acej.

Nale_zy si ↪e jeszczezastanowi¶c, jakie drgania maj ↪a miejscew pozostaÃlych
punktach pÃlyt y, przy optymalnym poÃlo_zeniu siÃly. Odpowied¶z na to pytanie
zostaÃla przedstawiona na rysunku 2.14. Dla siÃly (2.116) umiejscowionej w
punkcie o wsp¶oÃlrz ↪ednych x1, x2 = (2,5;2,0) [m], punkt znajduj ↪acy si ↪e pod
siÃl ↪a ma amplitud ↪e drga¶n r¶own ↪a zeru, jednak jednocze¶snie inne punkty na
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Rysunek 2.13: Amplitudy przemieszcze¶n pionowych pod siÃl ↪a,wzdÃlu_z osi
podÃlu_znej pÃlyt y, dla r¶o_znych cz↪esto¶sci siÃly wymuszaj ↪ecej.
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Rysunek2.14:Amplitudy przemieszczeniapÃlyt y dla lokalizacji siÃly o cz↪esto¶sci
f = 28[Hz] w punkcie (x1, x2) = (2,5;2,0) [m].
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pÃlycie drgaj ↪a z amplitud ↪a rz ↪edu 0,25[mm]. Spogl ↪adaj ↪ac jeszczeraz na rysu-
nek 2.13nale_zy stwierdzi¶c, _ze jest to znaczniewi ↪ecejni_z maksymalnaampli-
tuda przemieszcze¶n pod siÃl ↪a, dla rozpatrywanej cz↪esto¶sci f = 28[1/s]. Fakt
ten powinien skÃloni¶c nas do zastanowienia si ↪e nad sposobem formuÃlowania
problem¶ow optymalizacji ukÃlad¶ow obci ↪a_zonych dynamicznie.Dalszadysku-
sja na ten temat zostanieprzedstawiona w dalszejcz↪e¶sci rozprawy.

2.6 Funk cjonaÃly odp owiedzi

W tym rozdzialeprzedyskutujemy r¶o_zne rodzaje funkcjonaÃl¶ow odpowiedzi.
Zewzgl↪eduna zakrestematyczny rozprawy, ograniczymy si ↪e jedyniedo funk-
cjonaÃl¶ow dotycz ↪acych ukÃlad¶ow obci ↪a_zonych dynamicznie.Ponadto, skupimy
si ↪e na funkcjonaÃlach maj ↪acych praktyczne,in_zynierskiezastosowanie.

Og¶oln ↪a posta¶c funkcjonaÃlu odpowiedzi wyra_zonegow przemieszczeniach
mo_zna przedstawi¶c nast↪epuj ↪aco:

G =
Z t1

t0

Z L

0
F (u)dxdt , (2.121)

gdzie F (u) jest dowoln ↪a, r¶o_zniczkowaln ↪a funkcj ↪a przemieszczeniau(x, t).
PrzedziaÃl czasut1 ¡ t0 jest r¶ownie_z dowolny.

Je¶sli interesuj ↪a nas wyÃl ↪acznieprzemieszczeniaw wybranym punkcie x =
x0, na przykÃlad w miejscu usytuowania maszyny, to wystarczy wprowadzi¶c
do (2.121)

F [u(x, t)] = F1[u(x, t)]δ(x ¡ x0) (2.122)

i otrzymamy

G1 =
Z t1

t0
F1(u0, t)dt . (2.123)

Ten typ funkcjonaÃlu jest szeroko stosowany w praktyce in_zynierskiej i w ni-
niejszejrozprawie.

W pracy zajmujemy si ↪e drganiami periodycznymi, dla kt¶orych mo_zemy
zde¯niowa¶c funkcjonaÃl wyra_zony przezamplitudy drga¶n okre¶slonegopunktu
konstrukcji x = x0:

G = û(x = x0) , û(x) = max
t

ju(x, t)j . (2.124)

Taka posta¶c funkcjonaÃlu jest szczeg¶olnie przydatna w przypadku, gdy za-
interesowani jeste¶smy minimalizacj ↪a drga¶n w miejscu x0 lokalizacji jakiej¶s
maszyny lub urz ↪adzenia. Zauwa_zmy r¶ownie_z, _ze punkt pomiaru wielko¶sci
drga¶n przesuwa si ↪e wtedy wraz ze zmian ↪a poÃlo_zeniasamejmaszyny. Ampli-
tuda û mo_ze dotyczy¶c przemieszcze¶n pionowych, poziomych lub k ↪atowych.
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Mo_zna te_z sformuÃlowa¶c funkcjonaÃl reprezentuj ↪acy wagow ↪a sum↪e amplitud
przemieszczeniapionowegoi k ↪atowego,dla okre¶slonegopunktu konstrukcji:

G = w1 ¢û(x0) + w2 ¢ûx(x0), (2.125)

gdziew1, w2 stanowi ↪a odpowiednie wagi. Mo_zna te_z wprowadzi¶c (ze wsp¶oÃl-
czynnikami wagowymi) amplitudy przemieszcze¶n dowolnych dw¶och lub trzech
punkt¶ow konstrukcji. Taki funkcjonaÃl mo_zestanowi¶c punkt wyj¶sciado opty-
malizacji wielokryterialnej. W przypadku funkcjonaÃl¶ow (2.124)i (2.125)bez-
po¶sredniou_zywamy wyprowadzonych operator¶ow, a obci ↪a_zenieukÃladu sprz↪e-
_zonegostanowi ↪a skupione,dynamicznesiÃly lub momenty.

W grupie funkcjonaÃl¶ow maj ↪acych podobny, lokalny charakter, nale_zy wy-
mieni¶c funkcjonaÃly wyra_zaj ↪aceamplitudy pr ↪edko¶sci i przyspieszeniaokre¶slo-
nych punkt¶ow konstrukcji:

G = max
t

ju( _x0, t)j, (2.126)

G = max
t

ju(Äx0, t)j. (2.127)

W tym przypadku mo_zemy od pocz ↪atku wyprowadzi¶c operatory wra_zliwo¶sci
poprzez zapisanier¶owna¶n "mocy" wirtualnej. Ten spos¶ob wymaga jednak
dÃlugich i _zmudnych przeksztaÃlce¶n. Dla drga¶n harmonicznych, amplitudy pr ↪ed-
ko¶sci i przyspiesze¶n uzyskujemy poprzezr¶o_zniczkowaniepo czasieodpowied-
nich przemieszcze¶n. W zwi ↪azku z tym, spos¶ob dziaÃlania jest taki sam jak w
przypadku funkcjonaÃlu wyra_zonegopoprzezamplitudy przemieszcze¶n.

Na og¶oÃl, przepisynormowe dotycz ↪acedopuszczalnych drga¶n ukÃlad¶ow dy-
namicznych ograniczaj ↪a maksymaln ↪a amplitud ↪e drga¶n. Ograniczeniate do-
tycz ↪a przemieszcze¶n, pr ↪edko¶sci i przyspiesze¶n. W takim przypadku, funkcjo-
naÃl odpowiedzi powinien by¶c wyra_zony przez maksymaln ↪a (w czasiei prze-
strzeni ukÃladu) amplitud ↪e przemieszczenia(pr ↪edko¶sci, przyspieszenia)kon-
strukcji:

G(s) = max
x

max
t

ju(x, t)j = max
x

û(x), (2.128)

a problem minimalizacji maksymalnejamplitudy drga¶n ukÃladu nale_zy sfor-
muÃlowa¶c nast↪epuj ↪aco:

min
s

G , (2.129)

gdzies jest wektorem zmiennych decyzyjnych. Niestety, przy tak przyj ↪etym
funkcjonaleodpowiedzi, zewzgl↪edu na to, _zepoÃlo_zeniepunktu o maksymal-
nej amplitudzie cz↪estozmieniasi ↪e skokowo, nie mo_zna zastosowa¶c wyprowa-
dzonych operator¶ow wra_zliwo¶sci, gdy_z funkcjonaÃl jest nier¶o_zniczkowalny. W
takim przypadku mo_zliwy jest inny spos¶ob post ↪epowania.

51



Przyjmijmy funkcjonaÃl w formie normy w przestrzeniLp :

G(s) = kû(x)kLp =
1
L

" Z L

0
[û(x)]p dx

# 1
p

. (2.130)

FunkcjonaÃl ten, w przeciwie¶nstwie do funkcjonaÃlu (2.128), jest r¶o_zniczkowal-
ny ze wzgl↪edu na wektor s. Ponadto, w przypadku, gdy p ! 1 , zachodzi

kû(x)kLp ! max û(x) . (2.131)

W praktyce przyjmujemy wystarczaj ↪aco du_ze p, na przykÃlad p = 10. Zbyt
wysoka pot ↪egap mo_ze natomiast prowadzi¶c do trudno¶sci numerycznych.

Innym sposobem pokanania trudno¶sci zwi ↪azanych z nier¶o_zniczkowalnym
funkcjonaÃlem (2.128) jest przeformuÃlowanie problemu optymalizacji (2.129)
do postaci

min
a
G , (2.132)

przy ograniczeniach:
û(x) · a

^

x

. (2.133)

W powy_zszych r¶ownaniach a jest wielko¶sci ↪a skalarn ↪a ograniczaj ↪ac ↪a wielko¶s¶c
amplitudy drga¶n. Tak sformuÃlowany problem jest r¶o_zniczkowalny.

Zauwa_zmy, _ze(2.133)stanowi ograniczeniebezwzgl↪ednejwarto¶sci funkcji
ju(x, t)j dla ka_zdegox. W obliczeniach numerycznych, sformuÃlowanie ci ↪agÃle
(2.133)zast↪epujesi ↪e pewnym zbioremogranicze¶n punktowych (2.123).Mo_ze
to prowadzi¶c do du_zej liczby ogranicze¶n. Wtedy, lepsz↪a od metody ukÃlad¶ow
sprz↪e_zonych okazujesi ↪e metoda bezpo¶srednia.

Problem optymalizacji (2.132,2.133)mo_zna rozwi ↪aza¶c w iteracyjny spo-
s¶ob, wykorzystuj ↪ac metod ↪e ukÃlad¶ow sprz↪e_zonych. Przyjmujemy okre¶slon ↪a
warto¶s¶c skalara a, mniejsz ↪a ni_z maksymalna amplituda drga¶n ukÃladu dy-
namicznego.W miejscu,w kt¶orym nie jest speÃlniony warunek (2.133),przy-
kÃladamy obci ↪a_zeniedo ukÃladu sprz↪e_zonego,i minimalizujemy maksymaln ↪a
amplitud ↪e drga¶n rzeczywistegoukÃladu ze wzgl↪edu na zmienneprojektowe.
Jednocze¶snie, stopniowo zmniejszamy wielko¶s¶c ograniczeniaa. Obci ↪a_zenie
ukÃladu sprz↪e_zonegoza ka_zdym razem przykÃladamy w miejscach, w kt¶orych
ukÃlad rzeczywisty nie speÃlnia ograniczenia(2.133).Procedur↪eprowadzimy do
chwili, gdy nie mo_zna ju _z zmniejszy¶c maksymalnejamplitudy drga¶n ukÃladu.
W podrozdziale2.6.1zastosowanoten spos¶ob post ↪epowania do optymalizacji
pÃlyt y, o parametrach takich jak w podrozdziaÃle 2.5.1,w przykÃladzie P5.

Innym typem funkcjonaÃl¶ow s ↪a takie, kt¶ore wyra_zaj ↪a globaln ↪a odpowied¶z
konstrukcji. Maj ↪a wtedy posta¶c caÃlki po przestrzeniukÃladu, na przykÃlad:

G = max
t

Z L

0
u2(x, t)dx . (2.134)
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Zauwa_zmy, _zew og¶olno¶sci funkcjonaÃl (2.134)nie wyra_za amplitud drga¶n,
gdy_z w ukÃladach z tÃlumieniemka_zdy punkt konstrukcji ma inne przesuni↪ecie
fazowe.Oczywi¶scieglobaln ↪a odpowied¶z konstrukcji wyra_zanam og¶olny funk-
cjonaÃl (2.121),kt¶ory stanowiÃl podstaw ↪eniniejszych rozwa_za¶n. W szczeg¶olno¶s-
ci mo_ze on mie¶c posta¶c

G =
Z t1

t0

Z L

0
u2(x, t)dx dt . (2.135)

Na og¶oÃl, w przypadku drga¶n periodycznych, przedziaÃl czasowy dotyczy jed-
nego okresu drga¶n t1 ¡ t0 = T . FunkcjonaÃl (2.135) wyra_za u¶srednion↪a w
czasiei przestrzeniodpowied¶z caÃlej konstrukcji na wymuszeniedynamiczne.
Przy tak przyj ↪etym funkcjonale, w podej¶sciu prezentowanym w rozprawie,
ukÃlad sprz↪e_zony winien by¶c obci ↪a_zony dynamicznym obci ↪a_zeniem ci ↪agÃlym
pa(x, t) = 2u(x, t). Zwr¶o¶cmy uwag↪e, _ze w przypadku ukÃlad¶ow z tÃlumieniem,
obci ↪a_zenieto, wraz zezmian ↪a poÃlo_zeniax, zmieniaswoj ↪a warto¶s¶c oraz prze-
suni↪ecie fazowe. Stanowi to pewn ↪a trudno¶s¶c, kt¶or ↪a mo_zna pokona¶c m.in.
poprzezdyskretyzacj↪e obci ↪a_zeniasprz↪e_zonego.

Na koniec, warto wspomnie¶c o jeszczeinnym typie funkcjonaÃlu, miano-
wicie wyra_zaj ↪acym dyssypacj↪e energii spowodowan ↪a tÃlumieniem ukÃladu w
okre¶slonym przedzialeczasowym. Mo_zna go zde¯niowa¶c jako

G =
Z t1

t0
Fc _ucdt , (2.136)

gdzieFc jest siÃl ↪a tÃlumienia, natomiast _uc reprezentuje tuta j odpowiadaj ↪ac ↪a
tej sile pr ↪edko¶s¶c przemieszczenia.Oczywi¶scie,zazwyczaj rozpatrujemy prze-
dziaÃl czasowy r¶owny okresowi drga¶n. PrzykÃlad zastosowania funkcjonaÃlu dys-
sypacji energii zostaÃl przedstawiony w rozdziale4.3.

2.6.1 PrzykÃlad

Rozpatrzmy pÃlyt ↪e obci ↪a_zon ↪a skupion ↪a siÃl ↪a dynamiczn ↪a. Zadaniem naszym
jest wyznaczenietakiego poÃlo_zenia siÃly, przy kt¶orym maksymalna ampli-
tuda przemieszcze¶n û w dowolnym, nieznanym punkcie pÃlyt y, osi ↪aga mi-
nimum. Jest to problem optymalizacji typu min max (2.128, 2.129), kt¶ory
jest nier¶o_zniczkowalny. W celu rozawi ↪azaniazadania,zastosujemy podej¶scie
opisanewzorami (2.132,2.133)

Analizie poddamy pÃlyt ↪e wolnopodpart ↪a o parametrach takich samych jak
w przykÃladzie P5, przedstawionym na ko¶ncu podrozdziaÃlu 2.5.1. PÃlyta jest
obci ↪a_zonaskupion ↪a, pionow ↪a siÃl ↪a dynamiczn ↪a P (t) = 10cos(2π28t) [kN ].

Rysunek2.15przedstawia wyniki optymalizacji. Dla peÃlnej ilustracji pro-
blemu przedstawiono warstwice "p owierzchni wpÃlywowej" maksymalnejam-
plitudy pionowych drga¶n pÃlyt y, ze wzgl↪edu na poÃlo_zenie siÃly dynamicznej.
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Rysunek 2.15: Warstwice "p owierzchni wpÃlywowej" maksymalnej amplitu-
dy pionowych drga¶n pÃlyt y, ze wzgl↪edu na poÃlo_zeniesiÃly dynamicznej. Roz-
wi ↪azanieoptymalne odpowiada usytuowaniu maszyny w ¶srodku pÃlyt y (am-
plituda 94µm). Rozwi ↪azanietrywialne to usytuowanie maszyny na brzegu,
tzn. nad podpor ↪a.

Rysunek ten nale_zy rozpatrywa¶c nast↪epuj ↪aco. Je¶sli we¶zmiemy pod uwag↪e
pewienokre¶slony punkt na pÃlycie, to odczytanaz rysunku dla niegowarto¶s¶c
oznaczawielko¶s¶c maksymalnejamplitudy drga¶n pÃlyt y, przy obci ↪a_zeniuzloka-
lizowanym wÃla¶snie w tym punkcie. Wyra¶znie zaznaczmy, _ze ta maksymalna
amplituda wyst ↪epujew pewnym punkcie konstrukcji - w naszymprzykÃladzie
prawie zawszew innym ni_z przyÃlo_zona siÃla. Podczasanaliz zauwa_zono, _ze
wraz z niewielk ↪a zmian ↪a poÃlo_zenia siÃly na pÃlycie, lokalizacja maksymalnej
amplitudy drga¶n czasamizmieniaÃla si ↪e skokowo.

Cho¶c rysunek2.15z pozoru wygl ↪ada podobniedo rysunku 2.12,po kr¶ot-
kiej analizie okazuje si ↪e mi ↪edzy innymi, _ze ze wzgl↪edu na maksymaln ↪a wiel-
ko¶s¶c drga¶n pÃlyt y, zdecydowanie lepiej jest zlokalizowa¶c siÃl ↪e P (t) w punkcie
o wsp¶oÃlrz ↪ednych (x1;x2) = (3,0;2,0), ni_z w punkcie (x1;x2) = (2,5;2,0).
W pierwszymz tych przypadk¶ow, maksymalnaamplituda drga¶n pionowych
pÃlyt y wynosi 0,094[mm], i jest kilkakrotnie mniejszani_z w przypadku dru-
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Rysunek2.16:Amplitudy przemieszczeniapÃlyt y dla lokalizacji siÃly o cz↪esto¶sci
f = 28[Hz] w punkcie (x1, x2) = (3,0;2,0) [m].

gim. ÃLatwo to sprawdzi¶c por¶ownuj ↪ac zaprezentowane na rysunku 2.16prze-
mieszczeniapÃlyt y dla lokalizacji siÃly w punkcie (x1;x2) = (3,0;2,0) [m] z
wcze¶sniejszymrysunkiem 2.14.Na rysunku 2.16warto¶sci ujemneoznaczaj ↪a,
_ze przemieszczenias ↪a w przeciwnejfazie ni_z obci ↪a_zenie.

Dla lepszegozobrazowania, na rysunku 2.17, przedstawiono warstwice
amplitudy przemieszczeniapÃlyt y, dla siÃly zlokalizowanejw punkcie (x1;x2) =
(3,0;2,0) [m]. W zasadzie,rysunki 2.16i 2.17przedstawiaj ↪a w r¶o_znej formie
t ↪e sam ↪a posta¶c amplitudy drga¶n pÃlyt y.

Z rysunku 2.16wynika, _zeprzy usytuowaniu siÃly dynamicznejna ¶srodku
ukÃladu, caÃla pÃlyta drga w przeciwfaziedo siÃly. Mo_znate_z powiedzie¶c, _zedrga-
nia te maj ↪a charakter "bimodalny". Trudno bowiem wyra¶zniestwierdzi¶c, czy
posta¶c drga¶n jest zbli_zona do pierwszej,drugiej, czy trzeciej postaci drga¶n
wÃlasnych. W tym przypadku maksymalna amplituda drga¶n wyst ↪epuje w
dw¶och punktach, o wsp¶oÃlrz ↪ednych (x1;x2) = (1,7;2,0) i (x1;x2) = (3,0;4,3).
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Rysunek 2.17: Warstwice amplitudy przemieszczeniapÃlyt y, dla siÃly zlokali-
zowanej w punkcie (x1;x2) = (3,0;2,0) [m].
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Oczywi¶scie, najlepiej jest zloaklizowa¶c siÃl ↪e nad podpor ↪a lub w jej pobli_zu.
Warto jednak zauwa_zy¶c, _zedla tak zde¯niowanegozadania,lepiej jest to zro-
bi¶c wzdÃlu_z dÃlu_zszych bok¶ow pÃlyt y, gdziekonstrukcja jest mniej wra_zliwa na
zmian↪e poÃlo_zeniaobci ↪a_zenia.

Przedstawiony przykÃlad wskazuje, _ze dzi ↪eki analizie wra_zliwo¶sci i opty-
malizacji mo_zna znale¶z¶c takie parametry ukÃladu, przy kt¶orych speÃlniony jest
jeden z warunk¶ow projektowych (maksymalna amplituda drga¶n pÃlyt y) bez
znacznegopogarszaniainnego(amplituda drga¶n bezpo¶sredniopod maszyn↪a).

Najwa_zniejszejest jednak to, _ze nawet problemy optymalizacji o funk-
cjonaÃlach nier¶o_zniczkowalnych ze wzgl↪edu na zmienneprojektowe mog ↪a by¶c
przeformuÃlowanedo innej postaci,kt¶ora jest r¶o_zniczkowalna.Wtedy taki pro-
blem mo_ze by¶c rozwi ↪azany przy zastosowaniu metod numerycznych progra-
mowanianieliniowego.Pomocneprzy tym s ↪a rozwijanew rozprawie narz↪edzia
analizy wra_zliwo¶sci.
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RozdziaÃl 3

UkÃlady obci ,ażone maszyn ,a
typu obrotowego

3.1 Sform uÃlowanie problem u

RozdziaÃl 3 stanowi rozszerzenierozdziaÃlu 2, a prezentowanew nim zagadnie-
nia byÃly przedstawianew pracach [33], [34] i [35]. W rozdzialetym poruszymy
problem analizy wra_zliwo¶sci i optymalizacji ukÃlad¶ow, kt¶ore obci ↪a_zones ↪a nie
tylko siÃlami pionowymi, lecz r¶ownie_z poziomymi. SiÃly poziomeb ↪ed ↪a przesu-
ni ↪etew faziew stosunkudo pionowych o π/2. W ten wÃla¶sniespos¶ob b ↪edziemy
modelowa¶c dziaÃlanie maszyny typu obrotowego.

Oczywi¶scie,r¶ownie_z tuta j obowi ↪azuj ↪a zaÃlo_zeniapoczynionew 2.1.1.Ma-
my wi ↪ec do czynieniaz liniowo spr ↪e_zystymi, tÃlumionymi ukÃladami o maÃlych
drganiach. Przyjmowa¶c b ↪edziemy model tÃlumienia wiskotycznegolub struk-
turalnego.Wymuszeniestanowi¶c b ↪ed ↪a siÃly harmoniczneo ustalonejcz↪esto¶sci
drga¶n.

Podobnie jak poprzednio, rozwa_za¶c b ↪edziemy konstrukcje bazowe typu
belkowego lub pÃlytowego. Konstrukcje te b ↪ed ↪a obci ↪a_zone oddziaÃlywaniem
maszyny obrotowej. Maszyna jest modelowana jako sztywne ciaÃlo o ¶srodku
ci ↪e_zko¶sci poÃlo_zonym na wysoko¶sci hm. Na rysunku 3.1 przedstawiono mo-
del caÃlegoukÃladu konstrukcyjnego,natomiast na rysunku 3.2 zaprezentowa-
no model samej maszyny. Pionowa oraz pozioma skÃladowa obci ↪a_zenia s ↪a
przyÃlo_zonena wysoko¶sci hP , w punkcie le_z ↪acym na linii pionowej poprowa-
dzonejze¶srodka ci ↪e_zko¶sci maszyny. W zwi ↪azku z tym przyj ↪eli¶smy, _zemaszy-
na oddziaÃluje na konstrukcj ↪e bazow ↪a w postaciskupionejsiÃly Ryr i momentu
Rϕr, w punkcie x = xr. ZakÃladamy, _zepoÃl ↪aczeniemaszyny z konstrukcj ↪a ba-
zow ↪a ma charakter spr ↪e_zysto-wiskotyczny (lub spr ↪e_zysty z tÃlumieniemstruk-
turalnym). Drgania konstrukcji bazowej r¶ownie_z s ↪a tÃlumione. Rozwa_zania
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Rysunek3.1:Model ukÃladu z maszyn↪a obrotow ↪a: a) ukÃlad pierwotny, b) ukÃlad
sprz↪e_zony.
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Rysunek3.2: Model maszyny lub pasywnegotÃlumika.

odnosz↪a si ↪e do niskich belek i pÃlyt, dla kt¶orych obowi ↪azuj ↪a odpowiednio,
zaÃlo_zenia Bernoulli'ego oraz Kirchho®'a. Dla uproszczeniaprezentacji, po-
dobnie jak w rozdziale 2, wszystkie wyprowadzeniazostan ↪a przedstawione
dla belkowegomodelu konstrukcji bazowej.

Wprowadzamy nast↪epuj ↪ace parametry steruj ↪ace, okre¶slaj ↪ace podukÃlad
dynamiczny: poÃlo_zeniexr, masamr, moment bezwÃladno¶sci masy Ir, sztyw-
no¶s¶c w kierunku pionowym kyr i obrotowym kϕr, orazodpowiedniowsp¶oÃlczyn-
niki tÃlumienia cyr i cϕr. Wprowadzamy r¶ownie_z parametry ci ↪agÃle: mas↪em(x),
sztywno¶s¶c na zginaniek(x) oraz tÃlumienie c(x).

Przyjmijmy funkcjonaÃl odpowiedzi jako funkcj ↪e pionowego i k ↪atowego
przemieszczeniamaszyny (yr orazϕr), oraz przemieszczeniabelki u(x):

G =
Z T

0

(

f1[yr(t)] + f2[ϕr(t)] +
Z L

0
f3[u(x, t)]dx

)

dt. (3.1)

Funkcjef1, f2 i f3 s ↪a funkcjami dowolnymi, leczr¶o_zniczkowalnymi zewzgl↪edu
na wektor parametr¶ow steruj ↪acych s. Wariacja funkconaÃlu δG tym razem
przyjmuje posta¶c:

δG(s) =
Z T

0

(
df1

dyr
δyr +

df2

dϕr
δϕr +

Z L

0

∂f3

∂u
δudx

)

dt. (3.2)
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Zauwa_zmy, _ze δyr oraz δϕr reprezentuj ↪a, w postaci uwikÃlanej, waria-
cje pionowych i k ↪atowych przemieszcze¶n maszyny, ze wzgl↪edu na wariacje
wszystkich parametr¶ow kontrolnych, a w¶sr¶od nich - r¶ownie_z ze wzgl ↪edu na
przemieszczeniemaszyny z xr do xr¤.

3.2 Wypro wadzenie operator¶ow wra _zliw o¶sci

W celu transformacji r¶ownania (3.2) do postaci jawnej zewzgl ↪edu na waria-
cje zmiennych projektowych, podobnie jak w rozdziale 2, zastosujemy me-
tod ↪e ukÃlad¶ow sprz↪e_zonych. Wycinek modelu konstrukcji wraz z dziaÃlaj ↪acymi
na ni ↪a siÃlami zostaÃl przedstawiony na rysunku 3.3a. Na tym samym rysun-
ku pokazano tak_ze ukÃlad po niewielkiej zmianie parametr¶ow kontrolnych.
Wszystkie wielko¶sci po zmianie s ↪a oznaczoneza pomoc ↪a g¶ornegowska¶znika
- gwiazdki. Wprowadzamy r¶ownie_z ukÃlad sprz↪e_zony (rysunek 3.3b), kt¶ory
r¶o_zni si ↪e od pierwotnegotylko tym, _ze wsp¶oÃlczynniki tÃlumienia wynosz↪a:

cayr = ¡ cyr , caϕr = ¡ cϕr , ca(x) = ¡ c(x) , (3.3)

a siÃly obci ↪a_zaj ↪acemaj ↪a posta¶c:

P a
yr =

df1

dyr
, P a

ϕr = P a
xr ¢hP =

df2

dϕr
, pa(x) =

∂f3

∂u
. (3.4)

Obci ↪a_zenie P a
ϕr jest momentem skupionym przyÃlo_zonym do masy skupio-

nej mr, w ukÃladzie sprz↪e_zonym. Zamiast momentu skupionego,realizowa¶c
mo_zemy obci ↪a_zenie w postaci siÃly poziomej P a

xr = P a
ϕr/hP , przyÃlo_zonej na

wysoko¶sci hP .
Zapiszmy r¶ownanie pracy wirtualnej z wykorzystaniem siÃl dziaÃlaj ↪acych

na ukÃlad sprz↪e_zony (rysunek 3.3b) oraz wariacji p¶ol kinematycznych ukÃladu
pierwotnego(rysunek 3.3a):

Z t1

t0

½

Ra
yr(ur? ¡ ur) + Ra

ϕr(ur? ,x ¡ ur,x) +

+
Z L

0
[(pa ¡ mÄua ¡ c _ua)(u? ¡ u) ¡ kqa(q? ¡ q)]dx

¾

dt = 0. (3.5)

Podobnie, wykorzystuj ↪ac wariacj ↪e siÃl ukÃladu pierwotnegooraz pola kinema-
tyczneukÃladu sprz↪e_zonego,zapisa¶c mo_zemy:

Z t1

t0

½

R?
yr?uar? ¡ Ryru

a
r + R?

ϕr?uar? ,x ¡ Rϕru
a
r,x +

+
Z L

0
f [(p ¡ m?Äu? ¡ c? _u?) ¡ (p ¡ mÄu ¡ c _u)]ua +

¡ (k?q? ¡ kq)qagdx
¾

dt = 0. (3.6)
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Rysunek3.3:Wycinek ukÃladu: a) ukÃlad pierwotny, przedi po wariacji zmien-
nych projektowych, b) ukÃlad sprz↪e_zony.
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Rysunek3.4:Gra¯czne wyja¶snieniezale_zno¶sci,w miejscach nieci ↪agÃlo¶sci krzy-
wizn.

Por¶ownuj ↪ac wy_zej zapisaner¶ownania do r¶owna¶n (2.8) oraz (2.9), zauwa_zy¶c
mo_zna, _zepojawiÃly si ↪e nowe czÃlony zwi ↪azanez momentami skupionymi (Ra

ϕr,
Rϕr oraz R¤

ϕr), oddziaÃlywuj ↪acymi na ukÃlady bazowe. W celu uproszczenia
zapisunie uwzgl↪edniononatomiast wariacji poÃlo_zeniapodpory.

Wprowadzamy de¯nicje wariacji przemieszczeniapionowegoi k ↪atowego:

u?r? ¡ ur = δur , u?r? ,x ¡ ur,x = δur,x , (3.7)

a nast↪epnie rozwijamy kolejne przyrosty w szeregTaylora, pozostawiaj ↪ac
jedynie liniowe czÃlony rozwini ↪ecia:

u?r ¡ ur = δur ¡ ur,xδxr , u?r,x ¡ ur,x = δur,x ¡ u¡
r,xxδxr , (3.8)

uar? ¡ uar = uar,xδxr , uar? ,x ¡ uar,x = ua+
r,xxδxr . (3.9)

Zwr¶o¶cmy szczeg¶oln ↪a uwag↪ena fakt, _zemomenty zginaj ↪ace,a wi ↪ecr¶ownie_z
krzywizny, s ↪a nieci ↪agÃle w punkcie x = xr. Z tego te_z powodu, w r¶ownaniach
(3.8) i (3.9), rozr¶o_zniamy r¶o_zniczk↪e lewostronn ↪a u

¡
,xx i prawostronn ↪a u

+
,xx. Na

rysunku 3.4 przedstawiono gra¯cznie zwi ↪azekz ostatniegor¶ownaniaw (3.9).
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Odejmuj ↪ac r¶ownanie(3.5) od (3.6), wprowadzaj ↪ac r¶ownania(3.7), (3.8) i
(3.9), caÃlkuj ↪ac przezcz↪e¶sci czÃlony δ _u i δÄu, otrzymujemy:

Z t1

t0

½

δRyru
a
r ¡ Ra

yrδur + (Ryru
a
r,x + Ra

yrur,x)δxr +

+ δRϕru
a
r,x ¡ Ra

ϕrδur,x + (Rϕru
a+
r,xx + Ra

ϕru
¡
r,xx)δxr +

¡
Z L

0
(paδu + ua(Äuδm + _uδc + qaqδk))dx +

+
Z L

0
(¡ uamδÄu + mÄuaδu ¡ uacδ _u + ca _uaδu)dx

¾

dt = 0. (3.10)

Ograniczaj ↪ac si ↪e do drga¶n periodycznych, przyjmuj ↪ac granicecaÃlkowania
po czasie,kt¶orych r¶o_znica jest r¶owna okresowi drga¶n t1 ¡ t0 = T , ostatnia
caÃlka w r¶ownaniu (3.10) si ↪e zeruje. Mo_zna to udowodni¶c maj ↪ac w pami ↪eci
(3.3) i post ↪epuj ↪ac tak jak z r¶ownaniami (2.20) oraz (2.22).

R¶ownania r¶ownowagi dla masy skupionej (rysunek 3.2) mo_zemy zapisa¶c
jako:

Pyr ¡ mrÄyr ¡ Ryr = 0, (3.11)

(Pxr ¡ mr Äwr)h ¡ Ir Äϕr ¡ Rϕr = 0. (3.12)

SiÃla i moment w spr ↪e_zysto-wiskotycznym poÃl ↪aczeniumaszyny z konstruk-
cj ↪a bazow ↪a wynosz↪a:

Ryr = kyr(yr ¡ ur) + cyr( _yr ¡ _ur) , (3.13)

Rϕr = kϕr(ϕr ¡ ur,x) + cϕr( _ϕr ¡ _ur,x) , (3.14)

gdzieyr, wr i ϕr oznaczaj ↪a odpowiednio: przemieszczeniepionowe, poziome
i k ↪atowe masy skupionejmr.

Aby przetransformowa¶c niejawne wariacje δRyr, δRϕr, δur oraz δur,x do
postaci jawnej, piszemy po raz kolejny r¶ownaniapracy wirtualnej, tym razem
dla masyskupionej.Najpierw - wykorzystuj ↪acpionowesiÃly ukÃladu sprz↪e_zone-
go oraz wariacje przemieszcze¶n ukÃladu pierwotnego:

(P a
yr ¡ mrÄyar )δyr ¡ R

a
yrδur ¡ [kyr(yar ¡ uar)+ cayr( _yar ¡ _uar)](δyr ¡ δur) = 0, (3.15)

a nat ↪epnie - dla wariacji siÃl ukÃladu pierwotnego oraz przemieszcze¶n ukÃladu
sprz↪e_zonego:

(¡ δmrÄyr ¡ mrδÄyr)yar ¡ δRyru
a
r +

¡ [δkyr(yr ¡ ur) + kyr(δyr ¡ δur) +

+ δcyr( _yr ¡ _ur) + cyr(δ _yr ¡ δ _ur)](yar ¡ uar) = 0. (3.16)
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Odejmuj ↪ac r¶ownanie (3.15) od (3.16) i caÃlkuj ↪ac przez cz↪e¶sci czÃlony zawie-
raj ↪aceδ _u i δÄu, otrzymujemy:

Z T

0
(δRyru

a
r ¡ Ra

yrδur)dt =
Z T

0

½

¡ P a
yrδyr ¡ Äyryar δmr +

¡ [δkyr(yr ¡ ur) + δcyr( _yr ¡ _ur)](yar ¡ uar)
¾

dt. (3.17)

Post↪epuj ↪ac z momentami w podobny spos¶ob jak w r¶ownaniach (3.15)-
(3.17), uzyskujemy

Z T

0
(δRϕru

a
r,x ¡ Ra

ϕrδur,x)dt =

=
Z T

0

½

P a
xrhP δϕr ¡ Äwrhmϕarδmr ¡ ÄϕrϕarδIr +

¡ [δkϕr(ϕr ¡ ur,x) + δcϕr( _ϕr ¡ _ur,x)](ϕar ¡ uar,x)
¾

dt. (3.18)

Wprowadzaj ↪ac r¶ownania (3.17), (3.18) i (3.4) do r¶ownania (3.10), osta-
tecznieotrzymujemy operator wra_zliwo¶sci:

δG =
Z T

0

½

P a
yrδyr + P a

xrhP δϕr +
Z L

0
paδudx

¾

dt =

=
Z T

0

½

(¡ Äyryar ¡ Äwrhmϕar)δmr ¡ ÄϕrϕarδIr +

+( Ryru
a
r,x + Ra

yrur,x + Rϕru
a+
r,xx + Ra

ϕru
¡
r,xx)δxr +

¡ [δkyr(yr ¡ ur) + δcyr( _yr ¡ _ur)](yar ¡ uar) +

¡ [δkϕr(ϕr ¡ ur,x) + δcϕr( _ϕr ¡ _ur,x)](ϕar ¡ uar,x) +

¡
Z L

0
(uaÄuδm + ua _uδc + qaqδk)dx

¾

dt. (3.19)

Operator (3.19) wyra_za wariacj ↪e (3.2) funkcjonaÃlu odpowiedzi (3.1) jako
jawn ↪a funkcj ↪e wariacji wszystkich parametr¶ow steruj ↪acych s. Ma on og¶oln ↪a
posta¶c, i mo_ze by¶c wykorzystany w wielu szczeg¶olnych przypadkach. Funk-
cje f1 i f2 w r¶ownaniu (3.1) reprezentuj ↪a odpowied¶z konstrukcji wyra_zon ↪a
przez pionowe i k ↪atowe przemieszczeniemaszyny. Je¶sli jeste¶smy zaintereso-
wani przemieszczeniamikonstrukcji bazowej, musimy jedynie przyÃlo_zy¶c do
bazowego ukÃladu sprz↪e_zonegosiÃl ↪e P a

yr lub moment P a
ϕr, lub obie wielko¶sci

jednocze¶snie. W efekcie jeste¶smy w stanie wyznaczy¶c dla konstrukcji bazo-
wej odpowiednio: wariacj ↪e przemieszcze¶n pionowych lub k ↪atowych, lub te_z
wariacj ↪e funkcjonaÃlu b ↪ed ↪ac ↪a wa_zon ↪a sum ↪a obu tych wariacji.

Operator (3.19)bierzezawszepod uwag↪e, _zepunkt xr, w kt¶orym mierzone
s ↪a przemieszczenia,poruszasi ↪e wraz z siÃl ↪a o δxr. Je¶sli jeste¶smy zaintereso-
wani przemieszczeniemw jednym, okre¶slonym punkcie x0, ci ↪agle mo_zemy
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wykorzysta¶c form ↪e operatora (3.19). Musimy jedynie przyÃlo_zy¶c do ukÃladu
sprz↪e_zonegosiÃl ↪e lub moment w punkciex0, oraz nie uwzgl↪ednia¶c w r¶ownaniu
(3.19) czÃlon¶ow Ra

yrur,x i Ra
ϕru

¡
r,xx.

Przyjmijmy teraz, _zesiÃly wymuszaj ↪aces ↪a harmoniczne,o okresier¶ownym
T , a mianowicie: Pyr = P̂yr cos(ωt) i Pxr = P̂xr cos(ωt ¡ φ), gdzieω = 2π/T .
Rozwa_zamy drgania ustalone.W tym przypadku, przemieszczeniau, y i w
oraz ich pochodne przestrzennei czasowe s ↪a r¶ownie_z funkcjami harmonicz-
nymi o okresieT . Jakkolwiek, zewzgl↪eduna tÃlumieniewiskotyczne,wszytkie
czÃlony w r¶ownaniu (3.19) maj ↪a r¶o_zne przesuni↪ecia fazowe θ. R¶ownie_z prze-
mieszczeniar¶o_znych punkt¶ow na belce maj ↪a r¶o_zne k ↪aty fazowe u(x, t) =
û(x) cos[ωt ¡ θ(x)]. Jest to znacznatrudno¶s¶c, jednak podobniejak w rozdzia-
le 2.4.1, wszystkie czÃlony po prawej stronie r¶ownania (3.19) mo_zemy prze-
caÃlkowa¶c analitycznie ze wzgl↪edu na czas,dla przestrzeni czasowej r¶ownej
okresowi T . W efekcie otrzymamy operator wyra_zony przez amplitudy siÃl i
przemieszcze¶n, oraz przez r¶o_znice odpowiednich przesuni↪e¶c fazowych. Dla
uproszczeniaprzepisujemy jedynie pierwsz↪a cz↪e¶s¶c operatora (3.19), ozna-
czaj ↪ac amplitud ↪e przezsymbol .̂ :

δG =
T

2
[(¡ Ä̂yrŷar cos(θ1 ¡ θ2) ¡ Ä̂wrhmϕ̂ar cos(θ3 ¡ θ4))δmr +

¡ Ä̂ϕrϕ̂ar cos(θ5 ¡ θ6)δIr + . . .] . (3.20)

Zauwa_zy¶c nale_zy, _zepo caÃlkowaniu, we wzorze(3.20) pojawiÃl si ↪e mno_znik
T/2. Je¶sli jednak, podobnie jak w rozdziale 2.4.1, przyjmiemy funkcjonaÃl
odpowiedzi wyra_zony na przykÃlad przezprzemieszczeniepionowe masy sku-
pionej:

G =
Z T

0

1
2
y2
rdt, (3.21)

gdzie:
yr = ŷr cos(ωt ¡ θ), (3.22)

to przy obci ↪a_zeniu ukÃladu sprz↪e_zonegosiÃl ↪a

P a
yr = 1 ¢cos(ωt ¡ θ) (3.23)

otrzymamy bezpo¶sredniooperator na wariacj ↪e δŷr:

δŷr = (¡ Ä̂yrŷar cos(θ1 ¡ θ2) ¡ Ä̂wrhmϕ̂ar cos(θ3 ¡ θ4))δmr +

¡ Ä̂ϕrϕ̂ar cos(θ5 ¡ θ6)δIr + . . . . (3.24)

Wyprowadzeniepowy_zszych zale_zno¶sci dla zwykÃlych ukÃlad¶ow dynamicz-
nych (bez maszyny obrotowej) zostaÃlo w szczeg¶oÃlach zaprezentowanew roz-
dziale 2.4.1. Dodajmy jeszcze,_ze w podobny spos¶ob mo_zna otrzyma¶c, tak

66



samo"przyjazn ↪a" posta¶c operatora wra_zliwo¶sci, dla wariacji amplitudy prze-
mieszczeniak ↪atowegomasyskupionejδϕ̂r, czy te_z amplitudy przemieszczenia
pionowegolub k ↪atowego,dowolnegopunktu konstrukcji bazowej.

Przedyskutujmy jeszczeprzypadektÃlumienia strukturalnego, szczeg¶olnie
u_zytecznegow przypadku drga¶n harmonicznych. Wszystkie wielko¶sci siÃl i
przemieszcze¶n maj ↪a w¶owczas posta¶c zespolon ↪a. Zapisuj ↪ac r¶ownania pracy
wirtualnej przy wykorzystaniu de¯nicji iloczynu skalarnego(2.28), post ↪epu-
j ↪ac w ten sam spos¶ob jak powy_zej dla przypadku tÃlumienia wiskotycznego,
dochodzimy do postaci bardzo podobnej do operatora (3.19). Oczywi¶scie,
podobnie te_z otrzymujemy wzory odpowiadaj ↪acer¶ownaniom(3.20) i (3.24).

Wyprowadzonew rozdziale 3 operatory wra_zliwo¶sci pozwalaj ↪a na ana-
lizowanie ukÃlad¶ow dynamicznych, w kt¶orych znaczeniemaj ↪a nie tylko siÃly
pionowe, lecz r¶ownie_z siÃly poziome, powoduj ↪ace zginanie. Co wi ↪ecej, siÃly
te mog ↪a by¶c wzgl↪edem siebie w dowolnej fazie. Pozwala to chocia_zby na
zamodelowanie oddziaÃlywania maszyny obrotowej na konstrukcj ↪e wsporcz ↪a.
Operator wyra_zony poprzezamplitudy wielko¶sci dynamicznych uÃlatwia na-
tomiast zastosowanie wyprowadzonych wzor¶ow do praktycznych zada¶n z za-
kresu optymalizacji i analizy wra_zliwo¶sci. PrzykÃlady tych zastosowa¶n b ↪ed ↪a
przedstawione w kolejnym rozdziale.

3.3 PrzykÃlady

3.3.1 Belk a wolnop odparta, z mas
↪

a skupion
↪

a, obci
↪

a_zo-
na piono w

↪
a i poziom

↪
a siÃl

↪
a dynamiczn

↪
a

Rozwa_zamy konstrukcj ↪e belkow ↪a przedstawion ↪a na rysunku 3.5. UkÃlad jest
obci ↪a_zony przez dwie siÃly dynamiczneprzyÃlo_zonedo ¶srodka ci ↪e_zko¶sci masy
skupionej: Pyr(t) = 0,1cos(10πt)[kN ] i Pxr(t) = 0,1cos(10πt ¡ π/2)[kN ].
SiÃla pozioma jest op¶o¶zniona w stosunku do pionowej o π/2. Przyj ↪ecie ta-
kich siÃl modeluje dziaÃlanie maszyny obrotowej o cz↪estotliwo¶sci f = 5[Hz],
oddziaÃlywuj ↪acej na ukÃlad siÃl ↪a o wielko¶sci 0,1[kN ]. Przyj ↪eto nast↪epuj ↪ace
parametry systemu: masa skupiona mr = 100[kg], moduÃl Young'a E =
205e6[kPa], wsp¶oÃlczynnik Poisson'a ν = 0,3[¡ ], wsp¶oÃlczynnik tÃlumienia
c = 0,0ccr. Parametry poszczeg¶olnych cz↪e¶sci ukÃladu wynosz↪a:

² element 1: sztywno¶s¶c na zginanieEI = 16398[kNm2], sztywno¶s¶c na
rozci ↪aganieEA = 1063540[kN ], masam = 155.6[kg/m],

² element 2: EI = 1590552[kNm2], EA = 3537890[kN ],
m = 5.2e ¡ 7[kg/m].
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Rysunek3.5: UkÃlad belkowy, przypadekwariacji poÃlo_zeniamasyskupionej i
siÃl dynamicznych.

W tym przykÃladzie, naszymzadaniemjest obliczeniewra_zliwo¶sci ampli-
tudy przemieszczeniapionowego konstrukcji bazowej, w punkcie x = xr,
ze wzgl↪edu na wariacj ↪e masy skupionej δmr oraz wariacj ↪e poÃlo_zenia po-
dukÃladu dynamicznego.Zauwa_zmy, _ze zar¶owno poÃlo_zenie tego podukÃladu,
jak i poÃlo_zeniepunktu, w kt¶orym badamy amplitud ↪eprzemieszczenia,przesu-
waj ↪a si ↪e jednocze¶snieo δxr. W celuwyznaczeniawra_zliwo¶sci δûr, konstrukcj ↪e
bazow ↪a ukÃladu sprz↪e_zonegoobci ↪a_zamy siÃl ↪a pionow ↪a P

a
yr = 1¢cos(10πt ¡ θ1).

Dla wyznaczeniawra_zliwo¶sci δûr,x, konstrukcj ↪e bazow ↪a obci ↪a_zamy momen-
tem P a

ϕr = 1 ¢cos(10πt ¡ θ2). Symbole θ1 i θ1 oznaczaj ↪a odpowiednio prze-
suni↪ecia fazowe przemieszczeniaur i k ↪ata obrotu ur,x konstrukcji bazowej
ukÃladu pierwotnego.

W obliczeniach wykorzystali¶smy operatory w formie (3.24), a uzyskane
wyniki por¶ownali¶smy z wynikami uzyskanymi Metod ↪a R¶o_znic Sko¶nczonych,
dla wprowadzonych perturbacji δmr = 5[kg] i δxr = 0,05[m].

Przy u_zyciu wyprowadzonych operator¶ow, dla wariacji skupionej masy,
otrzymali¶smy:

δG = (¡ Ä̂yrŷ
a
r cos(θ1 ¡ θ2) ¡ Ä̂wrhϕ̂ar cos(θ3 ¡ θ4))δmr , (3.25)

δûr = [(¡ 2,5439e ¡ 2) ¢(2,5249e ¡ 7) ¢cos(¡ 11,59¡ 168,41)+

¡ (5,8142e ¡ 3) ¢0,8 ¢(6,4737e ¡ 8) ¢cos(¡ 11,59¡ 151,54)]δmr =

= (0.672e ¡ 8)δmr ,(3.26)

δûr,x = [(¡ 2,5439e ¡ 2) ¢(6,4739e ¡ 8) ¢cos(¡ 28,46¡ 168,41)+

¡ (5,8142e ¡ 3) ¢0,8 ¢(4,3676e ¡ 8) ¢cos(¡ 28,46¡ 151,54)]δmr =

= (0,178e ¡ 8)δmr . (3.27)
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Dla por¶ownania,wykorzystuj ↪ac Metod ↪e R¶o_znic Sko¶nczonych uzyskali¶smy:

δûr = (0,68e ¡ 8)δmr , (3.28)

δûr,x = (0,182e ¡ 8)δmr . (3.29)

U_zywaj ↪acwyprowadzonych operator¶ow, dla przypadku wariacji poÃlo_zenia
siÃly, mamy:

δG = [P̂yrûar,x cos(.) + P̂ a
yrûr,x cos(.) + P̂ϕrû

a+
r,xx cos(.) +

+ P̂ a
ϕrû

¡
r,xx cos(.) ¡ mr( Ä̂urûar,x cos(.) + Ä̂u

a

r ûr,x cos(.)) +

¡ h2mr( Ä̂ur,xûa+
r,xx cos(.) + Ä̂u

a

r,xû
¡
r,xx cos(.))]δxr . (3.30)

W powy_zszymwzorze,symbolem (.) oznaczonoodpowiedni ↪a r¶o_znic↪e k ↪at¶ow
przesuni↪e¶c fazowych. Po podstawieniu wszystkich warto¶sciuzyskanych z pro-
gramu ABAQUS, odpowiednie wariacje wynosz↪a:

δûr = (12,226e ¡ 6)δxr , (3.31)

δûr,x = (¡ 4,925e ¡ 6)δxr . (3.32)

Metoda R¶o_znic Sko¶nczonych w poÃl ↪aczeniuz Metod ↪a Element¶ow Sko¶nczonych
daje nast↪epuj ↪acerezultaty:

δûr = (11,96e ¡ 6)δxr , (3.33)

δûr,x = (¡ 5,154e ¡ 6)δxr . (3.34)

Zgodno¶s¶c wszystkich por¶ownywalnych wynik¶ow jest du_za,copotwierdzapra-
widÃlowo¶s¶c wyprowadzonych wzor¶ow oraz ich u_zyteczno¶s¶c w zastosowaniach
do problem¶ow optymalizacji.

3.3.2 Belk a obustronnie ut wierdzona, obci
↪

a_zona siÃl
↪

a
piono w

↪
a i momen tem skupion ym

W drugim przykÃladzietegorozdziaÃlu rozwa_za¶c b ↪edziemy obustronnieutwier-
dzon ↪a belk ↪e, obci ↪a_zon ↪a r¶o_znymi rodzajami obci ↪a_ze¶n dynamicznych. Na ry-
sunku 3.6 przedstawiono model tegoukÃladu. Parametry systemu s ↪a nast↪epu-
j ↪ace:dÃlugo¶s¶c belki L = 6,00[m], sztywno¶s¶c na zginanieEI = 16398[kNm2],
sztywno¶s¶c osiowaEA = 1063540[kN ], masam = 2011,54[kg/m], tÃlumienie
c = 0,10ckr . Dwie pierwszecz↪esto¶sci drga¶n wÃlasnych belki wynosz↪a: f1 =
8,930[1/s], f2 = 24,616[1/s].

W zadaniu rozwa_za¶c b ↪edziemy nast↪epuj ↪ace, szczeg¶olne przypadki ob-
ci ↪a_zeniadynamicznego,dla r¶o_znych cz↪esto¶sci f :
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Rysunek 3.6: Model ukÃladu belkowego, obustronnie utwierdzonego, ob-
ci ↪a_zonegosiÃl ↪a pionow ↪a i momentem.

² siÃla pionowa Pr(t) = 1,0cos(2πft) [kN ],

² moment zginaj ↪acyMr(t) = 0,8cos(2πft ¡ π/2) [kNm],

² jednoczesnedziaÃlanie siÃly Pr(t) i momentu Mr(t).

Naszym zadaniem jest znalezieniewariacji amplitudy przemieszczenia
pionowegoi k ↪atowego,dla punktu znajduj ↪acegosi ↪ew ¶srodku rozpi ↪eto¶scibelki
δu(x = l/2), ze wzgl↪edu na wariacj ↪e poÃlo_zenia siÃly. Ponadto chcemy odpo-
wiedzie¶c na pytanie: jakie jest optymalneusytuowanieobci ↪a_zeniazewzgl↪edu
na minimalizacj ↪e drga¶n w ¶srodku belki. Na wykresach 3.7 oraz 3.8 przed-
stawiono odpowiednio wariacj ↪e amplitudy oraz wielko¶s¶c samej amplitudy
drga¶n pionowych, punktu znajduj ↪acegosi ↪e w ¶srodku rozpi ↪eto¶sci belki, ja-
ko funkcj ↪e poÃlo_zeniaobci ↪a_zenia,dla cz↪esto¶sci siÃly wymuszaj ↪acejf = 8[1/s] i
f = 23[1/s]. Analogicznie,na wykresach 3.9oraz3.10zaprezentowanoodpo-
wiedniezale_zno¶sci dla amplitudy k ↪ata obrotu belki, w ¶srodku jej rozpi ↪eto¶sci.
Na wykresach 3.7, 3.8, 3.9 i 3.10 krzywe oznaczoneliter ↪a "P" odpowiadaj ↪a
przypadkowi obci ↪a_zenia belki siÃl ↪a pionow ↪a Pr(t). Podobnie, krzywe ozna-
czoneliter ↪a "M" odpowiadaj ↪a przypadkowi obci ↪a_zenia w postaci momentu
skupionegoMr(t). Oznaczenie"P+M" odpowiada przypadkowi jednoczesne-
godziaÃlania siÃly pionowej Pr(t) orazprzesuni↪etegow stosunkudo niej w fazie
o π/2 momentu Mr(t).

Analizuj ↪ac wykresy amplitud drga¶n pionowych, mo_zemy zauwa_zy¶c, _ze w
¶srodkowej cz↪e¶sci belki decyduj ↪aceznaczeniema obci ↪a_zeniesiÃl ↪a pionow ↪a, na-
tomiast wraz z przesuwaniem obci ↪a_zeniaw stron ↪e podp¶or wzrastaznaczenie
momentu skupionego.W przypadku pierwszejcz↪esto¶sci wymuszaj ↪acej, naj-
wi ↪ekszeamplitudy drga¶n pionowych, punktu znajduj ↪acegosi ↪e w ¶srodku roz-
pi ↪eto¶sci belki, uzyskujemy dla obci ↪a_zeniausytowanegow ¶srodku rozpi ↪eto¶sci
ukÃladu. Taki sam wynik uzyskujemy przy obci ↪a_zeniu siÃl ↪a pionow ↪a, jak i ze-
stawem siÃly pionowej z momentem skupionym. Jednakju _z w przypadku dru-
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dun/dx r dla (c=0,1ckr ; f=8 Hz)
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Rysunek 3.7: Operator wra_zliwo¶sci amplitudy drga¶n pionowych punktu
le_z ↪acegona ¶srodku belki ûn jako funkcja poÃlo_zenia siÃly xr: a) f = 8Hz,
b) f = 23Hz.
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un(x r) dla (c=0,1ckr ; f=8 Hz)
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Rysunek3.8: Amplituda drga¶n pionowych punktu le_z ↪acegona ¶srodku belki
ûn jako funkcja poÃlo_zeniasiÃly xr: a) f = 8Hz, b) f = 23Hz.
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du,x n/dx r dla (c=0,1ckr ; f=8 Hz)
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du,x n/dx r dla (c=0,1ckr ; f=23 Hz)
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Rysunek 3.9: Operator wra_zliwo¶sci amplitudy drga¶n k ↪atowych punktu
le_z ↪acegona ¶srodku belki ûn jako funkcja poÃlo_zenia siÃly xr: a) f = 8Hz,
b) f = 23Hz.
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u,x n(x r) dla (c=0,1ckr ; f=8 Hz)
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u,x n(x r) dla (c=0,1ckr ; f=23 Hz)
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Rysunek3.10: Amplituda drga¶n k ↪atowych punktu le_z ↪acegona ¶srodku belki
ûn jako funkcja poÃlo_zeniasiÃly xr: a) f = 8Hz, b) f = 23Hz.
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giej cz↪esto¶sci wymuszaj ↪acej,najwi ↪ekszeamplitudy uzyskujemy dla przypad-
ku obci ↪a_zenia belki zestawem siÃly i momentu, znajduj ↪acym si ↪e w punkcie
xr = 4,0[m]. Zwr¶o¶cmy uwag↪e na fakt, _ze pojawiaj ↪a si ↪e takie lokalizacjeob-
ci ↪a_zenia, dla kt¶orych wpÃlyw dziaÃlania siÃly pionowej jest wi ↪ekszyni_z wpÃlyw
jednoczesnegodziaÃlania siÃly i momentu.

W przypadku badania amplitudy k ↪ata obrotu belki, w punkcie znaj-
duj ↪acymsi ↪ew ¶srodku jej rozpi ↪eto¶sci,mo_zemy doj¶s¶c do podobnych wniosk¶ow.
GÃl¶owna r¶o_znica polegana tym, _ze tym razem,wpÃlyw obci ↪a_zeniamomentem
zginaj ↪acym jest bardzo istotny r¶ownie_z w przypadku, gdy moment ten jest
zlokalizowany w stre¯e ¶srodkowej. Na uwag↪e zasÃluguje r¶ownie_z fakt, _ze am-
plitudy drga¶n k ↪atowych s ↪a wi ↪ekszedla wy_zszejcz↪esto¶sci wymuszaj ↪acej.

Spogl ↪adaj ↪ac kryt yczniena uzyskanewyniki musimy stwierdzi¶c, _zezar¶ow-
no wykresy amplitud jak i ich wariacji s ↪a nieregularne.Jest to bardziej wi-
docznedla k ↪ata obrotu belki, szczeg¶olnie przy wy_zszych cz↪esto¶sciach drga¶n.
Niestety, w du_zym stopniu, utrudnia to procesoptymalizacji.

Na koniectego przykÃladu pragn↪e podzieli¶c si ↪e jeszczejednym spostrze_ze-
niem. Na podstawie innych, wykonanych oblicze¶n i analiz ukÃladu dynamicz-
nego u_zywanegow tym przykÃladzie, mo_zna stwierdzi¶c, _ze w pewnych za-
kresach cz↪esto¶sci drga¶n, dla pewnych lokalizacji obci ↪a_zenia,wzrost wielko¶sci
tÃlumienia paradoksalnieprowadzi do wzrostu wielko¶sci drga¶n. Obserwacja ta
skÃlania nasdo uwa_zniejszejanalizy praktycznych problem¶ow dynamicznych.
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RozdziaÃl 4

UkÃlady z wiskospr ,eżystymi
przegubami o zmiennych
parametrach

4.1 Sform uÃlowanie problem u

Zagadnieniepodatno¶sci poÃl ↪acze¶n byÃlo wielokrotnie podejmowanew literatu-
rze. WywoÃlywaÃlo ono, szczeg¶olnie w ostatnim czasie,ogromnezainteresowa-
nie in_zynier¶ow praktyk¶ow. Przytoczy¶c tuta j mo_zna chocia_zby prace rozwi-
jaj ↪ace teori ↪e analizy numerycznejobci ↪a_zonych statycznie ram z podatnymi
w ↪ezÃlami. Spr↪e_zysta podatno¶s¶c rotacyjna byÃla uwzgl↪edniona przez Kurzaw ↪e
et al. [49] , natomiast rotacyjna i translacyjna - przez Cichonia i Januszka
[14].

W rozdziale 4 rozpatrywa¶c b ↪edziemy problem wra_zliwo¶sci ukÃlad¶ow dy-
namicznych na parametry opisuj ↪ace uog¶olniony, wiskospr↪e_zysty przegub, a
mianowicie: jego poÃlo_zenie,sztywno¶s¶c i tÃlumienie.

Zagadnieniewra_zliwo¶sci konstrukcji na zmian↪e poÃlo_zenia i sztywno¶sci
przegubuspr ↪e_zystegobyÃlo przedstawionew publikacji [28]. W tej cz↪e¶sci pra-
cy chcemy poszerzy¶c wcze¶sniejszebadania poprzezwprowadzenietÃlumienia
do przegubu, oraz dopuszczenie,w miejscu wyst ↪epowania przegubu, nie-
ci ↪agÃlo¶sci nie tylko k ↪ata obrotu, lecz r¶ownie_z przemieszcze¶n. Wyniki bada¶n,
obejmuj´acetematycznie ten rozdziaÃl, byÃly przedstawione w [36].

Obowi ↪azuj ↪a tuta j te samezaÃlo_zenia, kt¶ore przyj ↪eto w 2.1.1. UkÃlady dy-
namiczneo maÃlych drganiach, typu belkowegolub pÃlytowego,zachowuj ↪a si ↪e
liniowo-spr↪e_zy¶scie. Konstrukcje mog ↪a by¶c tÃlumione; wprowadza si ↪e model
tÃlumienia wiskotycznegolub strukturalnego. Wymuszeniestanowi¶c b ↪ed ↪a siÃly
harmoniczneo ustalonej cz↪esto¶sci drga¶n.
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Rysunek 4.1: Model tÃlumionegoukÃladu dynamicznegoz uog¶olnionym prze-
gubem.

Model ukÃladu zostaÃl zaprezentowany na rysunku 4.1. Jako zmiennepro-
jektowe przyj ↪eto te parametry, kt¶ore nie byÃly przedmiotemanaliz we wcze¶s-
niejszych rozdziaÃlach. Wariacji mo_ze podlega¶c zatem poÃlo_zenieprzegubuxz
oraz wsp¶oÃlczynniki okre¶slaj ↪acekolejno: sztywno¶s¶c obrotow ↪a kϕz i tÃlumienie
obrotoweprzegubucϕz, sztywno¶s¶c na przemieszczeniepionowekyz i tÃlumienie
przemieszcze¶n pionowych cyz. Dla kompletno¶sci, jako zmienne projektowe
traktujemy r¶ownie_z parametry ci ↪agÃle: pole przekroju poprzecznegoA(x),
sztywno¶s¶c na zginanie k(x), tÃlumienie c(x). Nale_zy zaznaczy¶c, _ze w roz-
wa_zaniach dopuszczamy nieci ↪agÃlo¶s¶c przekroju poprzecznegoA oraz sztyw-
no¶sci na zginaniek w punkcie x = xz. Przypomnijmy te_z, _ze w przypadku
belki k = EI, natomiast dla pÃlyt y wsp¶oÃlczynnik sztywno¶sci jest okre¶slony
tak, jak w r¶ownaniu (2.2). W przypadku pÃlyt y, przegubmo_ze by¶c zde¯nio-
wany jedynie w postaci prostej linii, w pÃlaszczy¶znie¶srodkowej.

Przyj ↪eto og¶oln ↪a posta¶c funkcjonaÃlu odpowiedzi:

G =
Z t1

t0

Z L

0
F (u) dx dt, (4.1)

gdzie F (u) jest dowoln ↪a, r¶o_zniczkowaln ↪a funkcj ↪a ze wzgl↪edu na przemiesz-
czeniau(x, t). Wariacja funkconaÃlu δG przyjmuje posta¶c:

δG(s) =
Z t1

t0

Z L

0

∂F

∂u
δu dx dt. (4.2)

Naszymzadaniemjest znalezieniejawnej postaciwra_zliwo¶sci funkcjonaÃlu
(4.1), zewzgl↪eduna maÃle zmiany parametr¶ow projektowych xz, kϕz, cϕz, kyz,
cyz, A(x), k(x), c(x).

4.2 Wypro wadzenie operator¶ow wra _zliw o¶sci

NiechM , T , u i κ oznaczaj ↪a odpowiednio:moment zginaj ↪acy, siÃl ↪epoprzeczn↪a,
przemieszczeniapionowe i krzywizn ↪e (κ = ¡ u00). Przyjmijmy, _ze wisko-
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Rysunek 4.2: Belka o cechach wiskospr↪e_zystych: a) ukÃlad pierwotny - pole
przemieszcze¶n i jego wariacja, b) ukÃlad sprz↪e_zony.

spr↪e_zysty przegub znajduje si ↪e w punkcie x = xz. W punkcie tym dopusz-
czamy nieci ↪agÃlo¶s¶c przemieszcze¶n pionowych i k ↪ata obrotu, o skokach µz i
γz:

µz = uz+ ¡ uz¡ , γz = u0
z¡ ¡ u0

z+ . (4.3)

Indeks dolny z¡ oznacza,_zesymbol dotyczy warto¶sci okre¶slonejdla punktu
znajduj ↪acegosi ↪e niesko¶nczenieblisko punktu o wsp¶oÃlrzednejx = xz, po jego
lewej stronie. Indeks dolny z+ oznaczaodpowiednio warto¶s¶c prawostronn ↪a.

Moment zginaj ↪acy i siÃla poprzecznaw przegubiemog ↪a by¶c wyra_zonejako:

Mz = kϕzγz + cϕz _γz , Tz = kyzµz + cyz _µz. (4.4)

Przemieszczeniapierwotnej konstrukcji zostaÃly przedstawionena rysunku
4.2a.Na tym samym rysunku pokazanoukÃlad po wariacji zmiennych projek-
towych. Wielko¶sci po wariacji oznaczonoindeksemg¶ornym ¤. Aby transfor-
mowa¶c r¶ownanie(4.2) do postaci jawnej, wprowadzamy problem sprz↪e_zony.
UkÃlad sprz↪e_zony (rysunek4.2b) jest podobny do pierwotnego,i jest obci ↪a_zony
siÃl ↪a dynamiczn ↪a

pa(x, t) =
∂F

∂u
. (4.5)

Odpowiedniepola kinematycznei dynamiczneukÃladu sprz↪e_zonegooznaczone
s ↪a indeksemg¶ornym a.
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Zapisa¶c mo_zemy r¶ownaniepracy wirtualnej u_zywaj ↪ac siÃl ukÃladu sprz↪e_zo-
negooraz wariacji pola kinematycznegoukÃladu pierwotnego:

Z t1

t0

½Z

L
(paδu ¡ ρAÄuaδu ¡ c _uaδu ¡ Maδ· )dx +

+ pa
³
u¤
z¡ ¡ uz+

´
δxz ¡ ρA+ Äuaz+

³
u¤
z¡ ¡ uz+

´
δxz +

¡ Ma
z¤γ

¤
z¤ + Ma

z γz ¡ Ma
z+

³
κ¤
z¡ ¡ κz+

´
δxz +

¡ T az¤µ
¤
z¤ + T az µz + T az+

³
u0¤
z¡ ¡ u0

z+

´
δxz

¾

dt = 0. (4.6)

Wprowadzaj ↪ac sprz↪e_zonepole kinematycznei wariacje pierwotnegopola dy-
namicznego,uzyskujemy odpowiednio:

Z t1

t0

½Z

L
(¡ ρ (A¤Äu¤ ¡ AÄu) ua ¡ (c¤ _u¤ ¡ c _u) ua ¡ δM· a) dx +

¡ ρ (Az¡ ¡ Az+ ) Äuzuazδxz +

¡ (M¤
z ¡ Mz) γaz ¡

³
M¤

z¡ ¡ Mz+

´
κaz+ δxz +

¡ (T ¤
z ¡ Tz) µaz +

³
T ¤
z¡ ¡ Tz+

´
u0a
z+ δxz

¾

dt = 0. (4.7)

W powy_zszych wzorach ρ oznaczag ↪esto¶s¶c materiaÃlu konstrukcji, natomiast
Äu = ∂2u/∂t2, u0 = ∂u/∂x, oraz κ = ¡ u00. Zaznaczmy te_z, _ze caÃlkowanie po
dÃlugo¶sci x odbywa si ↪e z wyÃl ↪aczeniempunktu o wsp¶oÃlrz ↪ednejx = xz:

Z

L
. . . dx =

Z z¡

0
. . . dx +

Z L

z+
. . . dx . (4.8)

CaÃlkowanie po niesko¶nczeniemaÃlym obszarzeδxz = xz+ ¡ xz¡ jest reprezen-
towanew r¶ownaniach (4.6) i (4.7) przezczÃlony zawieraj ↪aceδxz.

Wyprowadzeniewzoru na wra_zliwo¶s¶c funkcjonaÃlu δG przeprowadzamy
w podobny spos¶ob jak wyprowadzenia przedstawione w rozdziaÃlach 2 i 3.
Odejmujemy wi ↪ec (4.6) od (4.7), rozwijamy perturbacje w szeregTaylora, i
pozostawiamy jedynie liniowe czÃlony rozwini ↪eciaze wzgl↪edu na wariacje. W
ten spos¶ob otrzymujemy wyra_zeniena wariacj ↪e δG. Niestety, to wyra_zenie
ci ↪agle zawiera uwikÃlane wariacje parametr¶ow kontrolnych. CaÃlkuj ↪ac te wy-
ra_zenia przez cz↪e¶sci ze wzgl↪edu na czasoraz zakÃladaj ↪ac ustalone warunki
pocz ↪atkowe dla ukÃladu pierwotnego i okre¶slone dla chwili t = t1 warun-
ki ukÃladu sprz↪e_zonego(por¶ownaj warunki (2.24) i (2.25)), wprowadzaj ↪ac
nast↪epuj ↪acewsp¶oÃlczynniki tÃlumienia:

ca = ¡ c , caϕz = ¡ cϕz , cayz = ¡ cyz , (4.9)
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ostateczniedochodzimy do jawnej postaci wariacji funkcjonaÃlu odpowiedzi
δG:

δG =
Z t1

t0

Z L

0
paδudxdt =

Z t1

t0

½Z

L
paδudx + pa(uz¡ ¡ uz+ )δxz

¾

dt =

=
Z t1

t0

½Z

L
(¡ ρδAÄuua ¡ δc _uua ¡ δk·· a) dx +

+
³
ρAz+ Äuaz+ uz¡ ¡ ρAz¡ Äuz¡ u

a
z+

´
δxz +

+
³
M0a

z+ γz + M0
z¡ γ

a
z

´
δxz +

³
Ma

z+ κz¡ ¡ Mz¡ κ
a
z+

´
δxz +

+
³
T 0a

z+ µz + T 0
z¡ µ

a
z

´
δxz +

³
¡ T az+ u

0
z¡ + Tz¡ u

0a
z+

´
δxz +

¡ (δkϕzγz + δcϕz _γz) γaz + ¡ (δkyzµz + δcyz _µz) µaz

¾

dt = 0.

(4.10)

Drugi wiersz wzoru (4.10) wyra_za operator wra_zliwo¶sci ze wzgl ↪edu na wa-
riacj ↪e parametr¶ow ci ↪agÃlych: pola przekroju poprzecznego(masy), wsp¶oÃlczyn-
nika tÃlumienia, oraz sztywno¶sci. Kolejne trzy wierszewzoru wyra_zaj ↪a wra_z-
liwo¶s¶c zwi ↪azan ↪a z wariacj ↪a poÃlo_zeniauog¶olnionegoprzegubu.Zauwa_zmy, _ze
M0 oznaczasiÃl ↪e poprzeczn↪a, natomiast T 0 - obci ↪a_zenie rozÃlo_zone. Ostatni
wierszzwi ↪azany jest z wariacj ↪a parametr¶ow okre¶slaj ↪acych pozostaÃle, wisko-
spr↪e_zyste wÃla¶sciwo¶sci przegubu. Godna uwagi jest swego rodzaju symetria
wyprowadzonych operator¶ow. Mo_zna j ↪a byÃlo oczywi¶scie zauwa_zy¶c r¶ownie_z
we wszystkich, wcze¶sniej wyprowadzonych operatorach, w rozdziaÃlach 2 i 3.

W przypadku drga¶n periodycznych o okresie drga¶n T , przy przyj ↪eciu
granic caÃlkowania po czasie t1 ¡ t0 = T , unikamy caÃlkowania problemu
sprz↪e_zonego"wstecz". Dla szczeg¶olnegoprzypadkudrga¶n harmonicznych mo-
_zemy w spos¶ob jawny przecaÃlkowa¶c r¶ownanie (4.10) po czasiet1 ¡ t0 = T ,
i wyrazi¶c je poprzez amplitudy poszczeg¶olnych wielko¶sci oraz ich przesu-
ni ↪ecia fazowe. Wyprowadzone wyra_zenie (4.10) mo_ze by¶c zastosowane do
szczeg¶olnych przypadk¶ow funkcjonaÃl¶ow odpowiedzi. In _zynierskie problemy
bardzo cz↪esto dotycz ↪a wielko¶sci amplitud przemieszcze¶n, pr ↪edko¶sci i przy-
spiesze¶n w szczeg¶olnych punktach konstrukcji, przedewszystkim w punkcie
pod zainstalowan ↪a maszyn↪a. Wszystkiezagadnieniaporuszonew powy_zszym
akapicie zostaÃly szczeg¶oÃlowo om¶owione w rozdziale2 niniejszej rozprawy, a
tak_ze w [36].

80



Rysunek 4.3: Belka z uog¶olnionym przegubem dopuszczaj ↪acym nieci ↪agÃlo¶s¶c
k ↪ata obrotu, obci ↪a_zonapionow ↪a siÃl ↪a dynamiczn ↪a.

4.3 PrzykÃlady opt ymalizacji

4.3.1 Belk a z uog¶olnion ym przegub em

Poni_zej rozwa_zamy belk ↪e przesztywnion ↪a z uog¶olnionym przegubem. Bel-
ka, przedstawiona na rysunku 4.3, obci ↪a_zona jest skupion ↪a siÃl ↪a dynamiczn ↪a
P (t) = 1¢cos(2πft). Przegubdopuszczanieci ↪agÃlo¶s¶c k ↪ata obrotu belki. Sztyw-
no¶s¶c belki na zginaniewynosiEI = 5678,5kNm2, natomiast jej masam =
140,3kg/m. ZakÃladamy, _zetÃlumieniewyst ↪epujejedynie w samym przegubie.

PrzykÃlad ten ma zaprezentowa¶c wpÃlyw parametr¶ow opisuj ↪acych przegub
na dynamiczn ↪a odpowied¶z konstrukcji. Analizowa¶c zatemb ↪edziemy wariacj ↪e
amplitudy drga¶n pionowych pod siÃl ↪a P (t), zewzgl↪edu na wariacje poÃlo_zenia
oraz wsp¶oÃlczynnik¶ow sztywno¶sci i tÃlumienia przegubu. Zadanie rozwa_za¶c
b ↪edziemy dla dw¶och cz↪esto¶sci siÃly wymuszaj ↪acej, a mianowicie f1 = 18Hz
i f2 = 30Hz. ZostaÃly one przyj ↪ete tak, _ze pierwszacz↪esto¶s¶c wÃlasna belki z
caÃlkowicie usztywnionym przegubem le_zy pomi ↪edzy obiema analizowanymi
cz↪esto¶sciami f1, f2.

Rysunki 4.4 i 4.5prezentuj ↪a amplitudy przemieszcze¶n pod siÃl ↪a, odpowied-
nio dla cz↪esto¶sci f1 = 18Hz i f2 = 30Hz, jako funkcje parametr¶ow sztyw-
no¶sci i tÃlumienia, dla r¶o_znych poÃlo_ze¶n przegubu.Analizy byÃly prowadzonedla
szerokiegozakresuwsp¶oÃlczynnik¶ow tÃlumienia i sztywno¶sci. Zerowe warto¶sci
tych wsp¶oÃlczynnik¶ow na rysunkach 4.4 i 4.5 odnosz↪a si ↪e do idealnegoprze-
gubu. Najwi ↪ekszawarto¶s¶c sztywno¶sci k praktycznie odpowiada poÃl ↪aczeniu
sztywnemu. Wsp¶oÃlczynnik tÃlumienia c zostaÃl tak wyskalowany, _ze wpÃlyw
wewn↪etrznej siÃly tÃlumienia w przegubiejest podobny do wpÃlywu siÃly spowo-
dowanej sztywno¶sci ↪a przegubuk. St ↪ad, najwi ↪ekszewarto¶sci wsp¶oÃlczynnika c

81



r¶ownie_z odpowiadaj ↪a prawie sztywnemu poÃl ↪aczeniu.
Warto¶sciszczytoweamplitud na rysunkach 4.4a,d,e,fpokazuj ↪a, _zecz↪esto¶s¶c

f1 = 18Hz wypada blisko cz↪esto¶sci rezonansowej. W takich przypadkach,
wzrost tÃlumienia powoduje obni_zenieamplitud drga¶n. Na rysunku 4.5 zaob-
serwowa¶c mo_zemy odwrotn ↪a relacj↪e. Jest interesuj ↪ace, _ze wzrost tÃlumienia
powoduje wzrost amplitud drga¶n. Na og¶oÃl zdarzasi ↪e to w przypadkach, gdy
wzrost sztywno¶sci konstrukcji zbli_za cz↪esto¶s¶c drga¶n wÃlasnych do cz↪esto¶sci
drga¶n wymuszonych. Wniosek ten powinien przestrzega¶c przed automatycz-
nym dziaÃlaniem w przypadku projektowania konstrukcji obci ↪a_zonych dy-
namicznie.Niewielka, bÃl ↪edna zmiana parametr¶ow opisuj ↪acych takie ukÃlady,
mo_zedoprowadzi¶c do znacznegopogorszeniawarunk¶ow no¶sno¶sci i u_zytkowa-
nia konstrukcji.

Zwr¶o¶cmy jeszczeuwag↪ena kilka wa_znych aspekt¶ow wynikaj ↪acych z otrzy-
manych wynik¶ow przeprowadzonych analiz. Zauwa_zmy mi ↪edzy innymi, i _z
w przypadku poÃlo_zenia przegubux = 1,0m (rysunki 4.4c, 4.5c), amplitu-
da drga¶n pod siÃl ↪a jest niewra_zliwa na pozostaÃle parametry opisuj ↪ace prze-
gub. Jest to spowodowanetym, _zew miejscux = 1,0m momenty zginaj ↪ace
belk ↪e s ↪a bliskie zeru. Jest to tak zwanenaturalne poÃlo_zenieprzegubu.Inn ↪a,
charakterystyczn ↪a spraw ↪a jest du_za wra_zliwo¶s¶c drga¶n na parametry opi-
suj ↪aceprzegub.Jest to widocznew przypadku siÃly wymuszaj ↪acejo cz↪esto¶sci
f = 18Hz. Zauwa_zmy, _ze najmniejsze drgania pod siÃl ↪a wymuszaj ↪ac ↪a, w
przypadku obu cz↪esto¶sci, s ↪a osi ↪agni↪ete dla idealnegoprzegubu poÃlo_zonego
w punkcie x = 4,0m. Je¶sli niewiele zwi ↪ekszymy sztywno¶s¶c (rysunek 4.4f)
lub tÃlumienie (rysunek 4.5f) tego przegubu, drgania praktycznie osi ↪agaj ↪a
warto¶sci maksymalne.Godne uwagi jest r¶ownie_z to, _zeamplituda przemiesz-
cze¶n pod siÃl ↪a wymuszaj ↪ac ↪a, jako funkcja parametr¶ow projektowych, okazuje
si ↪e by¶c funkcj ↪a monotoniczn↪a w bardzo szerokimzakresietych parametr¶ow.
W zwi ↪azku z tym, wyprowadzone,liniowe operatory wra_zliwo¶sci mog ↪a by¶c
skuteczniei efektywnie u_zywane w in_zynierskich problemach przeprojekto-
wywania, optymalizacji i aktywnegosterowania.

4.3.2 Dyssypacja energii

Jak ju _z wspomnianow powy_zszymprzykÃladzie,zauwa_zy¶c mo_znadu_z ↪a wra_zli-
wo¶s¶c amplitudy drga¶n pod siÃl ↪a, ze wzgl↪edu na wsp¶oÃlczynnik tÃlumienia. Jest
to widoczne dla mniejszych warto¶sci tÃlumienia, natomiast niewidoczne w
przypadku wi ↪ekszych warto¶sci wsp¶oÃlczynnika c. Dla lepszegozrozumienia i
wyja¶snienia tego faktu postanowili¶smy zbada¶c wielko¶s¶c dyssypacji energii
w przegubie, kt¶ora ma miejsce w czasiejednego okresu drga¶n. B ↪edzie to
r¶ownocze¶snie pr¶oba zastosowania dyssypacji energii w przegubiejako funk-
cjonaÃlu odpowiedzi konstrukcji.
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Rysunek4.4: Amplituda drga¶n pionowych pod siÃl ↪a jako funkcja parametr¶ow
opisuj ↪acych uog¶olniony przegub,f1 = 18Hz.
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Rysunek4.5: Amplituda drga¶n pionowych pod siÃl ↪a jako funkcja parametr¶ow
opisuj ↪acych uog¶olniony przegub,f2 = 30Hz.
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FunkcjonaÃl dyssypacjienergiiw przegubie,w czasieT , dla belki z przykÃla-
du powy_zej, mo_zna zde¯niowa¶c jako

G =
Z T

0
M c

z _γzdt, (4.11)

gdzieM c
z oznaczacz↪e¶s¶c skÃladow ↪a momentu w przegubie,zwi ↪azan ↪a zewsp¶oÃl-

czynnikiem tÃlumienia cϕz:
M c

z = cϕz _γz . (4.12)

Wielko¶s¶c dyssypowanej energii w przegubie,w czasier¶ownym okresowi
drga¶n, jako funkcja parametr¶ow opisuj ↪acych przegub,zostaÃla przedstawiona
na rysunkach 4.5 i 4.6. Kolejne rysunki dokÃladnie odnosz↪a si ↪e do rysunk¶ow
przedstawiaj ↪acych amplitudy drga¶n pod siÃl ↪a (rysunki 4.4 i 4.5).

Ostatnie rysunki dowodz ↪a, _ze wysoka dyssypacjaenergii nast↪epuje je-
dynie dla mniejszych wielko¶sci wsp¶oÃlczynnika tÃlumienia. W przypadku, gdy
tÃlumienie jest du_ze,poÃl ↪aczeniew belceblokuje si ↪e, zachowuje si ↪e jak poÃl ↪acze-
nie prawie sztywne, a dyssypacjaenerii w przegubiejest maÃla.

FunkcjonaÃl reprezentuj ↪acy dyssypacj↪e energii w okre¶slonym przedziale
czasowym jest ciekawym przykÃladem funkcjonaÃlu. Informuje on niejako o
efektywno¶scitÃlumienia.FunkcjonaÃl ten ma jednakraczejograniczonezastoso-
wanie w praktycznych problemach in_zynierskich, gdy_z przekazuje informacje
trudne do interpretacji. Projektuj ↪ac tÃlumik, zazwyczaj oczekujemy maksy-
malnegopochÃlaniania energii. W przedstawionych przykÃladach maksymalna
dyssypacjaenergii pojawiaÃla si ↪e wtedy, gdy ukÃlad zbli_zyÃl si ↪e do rezonansu.
Wyst ↪epowaÃly wtedy bardzo du_ze przemieszczeniai ich pr ↪edko¶sci. TÃlumik
zoptymalizowany na maksymaln ↪a wielko¶s¶c dyssypowanej energiimo_zezatem
prowadzi¶c do zÃlych rozwi ↪aza¶n.
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Rysunek4.6: Dyssypacjaenergiiw przegubiew czasiejednegookresudrga¶n,
jako funkcja parametr¶ow opisuj ↪acych uog¶olniony przegub,f1 = 18Hz.
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Rysunek4.7: Dyssypacjaenergiiw przegubiew czasiejednegookresudrga¶n,
jako funkcja parametr¶ow opisuj ↪acych uog¶olniony przegub,f2 = 30Hz.
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RozdziaÃl 5

Podsumowanie i wnioski

Praca ta obejmuje szeregproblem¶ow analizy wra_zliwo¶sci i optymalnegopro-
jektowania liniowych ukÃlad¶ow o wymuszeniach dynamicznych. W rozpatry-
wanych modelach konstrukcji przyjmowanowiskotyczn ↪a lub strukturaln ↪a po-
sta¶c tÃlumienia. WymuszeniamiaÃly natomiast charakter ustalonych, perio-
dycznych obci ↪a_ze¶n ci ↪agÃlych lub skupionych. W szczeg¶olno¶sci, analizowane
byÃly siÃly harmoniczne.W rozprawie rozpatrywane s ↪a trzy klasy zada¶n, i to
staÃlo si ↪e kryterium podziaÃlu pracy na poszczeg¶olne cz↪e¶sci tematyczne.

W rozdziale 2 rozwijany jest problem wra_zliwo¶sci ukÃlad¶ow belkowych i
pÃlytowych z podukÃladem dynamicznym. Za zmienneprojektowe uwa_za si ↪e
tuta j poÃlo_zenie obci ↪a_zenia lub podukÃladu, poÃlo_zenie podpory, parametry
okre¶slaj ↪acerozkÃlad masy, sztywno¶sci i tÃlumienia, orazparametry okre¶slaj ↪ace
podsystemdynamiczny, a mianowicie skupion ↪a mas↪e,sztywno¶s¶c i wsp¶oÃlczyn-
nik tÃlumienia. FunkcjonaÃl odpowiedzi konstrukcji byÃl wyra_zony przezog¶olne,
r¶o_zniczkowalne ze wzgl↪edu na zmienneprojektowe, funkcje przemieszcze¶n.

Do analizy takiegoukÃladu zastosowanoznanez literatury podej¶sciewaria-
cyjne - metod ↪e ukÃlad¶ow sprz↪e_zonych. W przypadku wyst ↪epowania tÃlumienia,
dotychczasowepraceinnych autor¶ow prowadziÃly do "caÃlkowania wstecz"pro-
blemu sprz↪e_zonego.PowodowaÃlo to znacznetrudno¶sci zwi ↪azanez tym, _ze
rozwi ↪azanieco najmniej jednegoz ukÃlad¶ow (pierwotnego lub sprz↪e_zonego)
musi by¶c przechowywanew pami ↪eci komputera.Ponadto, problemsprz↪e_zony
og¶olnie miaÃl charakter drga¶n nieustalonych.

W rozprawiezauwa_zono,_zew przypadkuwymusze¶n periodycznych, nawet
dla tÃlumienia wiskotycznego,takie post ↪epowanienie jest konieczne.CaÃlkuj ↪ac
ukÃlady po czasieb ↪ed ↪acym wielokrotno¶sci ↪a okresudrga¶n konstrukcji, docho-
dzimy do stosunkowo prostych wyra_ze¶n na operatory wra_zliwo¶sci. Co wi ↪ecej,
w tym przypadku,ukÃlad sprz↪e_zony jest bardzopodobny do ukÃladu pierwotne-
go.BardzouÃlatwia to obliczenianumeryczne,gdy_z w istocie,w obu ukÃladach
wyst ↪epuj ↪a te samemacierzesztywno¶sci i masukÃladu.
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Otrzymane operatory wra_zliwo¶sci s ↪a caÃlkowanymi po czasie iloczyna-
mi poszczeg¶olnych wielko¶sci dynamicznych. W rozprawie sprowadzono to
rozwi ↪azanie do innej, Ãlatwiejszej w u_zyciu, praktycznej postaci. Operatory
wra_zliwo¶sci wyra_zonezostaÃly bowiem przez iloczyn bezwzgl↪ednych warto¶sci
amplitud oraz r¶o_znic↪e odpowiednich przesuni↪e¶c fazowych. UÃlatwia to znacz-
nie analiz↪e w przypadku wykorzystywania komercyjnych program¶ow analizy.

Wyprowadzoneoperatory zostaÃly zwery¯k owaneanalityczniei numerycz-
nie. Na szczeg¶oln ↪a uwag↪e zasÃluguj ↪a przykÃlady analityczne.Starano si ↪e tuta j
znale¶z¶c tak proste jak to tylko mo_zliwe przykÃlady, kt¶ore w formie anali-
tycznej potwierdziÃly prawidÃlowo¶s¶c wyprowadzonych wzor¶ow. Przedstawiono
r¶ownie_z kilka przykÃlad¶ow zastosowa¶n wyprowadzonych operator¶ow do zagad-
nie¶n optymalnegoprojektowania konstrukcji.

W ko¶ncowej cz↪e¶sci rozdziaÃlu 2 podj ↪eto dyskusj↪e na temat formuÃlowania
oraz sposobupost ↪epowania w przypadku r¶o_znych postaci funkcjonaÃl¶ow od-
powiedzi konstrukcji. Dyskusja ta nie zamyka, lecz raczej otwiera problem
de¯niowania funkcjonaÃl¶ow, kt¶ore z jednej strony maj ↪a praktyczneznaczenie
in_zynierskie,z drugiej za¶s strony pozwalaj ↪a na stosunkowo prost ↪a analiz↪e.

W rozdziale 3 podj ↪eto problem ukÃlad¶ow z dziaÃlaj ↪acymi, przesuni↪etymi
wzgl↪edemsiebiew fazie, siÃlami dynamicznymi. Gdy dwie siÃly s ↪a przesuni↪ete
wzgl↪edemsiebieo π/2, ich dziaÃlanie mo_zemodelowa¶c maszyn↪e typu obroto-
wego.Zauwa_zmy, _ze w wyprowadzeniach przyj ↪eto, _ze podukÃlad dynamiczny
jest podparty spr ↪e_zysto-wiskotycznie zar¶owno w kierunku pionowym, jak i
k ↪atowym. St ↪ad te_z, sampodukÃlad opisywany jest za pomoc ↪a siedmiuzmien-
nych projektowych. Daje to du_ze mo_zliwo¶sci w ksztaÃltowaniu optymalnych
rozwi ↪aza¶n konstrukcyjnych.

Wyprowadzenieoperator¶ow wra_zliwo¶sci w rozdziale 3 byÃlo przeprowa-
dzonepodobnie jak w rozdzialewcze¶sniejszym.Zwr¶oci¶c nale_zy jednak uwag↪e
na to, _ze w tym przypadku momenty zginaj ↪ace, a zatem r¶ownie_z krzywi-
zny ukÃladu bazowego,posiadaj ↪a nieci ↪agÃlo¶s¶c w punkcie lokalizacji podukÃladu
dynamicznego.St ↪ad te_z, w operatorzewra_zliwo¶sci ze wzgl↪edu na poÃlo_zenie
podukÃladu, pojawiaj ↪a si ↪e krzywizny prawo- i lewostronne.

Przedstawione w rozdziale 3 przykÃlady wykazuj ↪a niewystarczaj ↪ac ↪a rol ↪e
intuicji w poprawnym przewidywaniu skutk¶ow zmiany warunk¶ow podparcia,
poÃl ↪acze¶n oraz tÃlumienia. W takich wÃla¶snie przypadkach, bardzo pomocna
jest analiza wra_zliwo¶sci.

RozdziaÃl 4 rozwija badanianad ukÃladami z uog¶olnionymi, wiskospr↪e_zysty-
mi przegubami.W por¶ownaniu do wcze¶sniejszych prac, w rozprawie anali-
zowane s ↪a poÃl ↪aczeniapomi ↪edzy poszczeg¶olnymi elementami konstrukcji, w
kt¶orych mo_ze wyst ↪epowa¶c nie tylko nieci ↪agÃlo¶s¶c k ↪ata obrotu, lecz r¶ownie_z
przemieszcze¶n pionowych. W przegubierozpatruje si ↪e zar¶owno strukturalny,
jak i wiskotyczny model tÃlumienia.
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W przykÃladach tego rozdziaÃlu zaprezentowano zastosowanie sterowania
parametrami opisuj ↪acymi uog¶olniony przegub do optymalnegoprojektowa-
nia konstrukcji belki, ze wzgl↪edu na minimalizacj ↪e drga¶n. Przeanalizowa-
no r¶ownie_z problem dyssypacjienergiiw przegubiewiskospr↪e_zystym. Nale_zy
podkre¶sli¶c, _ze zmiana parametr¶ow takiego przegubumo_ze by¶c zastosowana
w aktywnym sterowaniu ukÃlad¶ow.

Wyprowadzonew rozdziaÃlach 2, 3 i 4 operatory wra_zliwo¶sci i warunki
optymalno¶sci oraz przedstawione tam przykÃlady analityczne i numeryczne
pozwalaj ↪a sformuÃlowa¶c poni_zej przedstawione wnioski.

² Rozszerzenieoptymalizacji i analizy wra_zliwo¶sci ukÃlad¶ow dynamicz-
nych na dodatkowe parametry decyzyjne,charakteryzuj ↪acepoÃlo_zenie,
sztywno¶s¶c i tÃlumienie podpory lub poÃl ↪aczenia,a tak_ze okre¶slaj ↪acepo-
dukÃlad maszyny na wibroizolacji, nie powoduje istotnegowzrostu trud-
no¶sci matematycznych. Wyprowadzonew rozprawie operatory wra_zli-
wo¶sci wyra_zones ↪a bowiem w postaci jawnej przez rozwi ↪azania drga¶n
stacjonarnych dw¶och ukÃlad¶ow: rzeczywistegoi sprz↪e_zonego.

² Wyprowadzonew rozprawie operatory wra_zliwo¶sci dla klasy funkcjo-
naÃl¶ow wyra_zonych przezamplitud ↪e przemieszcze¶n, pr ↪edko¶sci lub przy-
spiesze¶n drga¶n harmonicznych dowodz ↪a, _zew przypadku tÃlumienia wi-
skotycznegonie ma potrzeby "caÃlkowania wstecz" problemu sprz↪e_zo-
nego. "CaÃlkowanie wstecz" byÃlo wynikiem proponowanego dot ↪ad w
literaturze okre¶slania warunk¶ow ko¶ncowych problemu sprz↪e_zonego,i
przysparzaÃlo du_zo trudno¶sci numerycznych.

² PrzedstawioneprzykÃlady numerycznewykazuj ↪a, _zeodpowied¶z konstruk-
cji na obci ↪a_zeniadynamicznejest bardzowra_zliwa zewzgl↪eduna zmia-
ny parametr¶ow charakteryzuj ↪acych usytuowanie,sztywno¶s¶c i tÃlumienie
podp¶or i poÃl ↪acze¶n, orazpodukÃlad maszyny na wibroizolacji. Wra_zliwo¶s¶c
ta mo_ze by¶c przyczyn ↪a niepo_z ↪adanych efekt¶ow, lecz r¶ownie_z - pra-
widÃlowo wykorzystywana w optymalnym projektowaniu - prowadzi do
znacznielepszych rozwi ↪aza¶n konstrukcyjnych.

Przedstawionew rozprawie zagadnieniamog ↪a by¶c w przyszÃlo¶sci rozwijane
w kierunku analizy drga¶n nieustalonych ukÃlad¶ow nieliniowych, jak r¶ownie_z
w stron ↪e wykorzystania dynamicznejodpowiedzi konstrukcji i zmiany para-
metr¶ow steruj ↪acych do problem¶ow identy¯k acji i aktywnegosterowania.
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Zbigniew Pozorski

SENSITIVITY ANAL YSIS AND OPTIMIZA TION
OF DYNAMICALL Y LO ADED STR UCTURES

Abstract

This paper concernssensitivity analysisand optimal designof dynami-
cally loaded structures. Small vibrations of linear elastic beamsand plates
areconsidered.Dynamic loadsareperiodic, thus they inducesteady-statevi-
brations. The position of the dynamic loads,the mass,sti®nessand damping
parametersof the subsystemmodeling a machine are consideredas design
variables.Sensitivity operators are derived using the adjoint method.

Chapter 1 presents brief introduction, motivation for the study, review of
the literature, aim and scope of the paper.

Chapter 2 opensthe main part of the paper. The problem of sensitivity
analysisof dynamicstructures,with respect to variation of designparameters
is formulated and solved. Variousdamping modelswereusedin the analysis.

Chapter 3 presents the generalizationof the problem formulated in the
previouschapter by introduction the secondcomponent of the dynamic force.
Thussimultaneousaction of vertical and horizontal forceswith di®erent pha-
seanglesis consideredwith the aim to model structures loadedby machine
of rotational type.

Chapter 4 is devoted to structures with visco-elasticjoints with variable
parameters.The general type of the °exible joint is de¯ned, which allows
both rotational and transversemutual displacements. The position of this
generalisedjoint and four parametersspecifying sti®nessand damping in the
respective motions are introducedasvariables.The sensitivity operatorsand
optimalit y conditions for the above describeddesignvariablesof the joint are
derived.

Chapters 2, 3, 4 end with examplescon¯rming correctnessof derived
sensitivity operatorsand illustrating their implementation in optimization of
dynamically loadedstructures.

Concluding remarksare presented in the chapter 5.

Key words: sensitivity analysis,optimal design,adjoint method, structural
dynamics,vibrations, viscousand structural damping.
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